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97 ejercicios de repaso de NUMERO REAL,
POLINOMIOS, ECUACIONES e INECUACIONES

Repaso numero real. Intervalos:

1.

Separar los siguientes niumeros en racionales o irracionales, indicando, de la forma mas sencilla posible,
el porqué:

1 m 25 3 -
— — \/g 2,6 0 -3 - 13 0,1 6,4 534 1,414213562...
8 3 3

Souc: QI QQRQQRRLER QR QD

a) Representar sobre la recta real (no necesariamente todos en la misma recta) los siguientes racionales:

3 3 0,6 s 3 4 2,25
2 6 4 5 6

19 34

b) A la vista de lo anterior, ordenarlos de menor a mayor.

c) Construir \/E \/5 \/g \/E ﬁ@y\/ﬁ sobre la recta real (no necesariamente sobre la misma), mediante
regla y compas, y la aplicacion del teorema de Pitagoras.

Completar (en este cuaderno):

REPRES. GRAFICA INTERVALO DEF. MATEMATICA
1 [-1,3]
2 Q=D
0 2
° O
€ -2 4
4 [_211)
5 {xelR/ 1<x<5}
6 [ >
-1 ©
7 {xelR/ x<2}
8 (0,0)
9 —o® .3
10 (-1,5)
11 {xeR/ x<0}
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REPRES. GRAFICA INTERVALO DEF. MATEMATICA

[2/3,0)

4 4
=
N

-
w
YN

{xelR/ -2<x<2}

{xelR/ |x|<3}

N

{xeIR/ [x|23}

et

|

ya

[-1.1]

[SEN
o)

{xelR/ x<-1}

VA £
M7/

'—\
©
®
IN

MNA L
v V/
N
o
A
4

(00,-2)U(2,0)

4L

(=90,2)U(2,%0)

N4

1A

{xelR/ |x|<5}

[-2,2]

E4:

A

%
|

Repaso fracciones, potencias y raices:

4. Operar, simplificando en todo momento:

(Sol: 462/2413)

5. a) Completar (en este cuaderno):
a"-a"= j” 1" =
a_ (1™ =
(_ )impar
n -n

jn (base negativa)par =

1

(base negativa)impar =
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I.E.&'Fﬂ"ll::::::rll'

Afadir estas formulas al formulario matematico de este curso.

tilizando las propiedades anteriores, simplificar la siguiente expresion (en este cuaderno):

(20.2%.2%)°

3 (Sol: 1)
{(1/3)‘ +1}
3

6. a) Completar (en este cuaderno):

Anadir estas formulas al formulario matematico de este curso.

tilizando las propiedades anteriores, simplificar la siguiente expresion (en este cuaderno):
N J = (Sol: ¥/a*®)
3 a- /aS

7. a) Extraer factores y simplificar (en este cuaderno):
5 3\/§e,/i= .So/:ii/?)
2\81

b) Sumar, reduciendo previamente a radicales semejantes:

SE+J§—4\/§—\/300 SO,,_%Qg)
acionalizar y simplificar (en este cuaderno, si hay espacio):
2 2
2.2 . 85
J5 V125 sol:%5)

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccion impresa o digital

siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 3




Matematicas | REPASO de ARITMETICA y ALGEBRA

ALFONSO GOI\!ZALEZ
I.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

1 3
3 = 36
1296 Sol 25 )
17-9y3 9 _ (Sol: 2)
33-5 43
Notacion cientifica:
8. Pasar a notacion cientifica los siguientes nimeros (en este cuaderno):
a) 300.000.000= i) 1.230.000.000.000= q) 73=
b) 456= i) 14 billones €= r) -0,00010001=
c) 0,5= k) 14 billones $= s) 14-10%=
d) 0,0000000065= 1) 14 billones £= t) 10=
e) -18.400.000.000= m) 150 millones $= u) 1=
f) 0,000001= n) 150 millones €= v) 0,011001=
g) -78986,34= 0) 1,5 millardos= w) 16.730.000=
h) 0,0000093= p) 7,3= x) -345,45
RECORDAR: CANTIDAD DEFINICION EQUIVALENCIA AMBITO
1 millardo mil millones 10° ) )
- : e Espafia, Francia, Alemania...
un millon de millones 10
1 billén — 5 - -
mil millones 10 EEUU y Reino Unido
L tills un millén de billones 10 Espafia, Francia, Alemania...
trillén
un millon de millones 10* EEUU y Reino Unido
etc.

Realizar las siguientes operaciones de dos formas distintas:

- Sin calculadora, aplicando sélo las propiedades de las potencias.

- Utilizando la calculadora cientifica (para comprobar el resultado obtenido anteriormente).

a) 2,5-10'+3,6-10"=

b) 4,6-10°%+5,4-10%=

c) 1,5:10°+2,4.10°=

d) 2,3:10°+3,25.10"%=

e) 3,2.10%-1,1-10%=

f) 7,28-10%-5,12.10°=
g) 4,25-10'-2,14-10°=
h) (2-10%)-(3,5-10)=

i) 8,4-10°
2:10'

i (3,2:10° }(4-10°) _
2:10° -

k) (2:10°)%=

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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RECORDAR: En las calculadoras cientificas la tecla sirve para expresar en cualquier momento un
nGimero en notacion cientifica. Pero es mas recomendable, mediante la tecla [MODE|, poner
la calculadora en modo SCI (scientific), con lo cual trabajard siempre en notacién cientifica.
Ademas, la calculadora suele pedir el nimero de cifras significativas con las que queremos
trabajar.

La estrella més cercana a nuestro sistema solar es o-Centauri, que esta a una distancia de tan solo 4,3
afios luz. Expresar, en km, esta distancia en notacion cientifica. (Datos: velocidad de la luz: 300000
km/s; 1 afio~ 365,25 dias) ¢ Cuantos afios tardaria en llegar una sonda espacial viajando a 10 km/s?

(Sol: 4,071-10* km; ~128907 afios)

Repaso polinomios vy fracciones algebraicas:

11. Dados P(x) =4 x°-8x*+2x3+2x*+1 y Q(x) =4 x3-4x*+2x, se pide:

a) Extraer el maximo factor coman de Q(x)

b) P(x)-2x-Q(x) (Sol: 4x°-16x*+10x3-2x*+1)
c) Q(x) - Q(x) (Sol: 16x°-32x°+32x*-16x°+4x?)
d) P(x) : Q(x) , y comprobarlo. (Sol: C(x)=x?-x-1; R(x)=2x+1)
4 2
12. Simplificar: X —5x" 36 (Sol: x?+4)
x> -9
13. Operar y simplificar: a) x+1 + 2= 212 Sol : 2X*3
X-2 X+2 x*-4 X+2

%aﬁxﬂaﬁx)(aﬂxz—aﬁx) (Sol : x“+a“)

Repaso ecuaciones, sistemas e inecuaciones:

14. Resolver (se recomienda hacer también la comprobacién):

*sk 3££,Xj,4:2X,3[1,§j [Sol: Bsoluc.]
6 6

20>;+7_4x2+y =2 ’ Solxe yo2)
(POR REDUCCION)
7x+1 2x-2y —x
4 6
(2x2 +3)(2X2 —3)_(2x—3)2 M (Sol: x=#1)
2 3 6
d) V2x-3-x+7=4 (Sol: x=114)

Xx-2 X _x-1 (Sol: x=-3)
x-1 xX*-3x+2 x-2 '
x+y=1 (Sol: x1=4, y1=-3; X»=1, y2=0)
X% —2x+3y=-1
(x—22)2 +5x6+6 <(X+323(X_3)+6 [Sol: x(0,7)]

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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5-3x 3(x+2)
7 Skrd)s———+2 [Sol: x [-3,2)]
2(2x+1)—(x—1)_2x+1<2
3 5
x+3 1 [Sol: x £[-13.7)]
X-7 2
2 3 o 3
-3 [Sol: x=(14/9)%]
%3% 7
K6 :% (Sol: k=45/2)
X' -6x+3-a=0 (Sol: x=3i\/6+a)

X+2y— 7=
2x -y + z=-3 (Sol: x=1, y=3, z=-2)
3x+y-2z=

Miscelanea (1):

15. Indicar cual es el menor conjunto numérico al que pertenecen los siguientes nimeros (N, Z, Q o I); en

caso de ser Q o I, razonar el porqué:

% J3 J4 00015 -10 % 23 2,020020002...

(Soluc: LI N, Q, Z: @, @, D)

16. Representar en la recta real los siguientes intervalos y definirlos empleando desigualdades:

a) [2,4] d) (-1,3) 9) (-,3] )) (-0,-2]
b) (1,6) e) (-2.2) h) [-3.3]
c) [1,5) f) (0,0) i) (5/3,0)

17. Operar, simplificando en todo momento:

2+ ! 1 3
2+1 1_7+7
a) 2 . 2 4 (Sol: 24/25)
2 2.2 5
53 3
2.2 /25_§
12V 2 (Sol: -2)
2 5 %

2

% (_gjz [%)3 +(_%j_3 (Sol: -4/179)
[(-27] +(~3) (-3
%%{fﬁ (Sol: %27 )

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
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18. Dados P(x):4x3+6x2—2x+3, Q(x):2x3—x+7 y R(x):7x2—2x+1, hallar:

a) El valor numérico de P(x) para x=-2 (Sol: -1)

b) La factorizacién de R(x)
¢) P(X)+Q(x)+R(x)
d) P(x)-Q(x)-R(x)

(Sol: Polinomio irreducible)
(Sol: 6x°+13x%-5x+11)

(Sol: 2x3—x2+x—5)

e) P(x)+3Q(x)-2R(x) (Sol: 10x°-8x2-x+22)

f) P(x): (x+2) por Ruffini, y comprobar. (Sol: C(x)=4x>-2x+2; R(x)=-1)

19. Operar y simplificar (en este cuaderno):

x3 —x
2
§X2+§X _ (Sm: x5+xlj
X° —5x
2X+6

20. Resolver:

1+ 96i
% ~ 480 _ 1 (Sol: x=20)
96X 1600

X-y+z2=6
b) 2x+y-3z=-9 (Sol: x=1, y=-2; z=3)
—X+2y+z2=-2
2
3x +l: 6x -1 (Sol: x=0; x=72)
6x+1 3x*-1
2JX+4 —x—-1=4 (Sol: x=5; x=13/9)

e 2 (Sol: x=+V2)
* 3

2x-y=1

x? +3xy=0

(3x+1)(3x—1)+4x_5> (x+2)(x—2)+E
6 B 2 6

2x-10>-x+2
12-4x > -3x+2 [Sol: x€[6,10)]
3(xX+2)>2(x+6)

%1 <x (Intentar resolverlo también graficamente)
X

21. Sefalar cuéales de los siguientes nimeros son racionales o irracionales, indicando el porqué:

(Sol: x1=0, y1=-1; x2=3/7, y2=-1/7)

9) [Sol: X &(-00,-5]U[1,0)]

[Sol: x €[-1,0)U[1,)]

a) 3,629629629.... ) 5,216968888... e) 7,129292929...

b) 0,130129128...

(Soluc: @ I @ I @ I

d) 0,123456789... f) 4,101001000...

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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22. Representar en la recta real los siguientes conjuntos numéricos y nombrarlos —siempre que se pueda—

empleando intervalos:
a) {xelR/ -2<x<3} d) {xelR/ x<0}
b) {xeIR/ 1<x<4} e) {xelR/ |x|<3}

c) {xelR/ x=2} f) {xelR/ |x|>4}

23. Operar, simplificando en todo momento (en este cuaderno):

4.7[ 2]_7
— =+ T+= |
a) 3 4 5) 3

4 7 2\7
——|T7-=|=
3 4 5)3

24. Dados P(x):6x4+11x3—28x2—15x+18 y Q(x)=3x-2, se pide:
a) Factorizar P(x), por Ruffini.
b) Q°(x), por Tartaglia.
¢) P()-Q()-2x"Q(¥)
d) P(x): Q(x)

i%gjperar y simplificar:
1 1 1

2 ) 3
X°=9x+20 x"-11x+30 x“-10x+24

26. Resolver y comprobar:

2X+y-z2=0
a) X—-2y+3z=13
—-X+y+4z=9

by > _3 _x
X+2 2 x+3

y* =2ax| donde acR
x* =ay

del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 8

g) {xelR/ x>-3}
h) {xeIR/ x<5}

j) {xelIR/ |x]>2}
k) {xelIR/ |x|=2}

i) {xeIR/ |x|<5}

(Sol: 236/1697)

(Sol: -1/64)

(Sol: /5

[Sol: (3x-2)(2x-3)(x+1)(x+3)]
(Sol: 243x°-810x*+1080x>-720x2+240x-32)
(Sol: 18x°+21x*-112x3+15x*+84x-36)

[Sol: C(x)=2x3+5x7-6x-9; R(x)=0]

X-=7
Sol: — 3
X® —=15x° +74x -120

(Sol: x=2, y=-1; z=3)

(Sol: x1=3; x2=-4)

(Soluc:x =a-32,y =a-3/4)
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d) 1_3x—7 >5x+4_x—1
5 15 3

e) 3x°+15x+21<0

f) 3x®+15x+21>0

X+2)(x-2) 7£< (x? = 2X)(X? + 2x)

4

9) )

*‘# (x*-4)(x*-1)>0
% (X2-4) (x>+4)<0

% (2sz)2

=1

27. Separar los siguientes nimeros en racionales e irracionales,

2,6

(Sol: x<3)

(Sol: Asoluc.)

(Sol: VxeR)

[Sol: x &(-20,-2)U(2,0)]

[Sol: x e(-20,-2)U(-1,1)U(2,)]
[Sol: xe(-2,2)]

(Sol: x1=0; x2=-2)

indicando el porqué:

= w1322 169 07 = 0494949.. 7 375 -13 624 1,732050..
(Souc: QLLQQRRALRLAQ QD
28. Hallar la U e N de los siguientes intervalos:
a) A=[-2,5) c) E=(-,0] €) I1=(-,0) g) M=[-3,-1)
B=(1,7) F=(-3,) J=[0,) N=(2,7]
b) C=(0,3] d) G=[-5,-1) f) K=(2,5) h) 0=(-3,7)
D=(2,) H=(2,7/2] L=(5,9] P=(2,4]

alcular, aplicando, siempre que sea posible, las propiedades de las potencias, y simplificando en
todo momento. Cuando no sea ya posible aplicar las propiedades de las potencias, debido a la
existencia de una suma o resta, pasar la potencia a nUmero y operar:

30. Dados P(x)=x°+6x°+9x*-x
a) Factorizar P(x), por Ruffini
b) Q*(x), por Tartaglia
¢) PX)-Q()-Q(x)
d) P(x): Q(x)

%}perar y simplificar:

x*+1 x+2 x-1

del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 9

[Sol:

(Sol: -608/81)

2_6x-9 yQ(x):x2—9, se pide:

[Sol: (x+1)(x-1)(x+3)* (x*+1)]
(Sol: x®-36x°+486x*-2916x°+6561)
(Sol: x6+6x5+8x4+17x2-6x-90)

C()=x"+6x>+18x>+54x+161; R(x)=480x+1440]

(Sol 2x° —2x

2x)

-X+2
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esolver:
a) -x"-x=0 (Sol: x1=0, x2=-1) | g)  \/x® +4x+4 =1 (Sol: x1=-1, X2=-3)
6 2_ =) x=
b) [:1312 (sol 1%, =31 3,x, =—3) | M) X°-16x=0 (Sol: x=0, x=#2)
I i) x°-7x3-8=0 (Sol: x=-1, x=2)
c) (x°+1)"=625 (Sol: x=#2)
; 3 _ =
d) (x2-1)*=0 (Sol: x=s1) | 1) VX +5=2 (Sol:x=3)
4 k) x>=3x (Sol: x1=0, x2=13; x3=-13)
e) X _gx (Sol:x; =0,x, =2 310)
10 ) -7x<-7 (Sol: x>1)
f) ﬂ:o (Sol: #soluc.) | M) x*<9 [Sol: x&(-3,3)]
X

¢ Verdadero o falso? Razonar la respuesta:

a) Todo namero real es racional.

b) Todo nimero natural es entero.

¢) Todo namero entero es racional.

d) Siempre que multiplicamos dos ndimeros racionales obtenemos otro racional.
e) Siempre que multiplicamos dos nameros irracionales obtenemos otro irracional.

f) Entre dos niUmeros racionales existe siempre un racional.

irracionales irracional

g)

NOTA: Lo que ya no es tan facil de justificar es que: Entre dos reales existen « racionales.

Entre dos reales existen ® irracionales.

Por tanto, Q y R se dice que son conjuntos densos.

Representar los siguientes intervalos e indicar su unién e interseccion:

2) [-2,5) y [3.) |y 03)yerze | oEs-ayrta | d) 13 yBEe

Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto:

RECORDAR: Hay 3 casos posibles (k>0 siempre):

/ expresion=k
\A expresion=-k

|expresion|=k

|expresion|<k = -k<expresion<k
|expresi(’)n|>k —> expresion<-k o expresion>k
Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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g%;géndicar para qué valores de x se cumplen las siguientes relaciones; en el caso de las desigualdades,
indicar la solucién mediante intervalos:

a) |x|=5 i) |x|=0 q) |x-2|<5 (Sol: xe(-3,7))
b) [x|<5 j) Ixl<2 r) |x+3[27  (Sol: xe(-,-10]U[4,))
c) [x>5 k) Ix|>2 s) |2x|<8 (Sol: xe(-4,4))
d) |x-4[=2 (Sol: x1=2, x2=6)| 1) |x+1|=3 (Sol: x1=-4, x2=2) t) [x|>-3 (Sol: ¥xeR)
e) |x-4|<2 (Sol: xef2,6])| m) [x-2]<3 (Sol: xe[-1,5]) 0) IX[=x

f)  |x-4[>2(Sol: x e(-,2)U(6,)) n) |x|=7 v) [X|=-3 (Sol: 3soluc.)
g) [x+4>5(Sol: xe(-m-9U(Lx) | ©) IXI<6 W) [x?-2X-3[=3 (Sol: x=0, x=2, x=1+7)
h) |x|=-2 p) [x[>2

Una vez resuelto el ejercicio analiticamente, considerar la posibilidad de resolverlo graficamente
(método que, posiblemente, resulte mas facil...)

azonar que |sen x-2|=2-senx.

Resolucion grafica de inecuaciones y sistemas:

RECORDAR:
DETERMINADO: solucién Unica
COMPATIBLE: Tiene solucién
TIPOS DE SISTEMAS INDETERMINADO: o soluciones
(desde el p. de v. del
n° de soluciones) INCOMPATIBLE: No tiene solucion

37. Resolver graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones; resolverlos a continuacion analiticamente
(por el método deseado), y comprobar que se obtiene idéntico resultado:

= b —2y=
X+y=12 (Soluc: x=7,y=5) H f) x=2y=4 (Sol: oo soluc, sist. compat. indtdo.)
X-y=2 3x-6y=12
b) x+3y=6 } (Soluc: x=0, y=2) g) X+2y=5 (Sol: x=3, y=1)
2x—-y=-2 2X+y="7
X+3y=4 -2y =
y } (Soluc: x=1, y=1) h) x-2y=4 (Sol: 2 soluc, sist. incompat.)
2x-y=1 -2X+4y =6
2 _
% y=X"-5X+6 (Sol: # soluc, sist. incompat.) i) X+3y=1 (Sol: x=1, y=0)
X+y=1 2X-y=2
x+2y=0 (Sol: x=2, y=-1)
2x-y=5

¢ Qué desventaja tiene este método?

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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38. Resolver graficamente las siguientes inecuaciones de 2° grado; resolverlas a continuacion analiticamente
y comprobar que se obtiene idéntico resultado:

%. 2_6x+8>0 [Sol: x &(-e0,2]U[4, )] ) x2+6x+9>0 [Sol: v elR-{-3}]
) x*-2x-3<0 [Sol: x&(-1,3)] x?-2x+1<0 [Sol: Asoluc.]
c) x*-5x+6>0 [Sol: x&(-,2)U(3,)] n)  x?-2x+1<0 (Sol: x=1)
d) x?-3x-10<0 [Sol: x[-2,5]] % W2 Ax44<0 [Sol: x=2]
e) 3x°-10x+7>0 [Sol: x e(-0,1]U[7/3, )] p) 6x°-5x-6<0 [Sol: x e(-2/3,3/2)]
f)  2x*-16x+24<0 [Sol: x&(2,6)] Q) X-4x+7<0 [Sol: Bsoluc.]

2‘4X+2120 [Sol: rxIR] 1) 2x°-8x+6<0 [Sol: x&(1,3)]

) x*-3x>0 [Sel:xe-=0UB| oy oy2110x412<0 [Sol: x&[-3,-2]]
) x*-420 [Solxet-eo-2Ul2 |y 2455420 [Sol: xe[1.4]

x%-4x+4>0 [Sol: x elR-{2}]

i

k) x°+6x+9>0 [Sol: vxelR]

Miscelanea (I1):

39. Si los lados de un cuadrado aumentan 2 ¢cm, su area aumenta 28 cm? ¢, Cudles son las dimensiones del
cuadrado originario?  (Sol: Se trata de un cuadrado de lado 6 cm)

40. a) ¢ Qué otro nombre recibe el intervalo [0,0)7? ¢Y (-.,0]?

b) ¢ A qué equivale IR"UIR™? (Y IR"NIR™?

41. a) Simplificar, reduciendo previamente a radicales semejantes:

V128 +5V12 - 2418 -3v27 -2 Sol N2 +3)
b) Racionalizar y simplificar:
3V2-2 6J12 (Sol: 11/7)
3W2+2 746
3% Sol : s
2 3243 “ 7%
perar y simplificar (o al revés...):
(ﬁ+@)2 (5-+21) (Sol: 8)
B[, B (Sol: 1)
1++/3 1-3
V125 -2 4/400 + ¥/8000 Sol : 3\/5)
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n grupo de estudiantes alquila un piso por el que tienen que pagar 420 € al mes. Uno de ellos hace
cuentas y observa que si fueran dos estudiantes mas, cada uno tendria que pagar 24 € menos. ¢ Cuantos
estudiantes han alquilado el piso? ¢ Cuanto paga cada uno? (Sol: 5 estudiantes a 84 € cada uno)

43. Calcular el volumen aproximado (en m®) de la Tierra, tomando como valor medio de su radio 6378 km,
dando el resultado en notacién cientifica con dos cifras decimales. (Volumen de la esfera : in r3)
3

(Sol: 1,08678-10%" m?)

a) Un comerciante tiene dos clases de café: uno de 40 €/kg y otro de 60 €/kg. Si mezcla 3 kg del barato y
2 kg del caro, ¢.cuanto costara el kg de la mezcla resultante? (Sol: 48 €)

b) ¢ Cuantos kg tendra que afiadir de cada tipo para obtener 60 kg de mezcla a 50 € el kg? (Sol: 30 kg de
cada clase)

45, Con dos tipos de barniz, de 3,50 €/kg y de 1,50 €/kg, queremos obtener un barniz de 2,22 €/kg. ¢ Cuantos
kilogramos tenemos que poner de cada clase para obtener 50 kg de la mezcla? (Ayuda: plantear un
sistema de ecuaciones de primer grado)  (Sol: 18 kg del barniz de 3,50 y 32 kg del de 1,50)

46. Racionalizar denominadores y simplificar:

5+£ o - \/50+10\/§)
\ 10 10
b) 3 Sol :§/243 )
3
2/3-3 12
== Sol: 7
23+3 B (Sol:1)
1-43 1+6-2J2-3
_\/§+\/§ 30/-—2 )

47. Dos arboles de 15 m y 20 m de altura estan a una distancia de 35 m. En la copa de cada uno hay una
lechuza al acecho. De repente, aparece entre ellos un ratoncillo, y ambas lechuzas se lanzan a su captura
a la misma velocidad, llegando simultaneamente al lugar de la presa. (A qué distancia de cada arbol
aparecio el raton? (Ayuda: Si se lanzan a la misma velocidad, recorren el mismo espacio, pues llegan a la
vez; aplicar el teorema de Pitadgoras, y plantear un SS.EE. de 2° grado) (Sol: a 15 m del arbol mas alto)

48. En una balanza de precision pesamos cien granos de arroz, obteniendo un valor aproximado de
0,0000277 kg. ¢Cuantos granos se estima que habra en 1000 toneladas de arroz? Utilicese notacion
cientifica. (Sol: 23,61-10" granos)

49. Un almacenista de fruta compra un determinado nimero de cajas de fruta por un total de 100 €. Si
hubiera comprado 10 cajas mas y cada caja le hubiera salido por 1 € menos, entonces habria pagado 120
€. ¢ Cuéntas cajas comprd y cuanto costo cada caja? (Sol: 20 cajas a 5 €)
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*Calcular, aplicando, siempre que sea posible, las propiedades de las potencias, y simplificando en
todo momento. Cuando no sea ya posible aplicar las propiedades de las potencias debido a la
existencia de una suma o resta, pasar la potencia a niamero y operar:

RN

a) [_3j2 T )" (-7 (Sol: 1/7)
2) "~ 3*
b) (%_%%J (-1-37) (Sol: 2/5)
o] (3]
c) e (Sol: -25/11)

i%gsimplificar:

a) 535 +3/3125 +(3/5 ) +y5 45 Sol : 8425 )

b)W.g/?(g/?)4+6\';/02£4 Sol - 16 )

2 (=2 4+3V2 ,
2 3/5_(\/5) o3 Sol :Z)
d)m 50/:%_24@)

52. La luz del sol tarda 8 minutos y 20 segundos en llegar a la Tierra. Calcular la distancia Tierra-Sol,
empleando notacion cientifica. (Sol: 1,5-10% km)

53. Hallar dos numeros positivos sabiendo que su cociente es 2/3 y su producto 216  (Sol: 12 y 18)

54. TEORIA: a) ¢Qué es el discriminante de una ecuacion de 2° grado? ¢Qué indica? Sin llegar a resolverla,

¢,cémo podemos saber de antemano que la ecuacion x%+x+1 carece de soluciones?

b) Inventar una ecuacion de 2° grado con raices x;=2/3 y x,=2, y cuyo coeficiente cuadratico
sea 3

c) Sin resolver y sin sustituir, ¢cémo podemos asegurar que las soluciones de x°+5x-300=0
son x;=15 y x,=-207?

d) Calcular el valor del coeficiente b en la ecuacion x%+bx+6=0 sabiendo gue una de las
soluciones es 1. Sin necesidad de resolver, ¢cudl es la otra solucién?

55. Un rectangulo tiene 300 cm? de area y su diagonal mide 25 cm. ¢ Cuanto miden sus lados? (Sol: 20 x 15 cm)
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a) x°+7x3-8=0 (Sol: x=1, x=-2)
b) x®-64=0 (Sol: x=#2)
i+ y=3
c) X (Sol: x1=1; y1=2; x2=2/5; y»=1/2)
1
X y 2
d) Vx+4-42x-9 =/x-1 (Sol: x=5)
e) x >§ [Sol: x£(0,0)]
3Xx+2y-2z=4
f) 4x+y -z =7 (Sol: Sistema incompatible i.e. no tiene soluc.)
X+4y—-4z=0

57. Un frutero ha comprado manzanas por valor de 336 €. Si el kilo de manzanas costara 0,80 € menos,

podria comprar 48 kg mas. Calcular el precio de las manzanas y la cantidad que compré.
(Sol: 120 kg a 2,80 €/kg)

a) Resolver la ecuacion 4x® —6x° —x = —%, sabiendo que una de sus raices es 1/2 (Sol: x=#1/2, 3/2)
b) idem con 2x® —3x® = —%, sabiendo que una de sus raices es 1/2 Sol:x=L x= 71‘\5)
2 2

59. Una persona compra una parcela de terreno por 4800 €. Si el m? hubiera costado 2 € menos, por el
mismo dinero habria podido comprar una parcela 200 m? mayor. ¢Cudl es la superficie de la parcela que
ha comprado? ¢ Cuanto cuesta el m?2? (Sol: 600 m?; 8 €)

60. Resolver: a) ¥x-2 =-x (Sol: x=1) %ﬁ/x+6 =X (Sol: x=2)

61. El area de un triangulo rectangulo es 30 m? y la hipotenusa mide 13 m. ¢Cudles son las longitudes de
los catetos? (Sol: 12my5m)

esolver la ecuacion ¥/x =24/x -1 (Ayuda: aplicar Tartaglia y Ruffini)  (Sol: x=1)

63. Calcular dos nimeros naturales impares consecutivos cuyo producto sea 195 (Sol: 13y 15)

64. Un comerciante tiene dos clases de aceite: el nhormal, que cuesta 5 €/1, y el de calidad superior, a 9 €/l
¢, Cuantos kg debera mezclar de cada uno para obtener 4 kg a 6 €/1? (Sol: 31y 11, respectivamente)

aria tiene 24 afios. Tiene el doble de edad que tenia su hermano cuando ella tenia la edad que su
hermano tiene ahora ¢ Qué edad tiene su hermano? (Sol: 18 afios)

66. Un problema de planteamiento de inecuaciones: Se define el indice de masa corporal (IMC) de la
siguiente forma:
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LE 8, “Fernands de Mean™
‘SecelBuman (Castad Rusl)

IMC peso corporal (en kg) IMC < 18,5 IMC185249  IMC25-29.9 IMC 30-34.9 IMC3539.9  IMC40 6 MAS
altura® (en m)

Un peso normal oscila entre 18,5 y 24,9.
Hallar cual es el peso maximo admisible
para un individuo de 1,89 m de altura
para poder estar en un peso normal.

PESO BAJO IDEAL SOBREPESO OBESIDAD OSBEE\fé[;iD Rﬂﬂggls?g‘l‘)
%4' esolver:

11 1 3.1
a x y 2 (Sol: x=1, y=2) by Y=35*"3 (Sol: x=1; y=1)

y-x*=1 y=vx*

wvo=1
c) y+X2_5X+6:0} Sol - 7 soluc.) d) - 2 2} Sol - x, =15y, = 2\15 / 3;
X-y+9=0 9(x-y) =x x, =30/ 2y, =230/3)

3X+2y-2z= 4
€) 4x+y —z =7 (Sol: Sist. compat. indtdo. i.e .co. sOluc.; p. €j. x=2, y=z-1, Vz)
X+4y—-4z=-2

2x-y=9

f
) JX+Y +y=X

} (Sol: x=6, y=3)
68. Si multiplicamos la tercera parte de cierto nimero por sus tres quintas partes, obtenemos 405. ¢, Cudl es
ese nimero? (Sol: 45)

69. a) Inventar una ecuacion algebraical de grado 3 que tenga Unicamente por soluciones x=-2, x=1 y x=3
b) Inventar una ecuacion algebraica de grado 4 que tenga Unicamente como raices 1y 2

¢) Un polinomio de grado 3, ¢ cuantas raices puede tener como minimo? Razonar la respuesta. (Sol: 1 raiz)

70. Varios amigos alquilan un local por 800 €. Si hubieran sido tres mas, habria pagado cada uno 60 €
menos. ¢, Cuantos amigos son?  (Sol: 5 amigos)

eterminar el polinomio de grado 3 que verifica: P(-1)=P(2)=P(-3)=0 y P(-2)=18

72. Uno de los lados de un rectangulo es doble que el otro y el area mide 50 m?. Calcular las dimensiones del
rectangulo. (Sol: 5 x 10 m)

73. Simplificar las siguientes fracciones algebraicas:

[Eny
<
<

a) (Sol:y)

<
+
[EY

T
<

! Es decir, una ecuacién polinémica.

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 16




N

A;y;; Matematicas | REPASO de ARITMETICA y ALGEBRA
= ALFONSO GONZALEZ
I.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

2 (2 1) s 1)

LE 8, “Fernands de Mean™
‘SecelBuman (Castad Rusl)

x) X3-1 x+1
2 2
c) azibz_aib a+b Sof - — f
a-b° a-b ) ab a-b
Xy X-y y x2 +y?
d . + Ry
X -y y X-y X -y

2 x+1 X ).y, X sop - X*2
X X+2 X+2 2x2 + 2X

74. Un campo rectangular de 4 ha de superficie tiene un perimetro de 10 hm. Calcular, en metros, su longitud
y su anchura. (Recordar: 1 ha=100 a; 1 a=100 m?)  (Sol: 100 m x 400 m)

b) (a+b)2 _(afb)2 —ab

¢ a
d b-d b 4 4

75. Demostrar que: a) 2=

76. Las diagonales de un rombo estan en la relacion de 2 a 3. El area es de 108 cm?. Calcular la longitud de
las diagonales y el lado del rombo.  (Sol: d=12 cm; D=18 cm; 110,81 cm)

77. Operar y simplificar:

p— 2 p—
a) xs—2_ X1 e
4 x-2 x+2
X_i
X
4 3
X" +x°-9x-81
b) 3 Sol : x? +X+.9)
xX° -9
X+1 ~ x+1 1 Sof - 2
x?-16 3x-4 x-4 " x+4

1

1 X+3 x +1
44— 22 / -
m! X2 -9 4 S0l 273

78. El diametro de la base de un cilindro es igual a su altura. El area total es 169,56 m?. Calcular sus

dimensiones. (Sol: d=h=6 m)

79. a) Factorizar P(x)=2x"+3x*-20x?-27x+18 [Sol: (2x-1)(x+3)(x-3)(x+2)]

b) Operary simplificar el resultado: 2 . X*+2 X+2 Sol - X—Z)
X-2 x*+4 x-2 x+2

c) Desarrollar y simplificar: (x* - 2)4 (Sol: x®-8x°+24x"-32x°+16)

80. Transformar en potencias de exponente fraccionario la siguiente expresién, operar y simplificar (en este

cuaderno):

V3¥343=
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ZDespejar x y simplificar:

i

2
X2 J{\/E] =1 (Sol:xztﬁ)
5 5
emostrar gue son ciertas las siguientes igualdades:
a) 242-43=2(3-1) b) 2y2+43 =42(3+1) c) Ja+Jb=va+b+2Jab

EE N

alcular la velocidad y el tiempo que ha invertido un ciclista en recorrer una etapa de 120 km sabiendo
que, si hubiera ido 10 km/h mas deprisa, habria tardado una hora menos. (Sol: v=30 km/h; t=4 h)

s

Resolver:
a) ‘ X2 —SX‘ =4 (Sol: x1=-1, x2=4)
b) |[2x-3|=|x+4| (Sol: x1=-1/3; x2=7)

85. En un terreno rectangular de lados 64 m y 80 m se quieren plantar 357 arboles formando una cuadricula
regular. ¢Cudl serd el lado de esa cuadricula? (Ayuda: En el lado menor, por ejemplo, hay 64/x
cuadriculas, y un arbol méas que el nimero de cuadriculas) (Sol: x=4 m)

X

X'—F—'

86. Operar, racionalizando previamente:

1 1 1 52
a) T R A (SoI.T)
1 1 :
b _ 4325+.5-5
- (s01: 552255

87. Al aumentar en 1 cm la arista de un cubo su volumen aumenta en 271 cm?®. ¢Cuanto mide la arista?
(Ayuda: plantear una ecuacion de 3 grado) (Sol: 9 cm)

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 18




A;y;; Matematicas | REPASO de ARITMETICA y ALGEBRA
ALFONSO GONZALEZ
-, I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

88. Dos tinajas tienen la misma cantidad de vino. Si se pasan 37 litros de una a otra, ésta contiene ahora el
triple que la primera ¢ Cuantos litros de vino habia en cada tinaja al principio?  (Sol: 74 1)

89. Resolver:
X -2x+4 [Sol: x&(-00,-2]U(4,0)]
x-4
by X*3 .1 [Sol: x&(3,00)]
X—3
o) (XY 2¢a7xs2  (x+2)(x-2) [Sol: x&(-00,-2]U[3,00)]
3 6 2
1
d 1.1 . x+3 5 [Sol: x (- 00,-1]U(3, 00)]
x? -9 4
e) 1 . _X [Sol: x&(-00,-2)U[L, 09)]

*Jn padre, preocupado por motivar a su hijo en Mateméticas, se compromete a darle 1 € por problema
bien hecho, mientras que, si esta mal, el hijo le devolvera 0,5 €. Después de realizar 60 problemas, el hijo
gan6 30 €. ¢ Cuantos problemas resolvi6 correctamente? (Ayuda: Plantear un SS.EE. de 1% grado)
(Sol: 40 problemas)

91. Tres hermanos se reparten un premio de 350 €. Si el mayor recibe la mitad de lo que recibe el mediano; y
el mediano la mitad de lo que recibe el pequefio, ¢ cuanto dinero tendra cada hermano al final?
(Sol: 50 € el mayor, 100 € el mediano y 200 € el pequefio)

92. Resolver:

4A - 4B —4C =20
a) 6B-2A-2C=20 (Sol: A=32,5, B=17,5, C=10)
7C- A -B =20

b) (2+2t) +(-t-2)" = (1+2t)" +(-t-3)° (Sol: t=1)
C) Vx¥+x+1=x+1 (Sol: x=0)
d) Vx®+x+1=-x-1 So/.’ﬂso/uc.)

(X+1)3 =(x =1 (x+1) (Sol: x1=0; xo=-1)

2 2 3
f) a(a+l) + (a+1) - (a+1) =36 (Ayuda: hacer el cambio a+1=t) (Sol: a=5)
2 2 3

n ganadero decide repartir una manada de 456 caballos entre sus hijos e hijas. Antes del reparto se
enfada con los dos Unicos varones, que se quedan sin caballos. Asi, cada hija recibe 19 cabezas mas.
¢,Cuéntas hijas tiene el ganadero? (Sol. 6 hijas)
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94. Una cuadrilla de vendimiadores tiene que vendimiar dos fincas, una de las cuales tiene doble superficie
gue la otra. Durante medio dia trabajo todo el personal de la cuadrilla en la finca grande; después de la
comida, una mitad de la gente quedé en la finca grande y la otra mitad trabaj6 en la pequefia. Durante esa
tarde fueron terminadas las dos fincas, a excepcion de un reducido sector de la finca pequefia, cuya
vendimia ocupd el dia siguiente completo a un solo vendimiador. ¢ Con cuantos vendimiadores contaba la
cuadrilla? (Ayuda: Llamar x al n°® de vendimiadores y s a la superficie que vendimia una persona en media
jornada, y plantear una ecuacién, jno un sistema!) (Sol. 8 vendimiadores)

%. Comprobar que x*+4x>+8x”+7x+4 no tiene raices € Z. Factorizarlo sabiendo que es divisible por
xZ+x+1.

b) idem con 6x*+7x°%+6x%-1 sabiendo que -1/2 y 1/3 son raices suyas.

96. Tres amigos echan una partida de cartas en la que convienen que el que pierda una partida pagara a los
otros dos contrincantes la cantidad que tenga cada uno de ellos en ese momento. Después de tres
manos, en las que cada uno pierde una partida, los tres acaban con la misma cantidad, 20 € ¢Con
cuantos € empezé cada uno? (Sol. 32,50 €, 17,50 €y 10 €)

e 2 3 ; 4 3
Za) Demostrar que la expresion £ [(x+2)° —4Jx+2 €s equivalente a 2xx+2 ——./(x+2
LI 2 Jxe2) —afiz Wiz -2 )

2 2\? 2
b) Simplificar: (° “;2) ;z(zpq) (Sol: p*+q?)
+
1
2 — —
(n*-n) n’ (sol: -1)
L1
n
R
4 2

RECORDAR: ¢Cuéando desaparecen los denominadores?

Cuando tenemos una igualdad y dos miembros, y multiplicamos ambos por una misma
cantidad:

1 1 X x(x-2)
= =3 C—— > x-2-x=3x(x-2)

X X-=-2

¢,Cuando NO desaparecen los denominadores?

Cuando tenemos una operacién, numérica o algebraica (es decir, no tenemos dos miembros):

:\/2—+\/2§:2\/2—+\/5_3\/2—

2 2

1 1 X+1-X 1

X x+1 x(x+1) ] X(x+1)
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I) NUMEROS COMBINATORIOS

«El factorial de un nimero n €N se designa como n! —se lee*

enteros desde 1 hasta n». Por ejemplo:

n factorial” —, y es el producto de todos los

41=4.3.2.1=24
6!=6-5-4.3.2.1=720
71=7.61=5040

Por definicién ?, 0!=1. He aqui una tabla de los primeros factoriales:

or=1
11=1
21=2.1=2
3!1=3-2-1=6

41=4.3.2.1=24
51=5.4.3-2-1=120
6!=6-5-4-3.2-1=720
71=7-6-5-4-3-2-1=5040
81=8.7-6-5-4-3-2-1=40320

El alumno puede comprobarlos con la calculadora. Vemos que los nimeros de la serie factorial se van
haciendo muy grandes. De hecho, las calculadoras convencionales dan error cuando se les pide, p. €j. 70!.

Definicion de nimero combinatorio:

indice ——|(m m!
orden ——» ( j: ni ( donde m,neN, m>n (1)

n (m-n)!

Observaciones:

19) Se trata de una definicion. Este nuevo objeto matematico se define asi porque, como veremos en el
proximo apartado, tiene gran utilidad. De hecho, los nimeros combinatorios también se llaman
coeficientes binomiales.

m . .
29) [ j se lee “m sobre n". El resultado es siempre un nimero natural. Ver tabla anexa.
n

3°) jCuidado! Puede comprobarse que (m-n)! noes m!-n!

! La notacién actual n! fue usada por primera vez por el francés Christian Kramp en 1803.
2 He aqui una justificacion:

|
51-5.41 = a1 _ 120 _ 5,
5 5
|
a—a3 sz _24 g
4 4
|
-3 6,
3 3
|
I
2 2
|
o=2_-1_1  (cop)
1
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Ejemplo 1:

a) (6]— 6 6! —[g\"s'ﬂzs-s:ls

2) 21(6-2) 2141 \F4

Notese como se ha operado: no hemos sustituido 6! por su valor, sino que hemos parado la serie factorial
en el factorial del denominador, es decir, 4!. De esa forma, el calculo es mucho mas sencillo. Esto es
particularmente relevante para niumeros elevados:

b) [9)_ 99 98765 9876 987 9427
4) 451 4328 437 4 A

9.2.7=

Propiedades de los nimeros combinatorios:

19) [gj = (nj =1 (Esta propiedad se debe al francés Pascal); [nj =n
n

20) [mj:( m ] (Propiedad de Stiffel
n m-n

30) [m _1}(”‘ _1] - (':] (Identidad de Pascal)

n-1 n

NOTA: Estas propiedades se probaran en los ejercicios.

Ejercicios final anexo: 1a 4

I)EORMULA DEL BINOMIO DE NEWTON

(a+b)" :(gj a" + [rllj a"'b + [2} a"tbh? +.. .+ (nrl Jabnl + [EJ b" )

Observaciones:

1°) Esta férmula puede ser demostrada, por induccion.

- n n n n - . . .
2% Los coeficientes, (Oj (J (Zj ( j se llaman coeficientes binomiales. Ya hemos visto en el
n

apartado anterior como se calculan. Su valor también puede obtenerse, como vimos el curso pasado,
mediante el triangulo de Pascal:

1
(3j 1 1 .
e—q_? p@
[3]/?71 3 3 + coefs. de (a+b)?®
0
1

3
4 6 4 1 3

1 5 10 10 5 1

etc...
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4 x* + 4 X33+ 4 x232% 4 4 x3% 4+ 4 3*
0 1 2 3 4

4

x* + 4x*3+ 6x29 + 4 x 27+ 81

Ejemplo 2:

(x+3)4

= Ix* +12x® + 54 x> + 108 x + 81

Observacion:

1°) La igualdad que hemos obtenido es véalida Yx<R. Por tanto, podemos comprobarla para cualquier valor
de X, y lo légico es elegir un valor que conduzca a calculos sencillos. Por ejemplo, elijamos x=-1y
comprobemos que al sustituir dicho valor en ambos miembros se verifica la igualdad:

x=-1= 2% =(-1)" +12(-1)° +54(-1)" +108(~1) + 81
16 =1-12+54-108 +81
16 =16

Compruébese, si se desea, para otros valores de Xx...

Ejercicios final anexo: 4y ss.
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EJERCICIOS BINOMIO DE NEWTON

Calcular:

G o) o) o) ol o) of) oG G b L)
3 5 3 4 5 2 4 14 20 7 10
) B el o)

3 1 3 6 8

(Sol: a) 20; b) 6; c) 10; d) 15; e) 21; f) 4950; g) 70; h) 3060; i) 53130; j) Z k) 3003; I) 84; m) 5; n) 120; 0) 1; p) 495)

Demostrar:  a) G‘J:[:jzl b) [D:n

A la vista del ejercicio anterior, y sin efectuar ningin calculo, decir el valor de los siguientes coeficientes

snomicos B G (D@0

10 10 11 11 7 7 . .,
Calcular: b ; Qué conclusién podemos sacar?
o7) v (5) o (E)r (6] ole) v (7] < :

Desarrollar: a) (x +2)" b)(x*+3)° c)(2x®+5)° d)(2x* +5x)° e)(2x*+3y)®
Desarrollar: a) (x-3)°  b) (2x-4)° c) (x* =3x)* d) (Bx-2y)°

Desarrollar: a)(v2+1)°  b) 2++3)° ¢) W2++3)° d)(/5-2)* ) (2V/3-1)° f) (3/2-2)
9)(2V3-+2)"  h)(2V3-3V2)° i) (3V2-2V3)° j) (25 +3v2)° k) (25 -3V2)°

1) (3 — 2%)° m)[\/hij n) (V2 ++/8)* o)[ﬁ+ij p)[z-ij

V3 V2 2
omdf 3] ole-d] o(=3)

Desarrollar:
1y 2y Y 1y A) (LY ERY _
a)(x+xj b)(x Xj C)(2x+3j d)[x+&J e)(xy ij f)[& xj g)[& &j h)[x

Resolver la ecuacion 3/x + 6 = x (Sol: x=8)

Calcular 11° por medio del binomio de Newton y comprobar el resultado.

(A+B)® = A® +3A%B +3AB? +B®

Puede ser Gtil para el futuro memorizar que:
P q (A-B)® = A®-3A%B+3AB*-B?

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin &nimo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 24



TRIGONOMETRIA

RESOLUCION de TRIANGULOS

gl
gl

1A

60°

“«—30m—

MATEMATICAS | 1° Bachillerato CCNN
. Alfonso Gonzalez
IES Fernando de Mena
e Dpto. de Matematicas






;r', Matematicas | TRIGONOMETRIA

ALFONSO GONZALEZ
LE 5, “Fornando de Mona” I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

‘SecelBuman (Castad Rusl)

) REPASO de TRIGONOMETRIA ELEMENTAL

I.1) Grados y radianes:

Sistema sexagesimal: Es el sistema que se hemos utilizado hasta ahora. En él, por definicién, una
vuelta completa son 360°. Por tanto:

/] } | etc. etc. etc.
360° 180° 900

ANGULO LLANO ANGULO RECTO

Este sistema ya lo utilizaban los babilonios hacia el 3 000 a.C. ¢Por qué eligieron 360°? Por
practicidad, dado que es divisible por una gran cantidad de numeros: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20,
24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120 y 180.

Nétese que las unidades de este sistema, los grados sexagesimales, se indican con el simbolo °, y
que éste no debe omitirse nunca.

Radianes: Es el sistema que mas se utiliza en Fisica (movimiento circular, etc.), pero también se emplea
en Matematicas, ya que, por ejemplo, como veremos en el tema 6, los radianes se emplean
en las funciones trigonométricas. Por definicidn, una vuelta completa son 27 rad. Por tanto:

/4 A etc. etc. etc.
A |
27 rad =« rad /2 rad
ANGULO LLANO ANGULO RECTO

Este sistema se empezd a utilizar en Fisica en época relativamente reciente (siglo XVIII). ¢Por qué
elegir 2« rad? De nuevo por comodidad. En efecto, supongamos una circunferencia de radio 1. Como la
longitud o perimetro de la circunferencia viene dada por L=2xR, en este caso la longitud seria 2w, que es
precisamente el valor del angulo en radianes. Si fuera media circunferencia, la longitud del arco
correspondiente seria w rad, que de nuevo es el valor del angulo en radianes. Y asi sucesivamente:

L=7/2

C

«—R=1—p

!'la palabra Trigonometria (del griego trigonon, triangulo, y metron, medida) la introdujo el matematico y astrénomo
germano Bartolomaus Pitiscus (1561-1613) en 1595. También construyé tablas trigonométricas detalladas.
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Es decir, «En una circunferencia de radio unidad, la medida de un angulo en radianes coincide
con la longitud del arco correspondiente». Una vez nos acostumbremos a ellos, los radianes resultan
una forma muy Gtil y cdbmoda de medir angulos.

Resumen:

REGLA DE TRES : "o

— T[ —
180°

A 4

J N

SUSTITUIR Tt rad = 180°

Ejercicios final tema: 1

I.2) Definicion de las razones trigonométricas:

Considerar la figura adjunta, formada por dos triangulos
rectangulos en posicién de Tales. Se define el «seno de un
angulo como el cociente o razon entre el cateto opuesto y la

hipotenusa»:
Th. de Tales\
cateto opuesto AB A'B'

sen o = = = =.. (@
hipotenusa OB OB’

Notese que sen o se puede expresar de infinitas formas
equivalentes, debido al teorema de Tales.

Analogamente, se define el «coseno de un angulo como el cociente entre el cateto contiguo y la

hipotenusax: Th. de Tales\

cateto adyacente OA OA'
Ccos o, = = = =.. (2)
hipotenusa OB OB’

Finalmente, se define la «tangente de un angulo como el cociente entre el cateto opuesto y el cateto

contiguox: Th. de Tales\

cateto opuesto AB A'B' sena
tg o= = =..= (€))
cateto adyacente OA OA' cosa

Notese que de (1) y (2) se infiere facilmente que la tangente es también el cociente entre seno y coseno. Esta
es precisamente la primera identidad trigopnométrica de una larga lista que veremos a lo largo del tema, y cuyo
resumen podemos ver al final del libro. Estas tres razones asi definidas, llamadas razones trigonométricas
directas, se utilizan, como veremos en breve, para resolver triangulos.
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Observaciones: 1) «Las razones trigonométricas dependen del &ngulo pero no del tridngulo».

Ello es debido, como ya se ha dicho, al teorema de Tales. Y esta es precisamente la gran
aplicacion de la Trigonometria al calculo de distancias o longitudes inaccesibles o muy
lejanas. Por ejemplo, en Astronomia permite, mediante triangulacién, obtener distancias
entre astros.

2) Las razones trigonométricas carecen de unidades, no asi los angulos.

Ello es obvio, ya que una razén es un cociente de medidas de la misma unidad.

3) Cada razon directa tiene su correspondiente razdn trigonométrica inversa:

COSECANTE: coseco = 4)
seno
SECANTE: seca = %)
cosa
1 cosa
COTANGENTE: ctgo =——= (6)
tga sena

Estas tres razones inversas no se suelen utilizar para resolver tridngulos, sino en los
calculos algebraicos con formulas trigonométricas, como veremos profusamente a lo
largo del tema, y en el proximo curso.

I.3) Uso de la calculadora en Trigonometria. Razones reciprocas:

Vamos a explicarlo para una Casio fx-82 MS, uno de los modelos mas
extendidos entre los estudiantes®. Para cualquier otro modelo se suele
proceder de forma bastante analoga.

fx-820dS

EL]

w
' o o= B -
il hearbatddl g

e En primer lugar, tenemos que cerciorarnos de si la calculadora esta

o
n po o )
39 ‘8593 ;Enu ' trabajando en grados sexagesimales (en la parte superior de la pantalla
aparecera DEG, i.e. degrees) o0 en radianes (aparecera RAD). Para ello hay que
.6 pulsar la tecla varias veces y elegir 1=DEG 0 2=RAD.

Ejemplo 1: ¢sen 23°? = 23 E| = 0,3907311285...

Para introducir el angulo en grados, minutos y segundos hay que
utilizar la tecla :

Ejemplo 2: ¢tg 103° 12' 25"? = |tan| 103
) [Bel) (AE) "
' 25" [E] = -4,261198564...

Para obtener cualquiera de las tres razones inversas hay que invertir
la razon correspondiente directa:

2 puede descargarse el manual en https://www.dropbox.com/s/nr5glmhcupv7t8s/manual_casio fx 82_ms.pdf
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Ejemplo 3: ¢sec 352302 = 1[:][cos]35[°" "] 30[°""] [5] = 1,228326911...

Por otra parte esta el problema inverso, es decir, si por ejemplo sabemos que sena=0,85, de qué
angulo « procede? Es decir, ¢cudl es el angulo « tal que sena=0,85? Esto nos lleva a definir las razones
trigonométricas reciprocas. Cada una de las seis razones anteriormente definidas (las tres directas y las
tres inversas) tienen su correspondiente razén reciproca. En realidad sélo vamos a manejar las razones
reciprocas de seno, coseno y tangente:

Definicion: Sisena=x, se dice que « es el arcoseno de x, es decir, el &ngulo cuyo seno es x, y se indica de
la siguiente forma:

Sena=X = a=arcsenx

-

Definicidon: Si cosa=X, se dice que « es el arcocoseno de x, es decir, el angulo cuyo coseno es X, y se
indica de la siguiente forma:

arc = angulo cuyo

COS =X => a=arccosx

-

Definicion: Sitga=Xx, se dice que o es la arcotangente de x, es decir, el &ngulo cuya tangente es X, y se
indica de la siguiente forma:

arc = angulo cuyo

tga=x = a=arctgx

o

Hay que tener siempre en cuenta que un arcsen, arccos 0 arctg es un angulo, y por tanto hay que
indicar siempre sus unidades.

arc = angulo cuyo

Ejemplo 4: sena=0,85 = ¢a?

sena=0,85 = a=arcsen0,85 ¢ COmo se obtiene una razon reciproca con la calculadora? Hay que

usar la tecla :
[saiFT][sin] 0,85 [5] = 58,21166938...2

Vemos que la calculadora da el angulo en grados y décimas de grado, por lo que hay que pasarlo a
grados, minutos y segundos con la tecla :

58,21166938...° = 58°12' 42"
Por lo tanto, a=arcsen0,85~|58° 12' 42"

(NOTA: Puede comprobarse que, efectivamente, sen58° 12' 42"=0,85)

Ejercicios final tema: 2

I.4) Razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°: d
Razones de 45°:

Considerar un cuadrado que, para simplificar los calculos, tendra lado 1 (ver
figura). Si trazamos una diagonal obtenemos el triangulo rectangulo

45°

1
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sombreado de la figura, en el que vamos a obtener las razones de 45°. Para ello, previamente vamos a
hallar por medio del teorema de Pitagoras la diagonal d:

d=1+1=2=d=2

cateto opuesto 1 2
sen 45°= = = \F
hipotenusa \/5 2
cateto contiguo 1 2
cos 45°= = = \/_
hipotenusa \/5 2
sendse 2 [2
tg 45°= = \/7 =1
cos45° 2 [2

()

(8)

9)

NOTA: Si hubiéramos tomado otro lado del cuadrado distinto de 1 habriamos obtenido los mismos

resultados, obviamente.

Razones de 30° vy 60°:

Considerar un triangulo equilatero, de nuevo de lado 1 para simplificar los

célculos. Trazamos la altura h correspondiente a la base,

con lo cual

obtenemos el triangulo rectdngulo sombreado de la figura, en el que
30 aparece un angulo de 30° y otro de 60°. Para obtener sus razones
previamente vamos a hallar por medio del teorema de Pitagoras la altura
1
h h:
2
1 1 3 3
o 5% =h'+| = | =h"+—- = h'=1-—=" = h=""
+«— 12—>» 2 4 4 4 2
cateto opuesto  1/2 1 cateto contiguo  1/2 1
sen 30°= = =— cos 60°= = =— My (8
hipotenusa 1 2 hipotenusa 1 2
cateto contiguo  h 3 cateto opuesto  h 3
cos 30°= =—=— sen 60°= =—=— 9) y (10)
hipotenusa 1 2 hipotenusa 1 2
sen30°  1/2 1 3 sen60° 3/2
tg 30°= - = = B tg 60°= = V3 =3 1)y @12
cos30° 3/2 3 3 cos60°  1/2

Todo esto se puede resumir en la siguiente tabla:

29
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30° 45° 60°
sen 1 £ ﬂ
2 2 2
cos V3 V2 1
2 2 2
o | 2| 1|

Observamos que sen30°=cos60° y que cos30°=sen60°. Ello es debido a que
ambos angulos, 30° y 60°, son complementarios® (es decir, suman 90°). Este
resultado vamos a utilizarlo muy a menudo a lo largo del tema:

Los dos angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementarios (i.e.
suman 90°). «Si dos angulos son complementarios, entonces el seno de uno
es el coseno del otro, y viceversa»:

seno = cos(90°-a.)
(13)
cosa = sen(90°—a)
I.5) Relaciones entre las razones trigonomeétricas (ldentidades trigonométricas):
C
Férmula fundamental de |la Trigonometria: sen’a +cos’o =1 (14)
Demostracidn: Considerar el triangulo rectangulo de la figura:
a
b 2 2 b ’ c ’ b° ¢’ b +c’ a
sen B+cos B=| — | +| —| =—+—=—7>—=—=1 (CQD)
a a a a a a
Th. de Pitagoras
[e]
B c A De la relacion fundamental de la Trigonometria se derivan otras dos férmulas
muy parecidas entre si:
2 1 2 2 1 2
1+tga=—Ff—]=sec o l+ctg o= -—|=cosec a (15) y (16)
cos « sen o

Demostraciéon: Vamos a demostrar (15) (la otra formula se demuestra analogamente). Para ello, partimos de
la relacion fundamental, y dividimos ambos miembros por cos’a:

2 2
sen o COoS a 1 2 1

—+ s = 5 = tgoa+l=—-— (C.QD)
COS o0 COS o COS a Cos o

® Notese gue ello también ocurre con 45° y su complementario, 45° (él mismo).
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NOTA: En la préactica apenas utilizaremos (16).

¢,Cudl es la utilidad de estas identidades trigonométricas, que relacionan las distintas razones? Permiten,
dada una razén trigonométrica, hallar las restantes.

I.6) Resolucion de tridngulos rectangulos:

I Considerar el triangulo rectangulo de la figura4. Todo triangulo tiene 6 elementos:
3 angulos y 3 lados. Siempre nos van a dar 3 de esos elementos (en el caso de
un triangulo rectangulo hay un dato implicito, ,& —9Q°), Y resolver un triangulo
consiste en obtener los restantes 3 elementos, mediante las siguientes
herramientas matematicas:

a A N . z
b 19 B+C =90°, es decir, dado uno de los dos &ngulos agudos, el otro es su
complementario.
29) a’=b?+c?, es decir, el teorema de Pitagoras, que nos permite, conociendo
dos lados, hallar el tercero. De todas formas, por cuestiones didacticas
B FA vamos a procurar no utilizarlo en la medida de lo posible, ya que es mas
c

rapido y practico lo siguiente:

3°) Las relaciones trigonométricas anteriormente definidas. En la practica utilizaremos sélo las tres directas:

b c b c
senB =—=cosC cosB=—-=senC tgB=— tgC=—
a a c b

Ejercicios final tema: 3y 4

Resefia historica: Los griegos de la época alejandrina (a partir del siglo IV a.C.) desarrollaron la Trigonometria esférica -la cual
incluye ideas basicas de la Trigonometria plana- debido, sobre todo, a la idea de cuantificar la astronomia: predecir las posiciones
de los cuerpos celestes, medir el tiempo, el calendario, la navegacion y la geografia.

El primer gran astronomo alejandrino fue Aristarco (ca. 310-230 a.C.), que utilizé la geometria para medir distancias y
tamarios relativos entre cuerpos celestes. Hiparco de Nicea (ca. 190-120 a.C.) fue el primero en construir tablas trigonométricas,
aplicandolas al estudio de la boveda celeste. Se le considera el fundador de la Trigonometria.

Ptolomeo de Alejandria (ca. 100-170), responsable del modelo de sistema solar geocéntrico que estaria vigente durante
muchos siglos, escribe hacia el afio 150 el Almagesto, el libro mas importante de Trigonometria de la antigliedad. Continuador de
la obra de Hiparco y Menelao, en él se mezclan Trigonometria y Astronomia. Recoge, entre otras, las formulas del seno de la
suma y de la resta de dos angulos, asi como la del seno del angulo mitad. Ello le permite construir unas completas tablas
trigonométricas. Este libro pone la Trigonometria en su forma definitiva, que perdurara alrededor de mil afios.

Durante toda la Edad Media no se produce ningln avance sustancial en este campo. Como curiosidad, Roberto de
Chester (s. XIl) es el responsable de la actual palabra “seno”, al traducir incorrectamente del arabe un cierto término, que él
entendié como “sinus” (bahia o ensenada, en latin).

Hasta 1450 la Trigonometria sobre todo era esférica, pero a partir de esa fecha empezé a tener importancia la
Trigonometria plana, de la mano de los alemanes. Johann Miiller (1436-1476), mas conocido como “Regiomontano”, expone los
conceptos fundamentales sobre magnitudes y razones, resuelve problemas de tridngulos y aborda la Trigonometria esférica.
Construyé tablas de senos y tangentes bastante exhaustivas. Tradujo directamente del griego.

El aleman Georg Joachim Rheticus (1514-1576), alumno de Copérnico, combiné los avances anteriores para construir
detalladas tablas de funciones trigonométricas. A él se debe la nocién actual de seno, y la utilizacién de las seis funciones
trigonométricas. Posteriormente, figuras como el aleman Johannes Werner (1560-1622), el francés Francois Vieta (1540-1603) et
al. reuniran y sistematizaran los conocimientos anteriores.

El criterio que se suele seguir es llamar A al angulo recto, B y C a los dos angulos agudos, y los lados con la letra
minudscula del angulo opuesto, es decir, a es la hipotenusa), y b y ¢ los catetos.
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1) AMPLIACION de las RAZONES TRIGONOMETRICAS a CUALQUIER CUADRANTE

I.1) Angulos positivos, negativos y >360°:

Puesto que hasta ahora nos cefilamos a un triangulo, es obvio que cualquier angulo no podia sobrepasar
180°. Sin embargo, como veremos a continuacion, existen angulos mayores, e incluso negativos. Para
ello recurriremos a los ejes cartesianos, que nos dividen el plano en cuatro cuadrantes. Por definicion:

1°) «Los angulos comienzan siempre en la parte positiva del eje x».

2°) Por convenio: «un angulo se considera positivo si va en sentido contrario a las agujas del reloj».

«un angulo se considera negativo si va en el sentido de las agujas del reloj».

nya

Ejemplo 5: angulos positivos en los cuatro cuadrantes:

R

\1‘
J _Q

Ejemplo 6: Como una vuelta completa son 360°, es obvio cémo podemos definir los angulos >360°;

NZAN

8300=2.3600+110° 900°=2-360°+180° 1400°=3 - 360°+ 320°

K '\\ 90°

-

Nétese que el sentido del &ngulo (i.e. el signo) lo indica la flecha.

an

430°=360°+70°

Ejemplo 7: angulos negativos:

Vin\

P -as50
Y

3150 210°
N (N [
. —% C

N\

an

\. ~
1500 \ -630°

3150= 450 210°=-150° 70°=-290° 90°=-360° -270°
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Ejercicios final tema: 5

[1.2) Definicion de seno y coseno en la circunferencia goniométrica:

Vamos a ampliar la definicion de seno y coseno a los cuatro cuadrantes. Para ello utilizaremos la llamada
circunferencia goniométrica, que es una circunferencia de radio 1. Esto dltimo es para facilitar los
célculos. Veremos que hay senos y cosenos negativos:

En el triangulo sombreado el cos « seria el
cociente entre cateto adyacente e hipotenusa,
pero como esta es 1, el cos a resulta ser el
segmento horizontal resaltado, es decir, la
abscisa. Por tanto, cos o>0.

1% cuadrante:

Por lo que respecta al sen o, por la misma razén
resulta ser el segmento vertical resaltado, es
decir, la ordenada. Por tanto, sen o>0.

2% cuadrante: Ahora el cos o de nuevo es la abscisa, i.e. el
+ < - - : .
I ] ] segmento horizontal resaltado que es negativo.
= 1 \1
! y=sen o Por tanto, cos a<0.
1
! a sen o es siempre la ordenada, i.e. el segmento
—— vertical resaltado, que es positivo. Por tanto,
X=C0S o sen o>0.
3% cuadrante: cos o es siempre la abscisa, i.e. el segmento
horizontal resaltado = cos a<0.
_ sen o es siempre la ordenada, i.e. el segmento
X=Cos ol )
—AN vertical resaltado = sen a<0.

42 cuadrante: cos o = abscisa => cos o.>0.

sen a = ordenada = sen a<0.
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Nétese que, obviamente, sen o y coseno « estan acotados: -1<senax<1
-1<cosa<1
Ejercicios final tema: 6
[1.3) Graficas de las funciones seno y coseno:
Es interesante realizar el ejercicio 7 del final del tema, que consiste en, mediante tabla de valores

apropiada, dibujar las gréaficas de f(x)=senx, f(x)=cosx y f(x)=tgx. Para ello hay que tener en cuenta
que, habitualmente, se considera x en radianes. Dichas gréaficas pueden verse en el anexo final del libro.

Ejercicios final tema: 8 a 18

lI) RELACIONES ENTRE las RAZONES de CIERTOS ANGULOS

l11.1) Angulos opuestos (ay -o):

Consideremos un angulo « en la circunferencia goniométrica,
que por simplicidad tomaremos en el 1% cuadrante (ver
figura). Su opuesto, -a, recordemos que, por ser negativo,

Sen o sera en el sentido de las agujas del reloj (en el dibujo, el
angulo situado en el 4° cuadrante).
Vemos que cosa y cos(-a) comparten el mismo segmento
sen (~a)

horizontal. Por lo tanto, cos (-a) = cosa.

oS a=cos (-a) Por otra parte, vemos que sena Yy sen(-a) son opuestos, es
decir, sen(-a) = - sena. Enresumen:

sen (-o) —sena
cos (—a) coSs a

sen (—a) =-sen a }
= =-tga a7

cos (—a) =cos a

tg (-a) =

Es decir, «Los &ngulos opuestos tienen sus senos opuestos y sus cosenos iguales»

[11.2) Angulos suplementarios (ay 180°-ov):

Supongamos o en el 1% cuadrante (ver figura). Su
suplementario5, 180°-q, se obtendra en el 2° cuadrante
prolongando la linea horizontal discontinua. Por tanto, vemos
gue « y 180°-« tienen sus senos iguales y sus cosenos
opuestos:

sen (180°—a) =sen a }
=

tg (180°-a) = -t
cos (180°-a) = —cos a 9 ( ) 9o (18)

Es decir, «Los angulos suplementarios tienen sus senos iguales y sus cosenos opuestos»

® Recordar que dos angulos eran suplementarios cuando sumaban 180°. Por ejemplo, 120° y 60°, 0 90° y él mismo...
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111.3) Angulos que difieren 180° (ovy 180°+ ov):

Supongamos de nuevo a en el 1% cuadrante, y le sumamos 180°.
El 4ngulo 180°+« se obtendra prolongando el segmento continuo
que define a «, con lo cual estara en el 3% cuadrante (ver figura).
Por tanto, vemos que o y 180°+ « tienen sus senos y cosenos
opuestos:

sen (180°+,&)

sen (180°+a) =—sen a
—>|tg (180°+a) =tg o (29)

cos (180°+a) =—cos a

l11.4) Angulos que difieren un n° entero de vueltas (ay a+k-360°):

En este caso no es necesario hacer un dibujo. Consideremos un « cualquiera, y le sumamos un niamero
entero de vueltas, es decir, a+k-360° donde keZ. Es obvio que volverd al mismo punto de la
circunferencia goniométrica, es decir, ambos angulos son esencialmente el mismo. Por lo tanto ambos
angulos tendran el mismo seno y coseno:

k-360°) =
sen (a+ )=sen a } =|tg (o +k-360°) =tg a (20)

cos (a+k-360°) =cos a

111.5) Angulos complementarios (ay 90°- ov):

En este caso tampoco es necesario el dibujo. Ya vimos en (13) (apdo. 1.4) que si dos angulos son
complementarios (i.e. suman 90°), entonces el seno de uno es el coseno del otro, y viceversa:

sen (90°—a) =cos a
cos (90°-a) =sen o

} = |tg (90°-a) - s a =ctg a (22)
 _ sena

111.6) Angulos que difieren 90° (ay 90°+ ov):

Supongamos un « en el 1% cuadrante, y le sumamos 90°.
Ello significa que el triangulo sombreado del 1% cuadrante
(ver figura) pasara a ser el triangulo sombreado semejante
del 2° cuadrante. Por tanto, sen(90°+ ) pasara a ser igual
a cosa. Y cos(90°+q) pasara a ser igual a sena, pero
negativo:

tg (90°+a) =—ctg a (22)

sen (90°+a) = cos a —
cos (90°+a) = —sen a

Aplicacién: Reduccion al 1% cuadrante:
Supongamos que nos dan una razén (seno, tangente, etc.) de un angulo cualquiera, el cual no tiene por qué
estar en el 1% cuadrante; incluso puede ser un angulo negativo, y/o de valor elevado. Se trata de obtener una
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razon de un angulo del 1% cuadrante que sea equivalente a la dada. Para ello, si el angulo es muy elevado,
es decir, supera 360° hay que restarle las vueltas necesarias, hasta que sea <360° A continuacion, y
dependiendo de en qué cuadrante esté, hay que tener en cuenta el siguiente esquema:

Aplicar
180°= (23)

Sustituir

Aplicar
180°+a

Ejemplo 8: Reducir cos1230° al 1% cuadrante, y comprobar con la calculadora.

Solucion: En primer lugar, tenemos que reducir vueltas a 1230°, para lo cual lo mas practico es dividir:

D=d-C+R
1230° | 360°
s —>  1230°=150°+3-360°~ 150°
_\./_

Es decir, 1230° es equivalente a 150°. Como éste esta en el 2° cuadrante, segun el esquema (23)
tenemos que aplicar las formulas de 180°- «:

€0s 1230°= cos 150°= cos (180°-30°) = —cos 30°= —g
150° € 2° cuad. cos (180°- o) =-cosa
= aplicar 180°- «
NOTA: Compruébese mediante calculadora la validez del resultado.
Ejercicios final tema (reduccion al 1% cuadrante): 19 a 23
I11.7) Razones trigonométricas de la sumay diferencia (ax(3):
sen (o +B) =sen a cosP+cosa sen tgo +t
(o +P) B Bl — tg (o +B) = 9% ap (24)
cos (o +B)=cos o cosp—sena senf 1-tga tgp

Observaciones: 1) Las dos primeras formulas pueden ser demostradas, pero ello excede las
pretensiones del curso. No obstante, hay infinidad de demostraciones en Internet®.
La de tg(«+3) es facil de demostrar:

Estas formulas fueron utilizadas, entre otros, por el suizo Jean Bernouilli (1667-1748) y el francés Thomas Fantet de
Lagny (1660-1734) en tiempos modernos, si bien parece ser que Ptolomeo de Alejandria (ca. 100-170) ya las
empleaba.
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senoc_ces-ﬁ’+.cgs—a'sen[3
tg(0+B) = sen(o+B) sena cosp+coso senp  coso.cesp Ceswrcosp  tgo +tgp (COD)
cos(a+B) cosa cosp-sena senp "~ sena senp  1-tgatgp o

£osTLosh~ cosa cosp
dividimos ambos
términos de la fracciéon
por cos o cosf3

2) También existen las analogas para la resta:

tg (a_B)_tgot——th

sen (a.—p) =sen o cosp-cosa senf } = ~ 1+tga tgp .

cos (o —B)=cos a cosPB+sena senf

Su demostracion es bastante sencilla, partiendo de las férmulas precedentes. Por
ejemplo, para sen(a-3):

sen(o—B)= sen[a + (—B)] = sena cos(—B)+cosa sen(—B) =seno cosp-cosa senp  (CQD.)

cos(-B3)=cosf
sen(-B)=-sen3

Las otras dos se demuestran andlogamente. Pruébese.

Ejercicios final tema: 24 a 34

[11.8) Razones trigonométricas del angulo doble (2a):

sen2o = 2 sena cosa
= =5 (26)

cos2a =cos’a—sen?a

Estas formulas se demuestran trivialmente a partir de (24), sustituyendo 3=«. Se deja como ejercicio
hacer la demostracion de las tres identidades.

Ejercicios final tema: 35 a 42

111.9) Razones trigonométricas del angulo mitad (o/2):

a f 1-cosa
sen ? + 2 a 1-cosa
=>|tg—=% | ——— (27)
+ 1+cCcoSa 2 1+cosa
-\ 2

a
cos —
2

Observaciones: 1) Vamos a demostrar la primera de las identidades ’. Para ello partimos de la formula
fundamental de la Trigonometria, (14), y de la férmula del coseno del angulo doble,
(26.2), que sumaremos miembro a miembro:

" Estas formulas fueron empleadas en primer lugar por el griego Ptolomeo de Alejandria (ca. 100-170).
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cos’a+sen?a= 1 o sumamos ambas igualdades

5 5 miembro a miembro
cos“a-—-sen‘a = cos2a

2cos’a =1+cos2a = cosza:# = cosa=+ /%: cos%:i /m% (CQD)
hacemos el cambio a=a/2 j

La segunda expresion se demuestra de manera similar, pero restando al principio.
En cuanto a la tercera, su obtencién es trivial.

2) Elsigno + o - se debe escoger en funcion de en qué cuadrante se encuentre o/ 2, lo
cual a su vez depende de en cual esté a:

ael” cuad = 0°<a<90° = 0°<@/2<45° = q/2el” cuad.l
a €2’ cuad. = 90°< 0 <180° = 45°<0/2<90° = /2 e1” cuad.l
a € 3% cuad. = 180°< 0 < 270° = 90°< 0/2 <135° = /2 €2° cuad.l

a € 4°cuad. = 270°< o < 360° = 135°< ¢/2 <180° = /2 € 2° cuad.l

(28)

il

Ejemplo 9: Hallar las razones de 15°, y comprobar con la calculadora.

Solucioén: . \/3— 2_\/3— \/
o _ o] T4 — —
senl5°=sen 30 =+ / 1-cos30 = 2 = 2 :\/ 2 \/3_ = 2 */3—
2 2 2 2 4 2
«/3— 2+«/3—

08159 cos 320 . /1+c025300 _ 1+22 _ 22 :\/ 2+4J3— _ \/2+2«/3_
\lZ-x/S— 2 2
tg15°— sen15° _ 2 _ 2-3 _ (2_*/3—) _ \/<2_\/3—) —2_J3
cosls® .z \ 2+43 (2+\/3—)(2—\/3—) \/4_(\/3—)2
2

Notese que en las férmulas de sena/2 y cosa/2 hemos elegido el signo + delante del
simbolo radical, pues 15°c 1% cuadrante. Puede comprobarse con la calculadora la validez
de estos resultados.

Ejercicios final tema: 43 a 56

[11.10) Transformaciones de sumas (o restas) en productos:

senA+senB = 2 sen A+B cos A;B
senA—-senB = 2 cos A+B sen A-B
2 2
cosA+cosB= 2 cos A;B cos A;B (29)
cosA-cosB =-2 sen A;B sen A;B
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Observaciones: 1) Vamos a demostrar la primera de las identidades®. Para ello partimos de las
formulas de sen(a+(3) y sen(a-£3), [(24.1) y (25.1)], las cuales sumaremos
miembro a miembro:

sen(a+p) =sena cosP+cosa senf ﬁ

sumamos ambas igualdades
- ¥
sen (a—B) =sena cosP-cosa senp

miembro a miembro

sen (o +B)+sen (o.—P) = 2sen a cosp = Hacemos el cambio +p= A}
oa-B=B

senA+senB:2$enA+B A-B

cos

(C.QD.)

Las restantes expresiones se demuestran de manera similar, pero partiendo de la
pareja de formulas apropiada. Demuéstrense como ejercicio.

2) También existen las transformaciones de productos en sumas:

cos(x—y)—cos(x+y)

senx seny = 5
CoSX COSY = cos(x—y)+cos(x+y)

- 2 (30)
senx cosy = sen(x—y);sen(x+y)

Estas formulas no seran utilizadas este curso, no asi el siguiente. La tercera, por
ejemplo, practicamente ya fue obtenida en el primer paso de la demostracién
anterior. Las otras dos se demuestran analogamente (ejercicio 60).

Ejercicios final tema: 57

Identidades y ecuaciones trigonométricas:

«Una identidad trigonométrica es una igualdad en la que la variable o incégnita esta en una razén
trigonométrica, y que se verifica siempre, sea cual sea el valor de dicha variable». Ya hemos visto un gran
ndmero de identidades trigonométricas, la mayoria de las cuales hemos demostrado.

Ejemplo: sen®x+cos’x=1 es una identidad trigonométrica, pues se verifica VxcR.

Pero existen infinidad de identidades trigonométricas, que siempre demostraremos partiendo de las
férmulas precedentes, y haciendo ademas, habitualmente, determinadas manipulaciones algebraicas.

Ejercicios final tema: 58, 59 y 60

«Una ecuacion trigonomeétrica es una igualdad en la que la variable o incognita esta en una razon
trigonométrica, y que se verifica para algunos valores de dicha incognita».

8

Estas férmulas fueron empleadas por primera vez -cada uno separadamente- por el sacerdote y geégrafo aleman
Johannes Werner (1560-1622) y el insigne matemético francés Francois Viéte (1540-1603).
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Ejemplo: sen’x-senx=0 es una ecuacion trigonométrica, pues su solucién, o mejor dicho sus co soluciones
son x=k-180° x=90°+k - 360°, donde ke Z (ejercicio 62 g). Comprobar algunas soluciones.

Las ecuaciones trigonométricas se resuelven haciendo sustituciones mediante la aplicacién de las
férmulas trigonométricas mas habituales, seguidas de manipulaciones algebraicas, cambios de variable, etc.
Algunas pueden requerir un arduo proceso.

Ejercicios final tema: 61, 62y 63

IV) RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS

IV.1) Teorema del seno:
c Considerar el triangulo oblicuangulo (es decir, no
rectangulo) de la figura. Se cumple que:

«Los lados de un tridngulo son
proporcionales a los senos de los angulos

opuestos»
B c A a b __c
sen A senB senC (31)
Demostracién: Trazamos una de las tres alturas, por ejemplo h., es decir, la correspondiente al lado c:
hC
senA =—; h, =bsenA
b a b
— bsenA =asenB,; = (CQD)
h, senA senB
senB = ; h, =asenB
a
La tercera expresion del teorema se obtiene analogamente.
Observaciones: 1) EI teorema del seno se aplica habitualmente a tridngulos
oblicuangulos, pero nétese que también se cumple en un triangulo
rectangulo (ver figura):
b c b c a
A=90°=senA=1—a= = —>senB=—;senC=—
senB senC a a
es decir, obtenemos las razones trigonométricas vistas en el apdo.
1.6. [e]

B c

2) Recordar que a la hora de resolver un triangulo nos dan tres de sus elementos, es decir,
tres letras, y hay que hallar los otros tres elementos. Pues bien, la expresion (31) solo
tiene utilidad l6gicamente cuando alguna de las tres letras esta repetida, pues en
ese caso se puede aplicar una proporcioén con una sola incégnita.
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3) jCuidado! Si utilizamos el teorema del seno para hallar un angulo, recordar que hay dos
arcosenos (que son suplementarios) y que uno de ellos puede que deba ser desechado.
Por lo tanto se recomienda, a la hora de hallar un angulo, aplicar siempre que sea
posible el teorema del coseno.

Ejemplo 10: Dibujar el triangulo de datos a=6m, B=45°, C=105°, y resolverlo. (Ejercicio 64a)
(Soluc: A=30°, b=8,49 m, c=11,59 m)

Solucioén:

IV.2) Teorema del coseno:

En todo triangulo se cumple que:

«El cuadrado de un lado cualquiera es igual a
la suma de los cuadrados de los otros dos
lados menos el doble producto de dichos lados
por el coseno del angulo comprendido»

a’=b*+c?-2bc cosA

b? =a*+c?-2ac cosB (32)
X c?=a’+b*-2ab cosC

Demostraciéon: Trazamos una de las tres alturas, por ejemplo h., es decir, la correspondiente al lado c, y
aplicamos el teorema de Pitagoras a los dos triangulos rectangulos en que nos queda dividido

el triangulo original:

2 2 2
a? =h? +x a2 —x2 =2
c 2 2 2
= a2 A =b*-c?+2cx A =
b? =h2+(c-x)"=h?+c? -2cx+x? | b*-c®+2cx—x* =h;

= b*=a’+c*-2cx=a”+c*-2ac cosB (CQD.)
X
cosB=— = x=acosB
a
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Las otras dos expresiones se demuestran analogamente, sin mas que considerar las otras
dos alturas.

Observaciones: 1) El teorema del coseno se aplica habitualmente a triangulos oblicuangulos, C
pero nétese que también se cumple en un triangulo rectangulo. De hecho,
es una generalizacion del teorema de Pitagoras (ver figura):

A:90":>cosA:0:>a2=b2+c2

bsustituimos en (32.1)

Y si sustituimos esta expresion en (32.2):

,b'z':lef/+c2 +c2 —2ac cosB

A’g&’cosB :/{cz

c
cosB=—

a

Lo mismo ocurre con (32.3), es decir, obtenemos de nuevo las razones trigonométricas
vistas en el apdo. I.6.

2) Elteorema del coseno se utiliza s6lo cuando los datos que nos dan son letras distintas (a
diferencia del teorema del seno).

3) Ya hemos comentado que, a la hora de hallar un angulo, se recomienda aplicar el
teorema del coseno. De hecho, (31) se puede ver también de la siguiente forma:

2 2 2
COS A =b+c——a
2bc
a®+c?-p?
cosB=————— 33
2ac (33)
2 2.2
COSC :M
2ab

Ejemplo 11: Dibujar el triangulo de datos a=10dam, b=7dam, C=30°, y resolverlo. (Ejercicio 64b)

(Soluc: ¢ 25,27 dam, B =41° 38', A=108° 22')

Solucioén:
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4) ¢Cuéando aplicar uno u otro teorema? La siguiente tabla-resumen nos puede ayudar:

K . 1°) C=180°-(A+B)
/ R Si A+B<180° 29 Los otros lados por th.
/ \ del seno
[ \
A c B
] Aplicar th. del coseno dos
Siempre veces

Sale senB>1=4 soluc.

Sale senB=1= 1 soluc.

(es un triangulo
rectangulo en B)

Sale senB<1=- puede
haber 1 soluc., o 2 soluc
(B1 y B, suplementarios)
(ver figura)

Aplicar th. del seno dos

veces

Siempre que la suma de
dos lados cualesquiera

Aplicar th. del coseno dos

sea > que el 3% lado veces
c
Ejercicios final tema: 64 hasta el final
p o B
V) AREA del TRIANGULO
a
V.1) Triangulos rectangulos: Se recomienda la conocida formula: c
34
A= ibc 34) L]
2 C b A

del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es)
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V.2) Triangulos oblicudngulos: «El area del tridngulo es igual al semiproducto de dos lados
cualesquiera por el seno del angulo comprendido»

>
I

(35)

> >
I I
SRR
o
(@]
o
o
5
W

Demostracién: Trazamos una de las tres alturas, por ejemplo h., es decir, la correspondiente al lado c,
y aplicamos (34):

A= % ch, :% bcsenA (CQD)

h
senA :FC = h,=bsenA
Las otras dos expresiones se demuestran analogamente, sin mas que considerar las otras
dos alturas.

Observaciones: 1) (35) es una generalizacién de (34). En efecto, si el tridngulo es rectangulo, entonces
A=90°, con lo que senA=1, y (35.1) se convierte en (34).

2) También existe la conocida formula de Herén® (ver demostracion en Internet), que
permite hallar comodamente el area del triangulo, exclusivamente en funcién de sus
lados:

a+b+c (36)

A= \/s(s—a)(s—b)(s—c) , donde s es el semiperimetro, ie. s = 5

° Debida a Herén de Alejandria, matematico griego anterior al siglo | de nuestra era.
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87 EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

Repaso Trigonometria elemental:

1. Completar en el cuaderno la siguiente tabla:

Grados 105° 225° 320° 35°
Radianes 47/9 rad n/15 rad 1 rad

2. Uso delacalculadora:

a) Hallar, con cuatro cifras decimales bien aproximadas, el valor de las siguientes razones
trigonométricas:

sen 35° cos 70° tg 53° sen 26° 37’ cos 78° 34’ 8" tg 34° 12’ 43"
sec 12° cosec 23° ctg 54° sen 235° cos 105°

b) Dadas las siguientes razones trigonométricas, hallar el &ngulo agudo o del que proceden:

sen o=0,25 cos a=0,74 tg a=3 sec 0=1,18 ctg a=1,5
ado cos a=0,2, hallar, mediante calculadora, tg o, con cuatro decimales. (Soluc: =4,8990)
d) Dado sen a=0,56, hallar, mediante calculadora, cos a (Soluc: =0,8285)
e) Dada tg a=2, hallar, mediante calculadora, sen o (Soluc: =0,8944)
f) Dada cosec a=3, hallar, mediante calculadora, cos o (Soluc: =20,9428)
g) Dada sec o=1,5, hallar, mediante calculadora, tg o (Soluc: =1,1180)
ada ctg o=3, hallar, mediante calculadora, cosec a (Soluc: 23,1623)

3. Resolver los siguientes tridngulos, rectangulos en A, aplicando, siempre que sea posible relaciones
trigonométricas (jno el teorema de Pitagoras!); hallar también su area:

a) a=320 m, B=47° (Soluc: C=43°; b2234,03 m; c2218,24 m; Sasc225537,64 m2)

b) a=42,5m, b=35,8 m (Soluc: B257°23'22"; C282°36'38"; ¢222,90 mM; Sasc2409,99 m?)

c) b=32,8 cm, B=22° (Soluc: C=68°; a=87,56 cm; c=81,18 cm; Sagc=1331,40 sz)
d) b=8 mm, c=6 mm (Soluc: B253°7'48”; C=36°52'12"; a=10 mm; Sasc=24 mmz)
e) a=8 km, b=6 km (Soluc: B248°35'; C241° 25'; ¢25,30 km; Sasc215,87 km?)

f) a=13m,c=5m (Soluc: B267°22'48"; C=222°37'12"; b=12 m; Sasc=30 m2)

g) ¢=42,7 dam, C=31° (Soluc: B=59°; a=82,91 dam; b271,06 dam; Sasc21517,23 dam?)

h) c¢=124 dm, B=67°21' (Soluc: C222°39'; a=321,99 dm; b2297,16 dm; Sasc=18423,9 dmz)

4. Una escalera de bomberos de 10 m de longitud se ha fijjado en un punto de la calzada. Si se apoya sobre
una de las fachadas forma un angulo con el suelo de 45° y si se apoya sobre la otra forma un angulo de
30°. Hallar la anchura de la calle. ¢ Qué altura se alcanza sobre cada fachada?

(Soluc: anchuraz15,73 m; altura 7,07 y 5 m respectivamente)
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Razones trigonomeétricas en cualquier cuadrante:

5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Expresar los siguientes angulos como suma de un namero entero de vueltas y un angulo positivo menor
de 360° o 2= rad (hacer el dibujo en el caso de los cinco primeros):

a)1100°  b)19n/3rad  c)2970°  d) -300° e) -1040° f) 10x rad g) 43n/4 rad
h) 3500° i) 32n/3 rad j)-2620° k) 63n/5rad  [)43n/6rad  m) 4980° n) -1950°

(Soluc: a) 20°; b) /3 rad; c) 90°; d) 60°, e) 40°; f) O rad; g) 344 rad; h) 260°; i) 24/3 rad; j)260°; k) 345 rad; I) 76 rad,;
m) 300°; n) 210°)

Sobre papel milimetrado, y para cada uno de los apartados que figuran a continuacion, trazar una
circunferencia de radio unidad (usar e indicar una escala conveniente), sefalar en ella los angulos en
cuestion (utilizar para ello un transportador de angulos) y trazar su seno y coseno, medir éstos
aproximadamente, y comparar el resultado obtenido con la calculadora:

a) 30° y 150° b) 45° y 2250 c) 90°, 180° y 270° d) 60° y 300° e) 0°, 60°y 120°

Utilizando la calculadora, construir una tabla de valores apropiada para representar, sobre papel
milimetrado, las funciones sen x, cos x y tg x (Pueden verse dichas graficas en el anexo final de este
libro)

Sabiendo que cos a=-3/5 y 180°<a<270° calcular las restantes razones trigonométricas mediante
identidades trigonomeétricas (no usar decimales). Comprobar el resultado hallando o con la calculadora.

(Soluc: sen a=-4/5, tg a=4/3; a=233° 7' 48")

Sabiendo que tg a=-3/4 y a. € 4° cuadrante, calcular las restantes razones trigonométricas, y comprobar.
(Soluc: sen o=-3/5, cos a=4/5; 0.=323° 7' 48")

idem con sec a=2 y 0<a<n/2 (Soluc: sen a=4/3/2, cos a=1/2, tg o= /3 ; a=60°)
idem con tg a=-3 y n/2<o<n (Soluc: sen a=3410/10, cos a=-+10/10)

idem con cos 0=0,2 y 3n/2<a<2n (Soluc: sen a=-26 /5, tg o=-2§)

idem con sen a=-0,3 y n<a<3mn/2 (Soluc: cos a=0,95, tg a=0,31; a=197° 27' 27")
idem con tg a=4/3 y n<a<3n/2 (Soluc: sen o=-4/5, cos a=-3/5)

Calcular las restantes razones trigopnométricas sabiendo que:

a) cos a=4/5 270°<a<360° e) sen a=1/4 ac 1% cuad. i) tg a=3/4 0°<a<90°

b) tg a=3/4 180°<a<270° f) cos a=-1/3 o e 2° cuad. i) sec a=-+/2 a € 3% cuad.
c) sen a=3/5 90°<a<180° g) cosec a=-2 180°<0<270° k) cosec a=+/5 a e 2° cuad.
d) ctg a=-2 90°<a<180° h) sec a=1 0%<0<90°

(Soluc: a) sen a=-3/5, tg a=-3/4; b) sen a=-3/5, cos a=-4/5; c) cos a=-4/5, tg a=-3/4; d) sen a=\/§/5, cos a:—2J§/5;
g) sen a=-1/2, cos a=-43/2; j) sen a=-\/2/2, tg o=1; k) sen a=1/5 /5, cos a=-25/5)

Determinar los valores de sen o y tg a sabiendo que tg o > 0 y cos a=-5/12

Encontrar el angulo o y las demas razones trigonométricas sabiendo que sen a=1/2 y cos a=-/3 /2
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18. Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas sencillas:

a) senx:% b) cosx:—g C) tgx =1 d) senx:—g e) cosx:% f) tgx:—\/g

Reduccion al 1¥ cuadrante:

19. Hallar, sin calculadora:a) sen 570° b) cos 14520° ¢) sen (-120°) d) cos (-240°)
e) tg 2565° f) cos 157/2 rad g) sen 55x/6 rad h) tg 79n rad

(Soluc: a) -1/2; b) -1/2; ¢) -/3 /2; d) -1/2; e) 1; f) 0; g) -1/2; h) 0)

20. idem: a) cos 225° b) cos(-60°) c) tg 120° d) sen (-1470Q°) e) tg 900°
f) sen 197/6 rad g) cos 1lrrad h) cos(-1950°) i) tg 29n/4 rad j) sen 11x=/4 rad
k) tg 227/3 rad

(Soluc: a) -2 /12;b)1/2;¢c) -3 ; d) -1/2;e) 0; ) -1/2; 9) -1; h) -3 12; 1) 1;]) -2 /2; k) Js—)

21. Expresar las siguientes razones en funcion de la de un angulo del 1% cuadrante:
a) sen 1485° b) cos 1560° c) sen 1000° a) sen 190° (Soluc: sen 45°; -cos 60°; -sen 80°; sen 70°)

22. idem: a)sen 1300° b) cos (-690°) c)tg 170° d) sen (-1755° e) sen (-120°) f) ctg (-150°)
g) sen 2700° h) sec (-25°) i) cos (-30°  j) cosec 4420°

(Soluc: a) -sen40°; b)cos30°; c) -tg10°; d) send5°; e) -sen60°; f) ctg30°; g) 0; h) sec25°; i) cos30°; j) cosecSO")

23. Expresar seno, coseno y tangente de 1755° en funcién de un angulo del 1% cuadrante. Comprobar el
resultado con la calculadora.

Razones trigonomeétricas de adicidon y sustraccion:

24. a) Hallar mediante las férmulas trigonométricas correspondientes (sin calculadora, y sin utilizar decimales)
el seno, coseno y tangente de 75°.

b) Utilizando los resultados anteriores, calcular, de la forma mas rapida posible, (sin calculadora y sin
utilizar decimales) el seno y la tangente de los siguientes angulos:

i) 1050 ii) 1650 ii) 15 iv) 1950 v) 1350

(Comprobar todos los resultados con la calculadora)

25. Sisen x=12/13 y sen y=4/5, siendo x e y € 1% cuadrante, calcular:
a) sen (x+y) b) sen (x-y) C) cos (x+y) d) cos (x-y)
(Soluc: a) 56/65; b) 16/65; c) -33/65; d) 63/65)

26. Sitg a=3/4, hallar tg (a+30°) y tg (45°-a) Some - ¥ +25V3 P )
39 7

27. Dado a€4°cuad. tal que cosa=1/2, hallar tg(45°+a) (Soluc: J3——2)

28. Hallar el seno y el coseno de 9° y 6° en funcién de cos 36°
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8senl05°

150 (Soluc: 4+4J37)
sen

29. Hallar, sin calculadora,

Razones trigonométricas de -a, 180-a, 180+a., etc:

30. Siendo tg x=2/3 calcular:  a) tg [%—x) b) tg(m-x)  ¢) tg(m+x) (Soluc: 3/2; -2/3; 2/3)
31. Sabiendo que tg a=3/2 y que ac 1% cuad., calcular:

a) cos(m+a) b) cos(2m-a) c) sen (%—aj d) sen (%4— aj

(Soluc: @) 2473 /13; b) 2413 /13; ¢) 2413 /13; d) 213 /13)
32. Expresar Unicamente en funcion de las razones trigopnométricas de a:

a) cos (37” + aj b) cos [a - 9%) C) tg(a+5m) d) sen (0( - 571-[) e) tg(360°-aq)

(Soluc: a) sen «; b) sen ¢; ¢) tg «; d) -cos ¢; €) -tg a)

33. Simplificar las siguientes expresiones: a) sen(a+5n)+sen(o-n)+sen(a+2n)+sen(o+n)
b) tg(at+180°)+tg(c-180°)+tg(a-270°)+tg(360°-a)
(Soluc: a) -2sena; b) tga-ctga)

34. Calcular sen (5n-x) sabiendo que cos x=0,5 y x€4° cuad. (Soluc: -3 12)

Razones trigonométricas del &ngulo doble:

35. Calcular el seno y el coseno de 20° en funcién de sen 10°, y comprobar el resultado con la calculadora.

36. Hallar sen 2x, cos 2x y tg 2x, siendo x € 1% cuadrante, en cada uno de los siguientes casos:
a) sen x=1/2 b) cos x=3/5 c¢) sen x=5/13

(Soluc: @) y3/2; 1/2; /3 b) 24/25; -7/25; -24/7 c) 120/169; 119/169; 120/119)

3
37. Dado a € 3% cuadrante tal que tga = ? hallar las razones trigonométricas del angulo 2a.

(Soluc: sen 2a:\/§/2; cos 2a=1/2)

37b Obtener graficamente, utilizando la circunferencia trigonométrica (sin calculadora), el angulo a del
ejercicio anterior, y comprobar.  (Soluc: a=210°)

38. Expresar sen 3ay cos 3a en funcion de sen a y cos a respectivamente

(Soluc: sen 3a=3sen a-4sen’a; cos 3a=4cos’a-3cos a)

39. Sicos a=1/5y o € 1% cuadrante, calcular las razones trigonométricas del angulo 90°-2c.
(Soluc: -23/25; 45/25; -235/24)

40. Sictg a=4/3, hallar cos 2a  (Soluc: 7/25)
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41. Dada tga= V3 y ac3¥ cuadrante, hallar las razones de 2a. (Soluc: sen 2a=+/3/2; cos 2a=-1/2)

41b. Hallar el angulo a del ejercicio anterior y comprobar, sin calculadora, el resultado anterior. (Soluc: a=240°)

42. Sabiendo que tg2a= V3, hallar sen a y COS a, sabiendo que a<90°. ¢ De qué angulo a se trata?

(Soluc: sen a=1/2; cosa=+/3/2; a=30°)

Razones trigonométricas del &ngulo mitad:

43. Calcular tg n/8 (Soluc: /2 -1)

44. Dado o € 4° cuadrante tal que sec a=2, hallar cos a/2 Solue - cos 2. = ]

2 2
44h. Obtener gréaficamente, utilizando la circunferencia trigpnométrica, el angulo o del ejercicio anterior.
Comprobar, a continuacién, mediante férmulas trigonométricas (sin calculadora) el resultado anterior.

(Soluc: e=300°)

45. Sea un angulo a situado en el 2° cuadrante tal que tg a=-3/4. Hallar las razones trigonométricas del

angulo a/2. Solc - seng: 310 o5 2 = NI}

cos
70 2 10

45h.Comprobar con la calculadora el resultado del ejercicio anterior. (Soluc: a=143° 7' 48")

46. Dado a € 3% cuadrante tal que sen a=-1/2, hallar las razones de a/2. ¢De qué angulo a se trata?

Soluc : sen g = 7“2;\/5 cos % = _7‘2_\/5 a= 210")

47. Volver a hacer el ejercicio 42, pero aplicando las formulas del angulo mitad (Ayuda: para ello, plantear el
cambio de variable a=a/2).

48. Dado a e 4° cuadrante contga=—+/3 , hallar las razones de a/2 (Somc send_1 “cos 2 = 3
2 2

48b. Obtener gréaficamente, utilizando la circunferencia trigonométrica, el angulo a del ejercicio anterior.
Comprobar, a continuacion, mediante férmulas trigonométricas (sin calculadora) los resultados anteriores.

(Soluc: a=300°)

49. Dado a € 3% cuadrante tal que cos a=-1/2, hallar, utilizando la férmula correspondiente (resultados
simplificados y racionalizados; no vale utilizar decimales), y por este orden:

a) sen 20 (Soluc: 13/2)

b) cos a/2 (Soluc: -1/2)

c) sen (0-30°)  (Soluc: -1/2)

d) tg (0+60°) (Soluc: -13)

e) Razonar mediante la circunferencia goniométrica (no vale con calculadora) de qué o se trata, Comprobar.
(Soluc: 240°)

50. idem, dado a e 4° cuadrante tal que tg a=-3
a) cos (a+30°) (Soluc: 13/2)
b) tg (a-45°) (Soluc: 2+13)
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c) sen (a+1650°) (Soluc: 1/2)
d) sen a/2 (Soluc: 1/2)
€) Ccos 2a (Soluc: -1/2)

f) Razonar (sin calculadora) de qué a se trata, y comprobar.  (Soluc: 300°)

idem con o € 3% cuadrante tal que sec a=-3
a) sen (a -60°) (Soluc: (18-212)/6)

b) tg (a+45°) (Soluc: -(9+42)17)

c) cos (a-2640°  (Soluc: (1-216)/6)

d) cos a/2 (Soluc: -18/3)

e) sen 2a (Soluc: 4v2/9)

f) Razonar, mediante calculadora y circunferencia trigopnométrica, de qué o se trata. (Soluc: =250° 31' 44")

Dado o €4° cuadrante tal que sena= ~J3/2 hallar, mediante las correspondientes férmulas
trigonométricas (resultados racionalizados y simplificados; no vale usar decimales):

a) cosa /2 (Soluc: -18/2)
b) sen (1200°- 2a.) (Soluc: -13/2)

3

Sabiendo que tg © Y y que T<a<37/2, hallar mediante identidades férmulas trigonométricas

(resultados racionalizados y simplificados; no usar decimales):

a) sena/2 So/uc,\/?*\/g)
2

b) cos (2a +930°) Soluc : 0)

Dado a€2° cuadrante tal que sena =212 hallar, mediante las correspondientes férmulas
trigonométricas (resultados racionalizados y simplificados; no vale usar decimales):

a) sen(a+2010°) (Soluc: (12-16)/4)

b) tg2a Soluc : 7)

o
c) cos— Soluc - N2z )
2 2

idem con o € 4° cuadrante tal que ctgo.=-1:

a) tg(2580°-a)  (Soluc: -2-13)

b) cos 2a (Soluc: 0)

c) senZ Soluc - ﬂ)
2 2

idem con a € 4° cuadrante y coso.=4/5:

a) tg(180°-a) (Soluc: 3/4)

b) cos 2a (Soluc: 7/25)

c) sen% (Soluc: v10/10)
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Transformacion de sumas en productos:

57. Transformar en producto y calcular (comprobar con la calculadora):

a) sen 75° - sen 15°  b) cos 75° + cos 15° c) cos 75° - cos 15° (Soluc: V2 . 6 . 2

2 2 2

Identidades trigonométricas:

58. Simplificar:
q) _Sen 4a +sen 2a (Soluc: tg 3a) | f cos(a+b)+cos(a—b) (Soluc: ctg a)
cos 4a +cos 2a sen(a+b)+sen(a—-hb)
b) w (Soluc: 2 ctga) 1+ctgo-tgp [Soluc: tg(a+3)]
1-cos‘a Ctga_th
c) 2 cos (45°+ a) cos (45°—aq) (Soluc: 1) - X
2 —_ -
cos ~a h) g 2 (Soluc: cos x)
X
d) 2tgxcos? %—sen X (Soluc: tg X) 1+ tg? 5
€) 2tga sen’ %+sen o (Soluc: tg a)
59. Demostrar las siguientes identidades:
a) 12—(:0—320 =2tg’a i) sen?A = 1 icosZA
sen” o +cos 2da 2 2
b) sen 2a cos a - sen a cos 20 = sen a ) zsenxzcosx—senx-tgx
tg2x
c) cos acos (a-B) + sen a sen (a-p)=cos B g
X
d) sena+cosa:x/§cos(1—a) K) 219
4 — = sen x
1+tg° =
e) sec’A-tg’A=1 93
_ 1+senx
f) t A: SenA = 1-cosA :cosecA_ctgA I) S E— =SECX+th
2 1+cosA senA 1-senx
9) 2sena fsen2a:1fcosa:tgzg m) 1—cost:t 2
2sena +sen2a 1+cosa 2 1+ cos2x
h) sen? 9+B _gen? G;B =senasenp

60. Demostrar las siguientes formulas, llamadas transformaciones de productos en sumas:

cos(x—y)—cos(x+y)

senx seny = 5
CoSX COSY = cos(x—y);cos(x+y)
senx cosy - sen(x—y)+sen(x+y)

2

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin &nimo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 51




av

-
=

-
-

v

LE 8, “Fernands de Mean™
‘SecelBuman (Castad Rusl)

Mateméaticas | TRIGONOMETRIA
ALFONSO GONZALEZ
I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Ecuaciones trigonométricas:

61. Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas elementales:

62.

a)

b)

c)

d)

e)

f)
g)

a)

b)

c)

d)

e)
f)
g9)

h)

3
senx=—- (Sol: x=60°+k-360°; x=120°+k-360°)
2
cosx =~ (Sol: x=1350+k-360°; x=2250+k.360°)
ctgx = /3 (Sol: x=150°+k-180°)

1
senx= ? (x219°28'16"+k-360°; x=160°31'44"+k-360°)

4
COS X = a3 (x2143°7'48"+k-360°; x2216°52'12"+k-360°)

senx=0 (Sol: x=k-180°)

cosx=-1 (Sol: x=(2k+1)-180°)

senx+cosx =2 (Sol: x=45°+k-360°)
1
Sen X —2c0s 2X = )

(Sol: 30°, 150°, ~311°24'35" y ~228°35'25")

Sen X cos X :% (Sol: x=45°+k-180°)

sen 2X=cos X

(Sol: x=30°+k-360°; x=150°+k-360°;, x=90°+k-180°)

V3 senx+cosx=1  (Sol: x=k-360° x=120°+k-360°)
2cos’x-sen’x+1=0 (Sol: x=90°+k-180°)
sen’x-senx=0  (Sol: x=k-180°; x=90°+k-360°)

2cos?x /3 cosx =0

(Sol: x=90°+k-180°; x=30°+k-360°; x=330°+k-360°)
sen®x-cos?x=1 (Sol: x=900+k-180°)
cos’x-sen’x=0 (Sol: x=459+k-90°)
2cos’x+senx=1

(Sol: x=90°+k-360°; x=210°+k-360°; x=330°+k-360°)
3tgzx—«/§tgx =0

(Sol: x=k-180°; x=30°+k-360°; x=210°+k-360°)

sen (1+xj—«/§sen x=0 (Sol: x=m/4+k-Tr)
4

(& Jrol34)3
Sen| ——X [+CO0S| ——X |=—
6 3 2

(Sol: x=60°+k-360°; x=300°+k-360°)

Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas mas

h) cosecx=-2 (Sol: x=210°+k-360°; x=330°+k-360°)
. 23
i) secx= 3 (Sol: x=1500+k-360°; x=210°+k-360°)
) tgx=+3 (Sol: x=60°+k-180°)
1
k) cosecx = > (Sol: A soluc)
) sen®x +cos?x =1 (Sol: Se verifica Yxc/R)
V3
m) cos3x = — (Sol: x=100+k-120°; x=1100+k-120°)
n) sen [x + %) = % [Sol: x=2k7r; x=(4k+1)-7/2]
elaboradas:
0) sen2x-2cos?x=0 (Sol: x=90°+k-180°; x=45°+k-180°)
p) cos2x-3senx+1=0 (Sol: x=30°+k-360°; x=150°+k-360°)
) 4sen®x cos’x+2c0s°X-2=0 (Sol: x=k-180° x=45°+k-90°)
r 4sen’x+senx cosx-3cos’x=0
(Sol: x=36°52'11,6"+k-180°; x=1350+k-180°)
S) C052 L +COS X = i (SOl: X=900+k'1800)
2
D) g2 % +1=cos X (Sol: x=k-360°)
U) 2sen? %Jrcos 2x=0
(Sol: x=90°+k-180°; x=60°+k-360°; x=300°+k-360°)
V) c0s2x+3senx=2
w) tg2x tgx=1
X) COSX COS2X+2C0s°X=0
y) 2sen x=tg 2x
X
z) «/§sen5+cosx:1
a) sen2x cosx=6sen’x
m
B) tg| ——x|+tgx=1
g 9
4
y) senx—+/3 cosx =2 (Sol: x=150°+k-360°)
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63. Resolver las siguientes ecuaciones, transformando las sumas y diferencias en productos:

a) sen3x-senx=cos2x

b)

sen 5x + sen 3x

COS X +C0S 3X

Resolucion de triangulos oblicudngulos:

64.

sen 3X + sen X
COS 3X —COS X

d) sen3x-cos3x=senx-cosx

Resolver los siguientes triangulos y hallar su area (con * se indica el caso dudoso):

a)
b)

c)
d)

e)

1)

a=6 m, B=45°, C=105°
a=10 dam, b=7 dam, C=30°

b=35,42 dm, A=49° 38', B=70° 21

a=13m, b=14 m, c=15m
a=42, b=32, B=40° 32

a=15, b=22, c=17

a=10 mm, b=7 mm, C=60°
a=10, b=9, c=7

a=60 cm, b=40 cm, A=42°
a=40 cm, b=60 cm, A=72°

a=50, b=60, A=42°

A=30°, B=45°, b=+/2 m

m) b=3 hm, c=2 hm, A=60°

n)
0)

9))

A=30°, b=4/3 , c=1
a=4, b=5, B=30°
a=1792, b=4231, c=3164

g) a=12 hm, b=57 hm, A=150°

r

a=72, b=57, C=75° 47’

s) ¢=3,78, A=105°, B=38° 47"

t)

a=40, b=60, A=12°

u) a=60, b=40, A=82°

v) a=8 m, B=30°, C=105°
w) A=60°, B=75°, c=,2m
X) a=4 km, B=45°, C=60°

y) a=4 mm, b=3 mm, ¢c=6 mm

z) a=1cm, c=2 cm, B=60°

a) a=5 dam, b=3 dam, c=4 dam

B) b=10 dm, c=9 dm, C=45°

(Soluc: A=30°, b=8,49 m, c211,59 m, Sagc 224,60 m2)

(Soluc:
(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:
(Soluc:

(Soluc:
(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:
(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:

c=5,27 dam, B=41° 38', A=108° 22")

C=60° 1', a=28,66 dm, c232,58 dm, Sasc 2439,94 dm?)

A253° 7' 48", B259° 29’ 23", C267° 22' 48", Sapc 284m°)

A1258° 32", C1280°56', c1248,62; Sasc 2663,55

A22121° 28', C»218°,

Az42° 54', B286° 38', C=50° 28")

€2215,22; Sppc 2207,72)

€=8,89 mm, A=76° 59' 46", B243° 0' 14", Sasc 530,31mm2)

A=76° 14', B260° 56’, C=42° 50", Sasc 230,59)

B=26° 30', c283,43 cm, Cz2111° 30", Sasc 2116,5 sz)

3 soluc)

B1253° 25", C1284°35', ¢1274,39

B22126° 35', C»211° 25', ¢2214,79)

C=105° a=1m, c21,93 m, Sagc 20,68 m?)

a=+/7 hm, B279°, C240° 54', Sasc =3+/3 /2 hm?)

a=1; B=120°, C=30°, Sagc =0,43)

A=23° 34’ 41", C=126° 25’ 19", ¢=8,05, Sasc =8,05)

Az22°41' 37", B2114° 22’ 14", C242° 56' 9”, Sagc 22582339,03)

3 soluc)

C=36° 13, a=6,18, b=4,01, Sasc =37,60)

Hay dos soluciones)

Hay una solucién)

b25,66 m, c210,93 m, Sasc 221,86 m?)

A=236° 20’ 10", B226° 23’ 4", C2117° 16’ 47", Sapc25,33 mm?)

Hay dos soluciones)
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~) A=30° b=10 m, C=75° (Soluc: B=75° a=5,18 m, c=10 m, Saec=25 m?)
8) a=8 m, B=85°, C=105° (Soluc: 3 soluc)

Resolver el triangulo ABC sabiendo que su perimetro es 24 cm, es rectangulo en Ay sen B=3/5
(Soluc: a=10 cm, b=6 cm, c=8 cm)

Calcular el area de un triangulo de datos a=8 m, B=30°, C=45° (Soluc: 211,71 m?)
En un paralelogramo ABCD el lado AB mide 6 cm, el AD 8 cm, y el angulo A=30°. Hallar sus diagonales.

Hallar los lados de un triangulo sabiendo que su area mide 18 cm? y dos de sus angulos A=30° y B=45°
(Soluc: a=5,13 cm, b=7,26 cm, ¢29,92 cm)

TEORIA: Demostrar, utilizando el teorema del coseno, que el triangulo de lados 9, 12 y 15 es rectangulo.

Uno de los lados de un triangulo es doble que el otro, y el angulo comprendido vale 60°. Hallar los otros
dos angulos. (Soluc: 30°y 60°)

16 problemas de planteamiento:

71.

72.

73.

74.

Un grupo decide escalar una montafia de la que desconocen la altura. A la salida del pueblo han medido
el angulo de elevacién, que resulta ser 30°. A continuacién han avanzado 100 m hacia la base de la
montafia y han vuelto a medir el angulo de elevacion, siendo ahora 45°. Calcular la altura de la montafa.

(Soluc: 136,60 m)

Rosa y Juan se encuentran a ambos lados de la orilla de un rio, en los puntos A y B respectivamente.
Rosa se aleja hasta un punto C distante 100 m del punto A desde la que dirige visuales a los puntos Ay B
gue forman un angulo de 20° y desde A ve los puntos C y B bajo un angulo de 120°. ¢ Cual es la anchura
del rio?  (Soluc: 253,21 m)

Tres pueblos A, B y C estan unidos por carreteras rectas y llanas. La distancia AB es de 6 km, la BC es 9
km y el &ngulo que forman AB y BC es de 120°. ;,Cuéanto distan Ay C? (Soluc: 13,08 km)

Se ha colocado un cable sobre un mastil que lo sujeta, como
muestra la figura. ¢ Cuanto miden el cable y el mastil?

(Sol: cable=25 m; mastil=7,32 m)
45° 30°

75. Un globo ——— 20m

v

aerostatico  esta

sujeto al suelo mediante dos cables de acero, en dos puntos

gue distan 60 m. El cable méas corto mide 80 m y el angulo que
37° forma el otro cable con el suelo es de 37°. Hallar la altura del

80m

<« 60m —p globo y la longitud del cable mas extenso. (Sol: 271,80 m y
119,31 m, respectivamente)
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Arschilina:

P"'*:‘”’-""‘” MEtRs_ P tnifdinG A5 i F' 76. Se lanza una falta desde un punto situado a 25 m
’ L \ y 28 m de ambos postes de una porteria reglamentaria
de futbol, es decir, 7,32 m de longitud ¢Bajo qué
angulo se vera la porteria desde dicho punto? (Hacer
un dibujo previo que explique la situacion). ¢A qué

m P distancia se encuentra del centro de la porteria?

(Sol: =214° 29'54"; 226,29 m)

Si el punto estuviera a 26 y 27 m, ¢tendria mas
angulo de tiro? La distancia, ¢ seria menor?

(Sol: =#15° 43" 49”; 226,97 m)
,,..-""""‘;-3-\‘5'“

.- 77. Desde la puerta de una casa, A, se ve el cine B,
Il___l"""+ L et o e que esta a 120 m, y el quiosco C, que esta a 85 m,
T T o ' bajo un angulo BAC=40° ¢Qué distancia hay entre el
cine y el quiosco? (Hacer un dibujo previo que

explique la situacion). (Sol: 277,44 m)

78. Dos barcos salen simultdneamente de un puerto con rumbos que forman un angulo de
82°. El primero navega a 18 millas por hora, y el segundo a 25 millas por hora. Si /
mantienen inalterados los rumbos, ¢cuanto distaran entre si al cabo de 3 horas? /i
(Soluc: 286,10 millas) ’l

79. Para hallar la altura a la que esta situado un globo, Rosa se coloca en un punto B y o)
Carlos en un punto A, a 5 m de ella, de tal forma que los puntos A, B y C estan ro]

’ 1
1 1
alineados (ver figura). Si los angulos a y B miden 45° y 50° respectivamente, ¢a qué ,’\a '\B
altura se encuentra el globo? (Obligatorio resolverlo por th, del seno o coseno, y en el A’ I;

menor nimero de pasos). (Soluc: 231,08 m)

80. Para calcular la anchura de un lago circular un observador se sitia en un
punto P que dista 851 m de uno de los extremos y 122 m del otro (ver figura).
Desde alli, el angulo que abarca esos dos extremos es de 62°. ¢Cudl es la
anchura del lago? (Obligatorio resolverlo por th, del seno o coseno, y en el menor
, ndmero de pasos). (Soluc: 2801 m)

81. En la figura adjunta, hallar la altura del acantilado, h, y la distancia ’

del barco al pie del promontorio, d. (Soluc: h=2,89 m; d 250 m) e S
~\~~~~450 \\\
82. Con tres varas metalicas de 4, 5 y 6 cm se disefia una pieza 37~ N

triangular. Hallar los tres angulos, y el area de la pieza.

83. Calcular la altura de la luz de un faro sobre un acantilado cuya base es inaccesible, si desde un barco se
toman las siguientes medidas: 1°) El &ngulo que forma la visual hacia la luz con el horizonte es de 25° 2°)
Nos alejamos 200 m y el angulo que forma ahora dicha visual es de 10° (Soluc: 256,71 m)
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84. Desde la rotonda de salida de Villarrubias parte una carretera recta de 5 km que lo une con la vecina
Piedranueva, y desde el mismo punto hay otra carretera rectilinea de 7 km hasta Fuentelfresno. El angulo
gue forman ambas carreteras es de 50°. ¢ Cuanto distan Piedranueva y Fuentelfresno?

85. TEORIA: En la explicacion del tema hay dos formulas cuya demostracion no ha sido hecha. Se trata del
seno de la suma de angulos:

sen (a+pB) =sen o cosP+cosa senf

y de la férmula de Herén', para hallar el &rea de un triangulo de lados a, b y c:

a+b+c

A= \/s(s—a)(s—b)(s—c) , donde s es el semiperimetro, ie. s = 5

Buscar una demostracioén en libros o Internet, y pasarla al cuaderno, procurando entenderla.

86. Desde un determinado punto se ve la parte superior de una antena de comunicaciones bajo un angulo de
50° con respecto a la horizontal. Nos alejamos 10 m y la visual forma ahora 40°. Queremos saber la
distancia de ambos puntos de observacion a la cuspide de la antena, con el fin de fijar sendos cables de
sujecion.

a) Plantear la situacion por medio de un dibujo, situando los datos y las incégnitas.

b) Hallar la longitud del cable mas corto por teorema del seno. (Soluc: 237,02 m)

¢) Utilizando lo obtenido anteriormente, hallar la longitud del otro cable por teorema del coseno.
(Soluc: 244,11 m)

d) Razonar geométricamente que las dos longitudes obtenidas pueden ser una solucion valida.

87.a) En el triangulo is6sceles de la figura, hallar x
aplicando el teorema del coseno, sin utilizar la
calculadora (es decir, resultado en forma radical, no
decimal). (Soluc: 2v3 m)

b) Hallar de nuevo x pero aplicando esta vez el < 300 300

teorema del seno, y comprobar que se obtiene el 6m
mismo resultado.

! Debida a Herén de Alejandria, matematico griego anterior al siglo | de nuestra era.
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|. DEFINICIONES

[Mc')dulo: Indica la intensidad, y viene dado por
[ la longitud de la flecha que representa
al vector.

Vectoriales: Un vector es un segmento | Direccion: Viene dada por la recta sobre la

orientado que, para ser< que esta la flecha que representa al
definido, precisa de los vector.
siguientes tres elementos:

Magnitudes< Sentido: Es el que apunta la flecha que
representa al vector (Para una
misma direccion, hay dos

\ posibilidades).

Ejemplos: La velocidad, la fuerza, la aceleracion, etc.

Escalares: Basta un nimero —un escalar- para ser definidas (Por ejemplo, la temperatura,
\ masa, tiempo, densidad, energia, etc.).

Notacioén:

Como vemos en el dibujo al margen, un vector® se representa mediante
una flecha. En concreto, se trata de un vector que va del punto A al punto B, por
lo que se representa como ,33 En otros casos, se puede nombrar simplemente
comoa. Nétese que el vector tiene una direccion, es decir, estd construido

sobre una recta. Por otra parte, su médulo, que, como hemos dicho arriba, es

— e d
la longitud de la flecha, se representa como |u| o |AB|, es decir, con el nombre
%
del vector entre | |. A veces, se indica con dobles barras, esto es, ||AB|| y se suele denominar norma del

vector. Nosotros utilizaremos indistintamente ambas notaciones. Finalmente, el sentido del vector es el que
- >
apunta su flecha. Por lo tanto, se define el vector nulo como AA =0 .

N
Vector nulo: «Se desigha como 0,y es aquel que tiene mdédulo cero». Se representa por un punto (por
lo cual, no tiene mucho sentido considerar su direccion y sentido...).

—

5
Vector opuesto: Dado un vector u, se define su opuesto, que se designa como — u, como aquel que tiene
el mismo maddulo, la misma direccién, pero distinto sentido:

cl

! Del latin vector, vectoris, gue a su vez proviene de veho, verbo que significa "el que conduce, el que transporta”.
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Vector unitario: «Es todo vector que tenga modulo 1». Por ejemplo, los siguientes vectores son unitarios:

r----r---

|
c
[\
N
’
.

RSO [P U U U R U U PRI U

B i et el

e ey e
]
'
[
/
L

- -
Vector iguales o equipolentes: «Dos vectores u y v son equipolentes si tienen el mismo maddulo,
- -

direccidn y sentido». Se indica como u ~ Vv , aunque, en general, también
- -
se suele poner simplemente u = v .

- -
de c y d.

S
g En la figura, a y b son equipolentes, y lo mismo podemos decir

5

C

/>'
b
Puesto que, si trasladamos un vector de forma equipolente, es decir, sin variar su médulo, direccion y
sentido, sigue siendo el mismo vector, se dice que los vectores son libres en el plano. Por lo tanto, se define:
V2= Conjunto de todos los vectores libres del plano

Acabamos de hablar de vectores libres. Ahora bien, si los referimos a un punto, entonces seran

vectores fijos. El punto que habitualmente se utiliza es el origen:

Coordenadas de un vector referido al origen:  «Coinciden con las coordenadas del punto extremo del
vector»:

En el apartado 1.4 vamos a ver mas formalmente el porqué de esto. El proximo curso también veremos
todos estos conceptos, pero en tres dimensiones.

Ejercicios final tema: 1 a 3
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II. OPERACIONES

Il SUMA DE VECTORES (u+v)

Graficamente: Hay dos formas posibles de sumar vectores; ambas, obviamente, conducen al mismo vector
suma. Consideremos primero la figura izquierda:

REGLA DEL PARALELOGRAMO

Como vemos, en la 12 forma (que se usa mas en Matematicas) se engancha el segundo vector al
extremo del primero, y el vector suma de ambos sera aquel que tiene su origen en el del primero y su extremo
en el del Gltimo. En el caso de la regla del paralelogramo (muy utilizada en Fisica, para sumar fuerzas), los
dos vectores se ponen con origen comun, y se traza a continuacion el paralelogramo que definen; el vector
suma sera entonces la diagonal de dicho paralelogramo que arranca del origen de ambos vectores. Puede
comprobarse analiticamente que ambas formas funcionan.

. id
Analiticamente: u= (ux’uy) N
u+v=(u, +Vv,,u +v )

v :(Vx’vy)
. e
Propiedades: CONMUTATIVA: Uu+v=v+u
- > > - - -
ASOCIATIVA: u+(v+w)=(u+v)+w
- o5 o
ELEMENTO NEUTRO: u+0=u
- - -

ELEMENTO OPUESTO: u+(-u)=0

(Todas estas propiedades son de inmediata demostracion, tanto analitica como graficamente).

Il RESTA DE VECTORES (u-v)

Graficamente: Para restar dos vectores, sumamos al primero el opuesto del segundo, es decir,
- - - —

u-v =u+(-v). De las dos formas vistas anteriormente vamos a utilizar, por ejemplo, la

regla del paralelogramo:

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 59




N

¥ & Matematicas | VECTORES

- ALFONSO GONZALEZ

LES. Fornando do ans® I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

‘SecelBuman (Castad Rusl)

Analiticamente, es obvio que se restan las componentes.

De la resta de vectores pueden deducirse dos formulas importantes muy utilizadas:

Coordenadas del vector que une dos puntos: Se obtienen restando las componentes del punto extremo
menos el punto origen del vector:

AB=B-A 1)

(Ver demostracioén en Internet)

Coordenadas del punto medio de un segmento: Dado un segmento de extremos A y B, las coordenadas
de su punto medio seran la semisuma de dichos
extremos.

A+B
M:
5 @

(Ver demostracion en Internet)

Il PRODUCTO POR UN ESCALAR (1.u)

- - > -
Gréaficamente: Veadmoslo con un ejemplo. Si queremos hacer 3u, lo que haremos es u+ u+u, es decir,

5

aplicamos la suma de vectores. Si lo que queremos construir es —2u, haremos
- - -

—2u=(-u)+(-u):

- - -
En resumen: Se define el vector k u como aquel que tiene MODULO: lIkull=|k|-]ull

N
DIRECCION: ladeu

N
SENTIDO: elde u,sik>0
opuesto, si k<0

Todo esto puede comprobarse que concuerda analiticamente:
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Analiticamente:  u=(u,,u,)—>ku=(ku,ku,)

Consecuencia:|«Si dos vectores tienen sus componentes proporcionales entonces tienen la misma
direccién i.e. son //, y viceversa».

- -
Propiedades: ASOCIATIVA: Apu)=(Apu

- - - -

DISTRIBUTIVA respecto a la suma de vectores: A (U+ V) =AU+AV

- - -

DISTRIBUTIVA respecto a la suma de escalares: (A +u)u =AUu+pu

> >

ELEMENTO NEUTRO: lu=u

(Todas estas propiedades son de inmediata demostracion, tanto analitica como graficamente).

Ejercicios final tema: 4a9

II.IV COMBINACION LINEAL DE VECTORES (Au+pv)

. - . ., . g - .
Se dice que el vector w es combinacion lineal de u y v si se puede expresar como

-

W=AU+pV donde A,peR

NOTA: A o n en algunos casos pueden ser 0

Ejemplo 1: Considerar los vectores a:(s,—l) y ;=(2,2), y construimos, por ejemplo, la combinacion lineal

W= 26+ 3v.Enla figura puede comprobarse que todo coincide analitica y graficamente:

(6,6
) TTT~ol_ W=20+3v=2(3-1)+3(22)
— =(6,-2)+(6,6)=(12.4)
v=(22) — Rl
L~ 7
- /, R R
i) T~
(6,-2)

- -
Notese que si los dos vectores u y v fueran proporcionales i.e. paralelos, entonces no se podria expresar
cualquier vector de V2 como combinacién lineal de ambos, ya que nunca saldriamos de la recta que definen.
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-
=

NOTA: Se recomienda ver otro ejemplo de combinacion lineal, en formato de PowerPoint, en la web del
profesor:

http://www.alfonsogonzalez.es/asignaturas/1l _bach ccnn/presentaciones.html

Definicién: «Una base de V? son dos vectores u y v cualesquiera no nulos y no paralelos, lo cual nos
va a permitir siempre expresar cualquier vector como combinacion lineal de u y v de

forma Unica»

- = -
Es decir: «{u,v} forman una base de V2 si cualquier w se puede expresar como combinacion lineal
de los vectores de la base, es decir,

IapeR/! w=ru+pv »

- - >
«Se dice entonces que Aypson las coordenadas de W en la base {u,v}»

- -
Conviene insistir en que si los dos vectores u y v son proporcionales i.e. paralelos, entonces no forman una
base de V?, ya que no se podria expresar cualquier vector como combinacion lineal de ambos.

Definicién: «Dos vectores son ortonormales si son L y unitarios»

Ejemplos: Los vectores Jz(ﬂﬂ] y Jz(_ﬁﬂJ del dibujo izquierdo forman una
2 2 2 2

base ortonormal de V2.

Los vectores T:(],o) y T:(o,l) de la derecha también forman una base ortonormal

de V. En este caso es la base ortonormal® mas sencilla gue cabe considerar. Se dice

>

que « i= (1,0) y j=(0,1) constituyen la base candnica de V2.

N

IS

rv‘\,l
i
\

-(10)

2 Del griego orthos, derecho, recto, canénico, correcto.
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De hecho, cualquier pareja de vectores perpendiculares cuyo extremo acabara en la
circunferencia unitaria sefialada en trazo discontinuo seria una base ortonormal de

VZ

Recordar: «<Base ortonormal de V* son dos vectores cualesquiera perpendiculares y unitarios».

- -
Insistamos de nuevo en que {i, j} no es la Unica base ortonormal de v, pero si la mas simple, y por eso se

denomina base canénica® de V2.

Definicidn: «Dos vectores son ortogonales si son L»

Ejemplos: Las parejas de vectores de las siguientes dos figuras son posibles ejemplos de
vectores ortogonales:

N

u=(-12)

=
Il
|
r\_li‘:_'\j]
o S—
c
Il
—_
=
=

AN

Nétese que la ortogonalidad es una condicion menos fuerte que la ortonormalidad.

Por tanto: «Base ortogonal de V? son dos vectores cualesquiera perpendiculares».

Ventaja de utilizar la base candnica: Recordemos el ejemplo 1:

3
3v
\\
~
\\\\
S0 - - -
S~L w=2u+3v
4 ~
/ //
- / ,/
V. /7
_— e
f - /
o R
4 1 1 12 1
\ ,
/’
7
I \ /,
u \g
-
2u

% Del griego kanonikos, conforme a la regla.
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- - —
Vemos que en esa posible base {u,v} de V? las coordenadas del vector w de la figura serian 2 y 3, es decir,

- >
los coeficientes de la combinacion lineal. Pero si elegimos la base canénica {i, j} de V? entonces:

W=2U+3V = 2(37— Tj+3(27+ 27)

~LW=2u+3V —6i-2]+6i+6]=12i+4]
4
e

vAi2] — s es decir, en la base canonica las coordenadas
> — e de v_\; serian 12 y 4, que son precisamente las
// > e componentes del punto extremo del vector.
'\ R 7 ® 1w u_ Porlo tant(z, ala ventaja de utilizar la base
7 canonica | i,j} es que las coordenadas de
\“2/6 un vector coinciden con las del punto
extremo. En otra base tendria distintas
coordenadas.

Ejercicios final tema: 10 a 18

lll. MODULO DE UN VECTOR

Considerar el vector G de la figura adjunta. Como acabamos de ver
en el apartado anterior, las coordenadas de dicho vector en la base
canodnica seran las del extremo del vector, es decir, J:(a,b). Vamos
a hallar aplicando el teorema de Pitdgoras el médulo || G || de dicho
vector, es decir, la longitud del vector:

1 ) Ju? =a® +b7 =|[u]=+a+b* ®3)

—_

es decir, «el médulo de un vector es la raiz cuadrada de la suma

de los cuadrados de sus componentes».
Ejercicios final tema: 19

Consecuencias: 1) ;Como obtener un vector con la misma direccion que uno dado, pero unitario?:

5
Supongamos que nos dan un vector u, y queremos obtener un vector con su misma
direccion, pero unitario. La respuesta, viendo el dibujo es obvia: habra que dividirlo por su

>/ >
médulo; es decir, se tratara del vector u || u ||

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 64




N

¥ & Matematicas | VECTORES
_ ALFONSO GONZALEZ
" I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

LE 8, “Fernands de Mean™
‘SecelBuman (Castad Rusl)

La demostracion es también evidente:

- -
DEM: Si u lo dividimos por un nimero, como es |u|, obtendremos un vector con la misma

—>/—>
u/|lu]

direccién (y sentido).

~Lou-1 Qb

Jul

>/ -
u/|| u| es unitario, ya que su médulo es:

5
NOTA: En realidad, habria otro vector con la misma direcciéon que u Yy unitario, pero de

-/ > -
sentido contrario; se trataria del vector opuesto a u/|| ul (El uz deldibujo).

Ejercicios final tema: 20 a 23

2%) Distancia entre dos puntos:

N Q Supongamos dos puntos, P(X1,Y1) Y Q(X2,Y2), cuya distancia de
P P separacion, d(P,Q), queremos conocer. Es obvio que dicha
_)
d(P.Q) distancia (ver dibujo) coincidira con el | PQ|:

ﬁ
PQ = Q_P = (leyz)_(xlvyl) = (Xz =X Y, _yl)

ﬁ
= [|PQ ={d(P.Q) = J(x, - x,)* + (¥, - v,)* @)

Ejercicios final tema: 24

IV. PRODUCTO ESCALAR

- - -
Vamos a definir el producto escalar de dos vectores, uy v, que se designa como u-v (se lee “u escalar v"),
y cuyo resultado es un escalar:

Definicion: «El producto escalar de dos vectores es igual al producto de sus médulos por el coseno
del angulo que formanx»:

<l

- > - -
u-v=[jull|[v|fcosa (5)

Observaciones: 1°) El producto escalar asi definido puede ser un niimero positivo, negativo, o nulo. Y cada
una de estas tres posibilidades tiene su significado grafico:

—

- = - -
u-v=0<« u.lv| (Condicién de perpendicularidad) \V/j
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—> v -
v >0 < a<90° w

iy
-

- - -
u-v <0 < 90°< a <180° V\/'u

cl

2°) La férmula (5), es decir, la definicién del producto escalar, no es muy operativa en la
practica a la hora de hallar el producto escalar de dos vectores, pues normalmente
desconocemos el angulo a que estos forman. en su lugar se suele aplicar la siguiente
formula, llamada expresion analitica® del producto escalar:

i=(a-b) a.;:(a'b).(c,d):ac+bd ©)
v =(c,d)

3°) El modulo de un vector se puede expresar en funcidn del producto escalar: Para ello,
—
basta considerar el producto escalar de un vector u consigo mismo:

- > - - nd )
uru = |ul uf cosoo=|u]

N
Despejamos |ul|:

i
Jufl=yu-u

En efecto, si las componentes del vector son u =(a,b), nos queda:

[6]=a-t - ab)(ab] & b

es decir, volvemos a obtener (3).

4°) jCuidado con la notacion! Es muy importante, a la hora de simbolizar el producto
- -

escalar de dos vectores, no olvidar el - entre ambos u-v . Ahora bien, si de lo que se

trata es de multiplicar un escalar por un vector, para distinguir es recomendable no

N
indicar el producto conun - : A u

4 DEM: Veamos que (5) y (6) conducen al mismo resultado:

R L 1 0 0 1
u=(ab)=ai+bj| - - > = > o > Ao /

R N U-V:(al+bjj-(CI+dj)=aC +adj/ j+bcy j+bgj =ac+bd (C.QD)
v=(cd)=ci+d]

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 66




N

¥ & Matematicas | VECTORES

_ ALFONSO GONZALEZ
LE 5, “Fornando de Mona” I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

‘SecelBuman (Castad Rusl)

) - > o >
59 Propiedades: CONMUTATIVA: u-v =v-uU

- > > 5 >
ASOCIATIVA MIXTA:  A(u-v)=(u)v =u-(AV)

> o5 o

- - -
DISTRIBUTIVA: u-(V+W)=U-V+U-W

<l

(Todas estas propiedades son de inmediata demostraciéon®, tanto analitica como
graficamente).

Ejercicios final tema: 25 a 37
6°) ¢Como obtener un vector perpendicular a un vector dado? Supongamos que nos
dan el vector a:(a,b). Entonces, para obtener un vector normal®, es decir, L a él

tenemos que permutar sus componentes y cambiar una de ellas de signo (la que

queramos), esto es n= (-b,a) . Es decir:

«Dado u=(a,b) = n=(-b,a) L u»
Dem: J-H=(a,b)-(—b,a)=—ab+ab=0 —uln (C.QD)

Notese que también valdria el (b,-a) como vector normal. E incluso habria infinitos
vectores, que serian todos los proporcionales a (b,-a) o (-b,a).

Ejercicios final tema: 38 a 41

7° Angulo entre dos vectores: Se obtiene faciimente, sin mas que despejar en
- > o o
u-v =|u|v| cosa

- >

u+v u.v -i-UyVy

XX

- - 2 2 2 2
Nup v e v Wiy

()

5
V:(vaVy) Ccosa =

5
o u:(uxvuy)

Ejercicios final tema: 42 y siguientes

5 -
Nos remitimos, para ello, a Internet.
® En Geometria el adjetivo normal es sinénimo de perpendicular.
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1. a) Representar en el mismo plano los vectores:
re
|

a=(31) b=(-15) c=(2-4) d=(-3-1) i=(1,0) j=(0,1) e=(3,0) f=(0-5)

b) Escribir las coordenadas de los vectores fijos de la figura adjunta (puede hacerse en este cuaderno):

2. a) Dibujar dos vectores de origen comun, igual modulo, y que formen un angulo de 135°. Expresarlos
analiticamente.

b) Dibujar dos vectores que tengan el origen comun y los sentidos opuestos. Expresarlos analiticamente.
¢, Qué angulo forman dichos vectores?

3. Dado el paralelogramo de la figural:

. " - . N -
a) Indicar, analitica y graficamente, un vector equipolente con ¢cp; idem con AD (puede hacerse en este
cuaderno)

- -
b) Indicar, analitica y graficamente, un vector opuesto a CcD ; idem con AD (puede hacerse en este
cuaderno)

1

Recordar que, por convenio, los vértices de un poligono se designan con letras mayusculas, en orden alfabético (A, B,
C, D...), y en sentido levogiro i.e. antihorario.
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Operaciones con vectores:

. d — . s .
4. Dados los vectores libres ay b de la figura, calcular grafica —los cuatro primeros apartados, en los
mismos ejes— y analiticamente (en funcién de la base ortonormal de 1?):

a) §+B

b) a—b
c) 321

d) 3a+2b
e) 2a—3b

5. a) Determinar, analiticamente, si los puntos A(3,1), B(5,2) y C(1,0) estan alineados.
b) idem para A(1,1), B(3,4)y C(4,6) (Nota: un dibujo puede ser util)

c¢) Hallar k para que los puntos A(1,7), B(-3,4) y C(k,5) estén alineados. (Soluc: Si; NO; k=-5/3)

6. Considerar el segmento de extremos A(-2,1) y B(5,4). Hallar:
a) El punto medio M [Sol: M(3/2,5/2)]

b) Los dos puntos P y Q que lo dividen en tres partes iguales. [Soluc: P(1/3,2)y Q(8/3,3)]

7. Hallar las coordenadas del punto P que divide al segmento de extremos A(3,4) y B(0,-2) en dos partes

— —
tales que BP=2PA [Soluc: P(2,2)]

8. a) De los vectores gy B conocemos |§| =2, |B| = 5y el angulo que forman, a.=60°. Hallar ‘§+ B‘ y

‘g_ B (Soluc: V39 y~19 , respectivamente)

b) De los vectores ay b conocemos ‘§+ B‘ -5, |B| — /19y ab = 30°. Hallar ‘g‘ (soluc: 9=457)
2

9. Dos fuerzas ﬁ;yF; de intensidades 20 N y 30 N actian sobre el mismo cuerpo y forman entre ellas un

angulo de 60°. Hacer un dibujo. ¢ Cuantos N tiene la resultante ﬁ? (Soluc: 43,6 N)

Combinacion lineal de vectores:

10. Expresar g =(9,5)y E =(-5,7) como combinacion lineal de ; =(13)e ;:(3,—2) , analitica y

graficamente. (Soluc: a=3x+2y; b=x- 2y)

. . d
11. En cada apartado, obtener graficamente (en este cuaderno, mediante la regla del paralelogramo) u
. e . - - . . . . -, . sy .
como combinacién lineal de ay b, e indicar dicha combinacion lineal tanto analiticamente como mediante
una frase (Véase el 1% ejemplo):
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a)

c)

en la base {x, y} deV/? sont y — 2, respectivamente )
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[

/
// I
4
/’/
b '/’
/‘/ ;
//” a

— - — - - — - —
Soluc : u=2a+3b,es decir, las coordenadas de u Soluc : u =3a-2 b,es decir, las coordenadas de u

en la base {a, b} deV/? son 2 y 3, respectivamente ) en la base {a, b} deVV? son 3 y - 2, respectivamente, )
’ - d) " v
y X e
5\ 1
\\ I
N /
\\\‘ I
SN
o
u II
u
Soluc : u = x-2 y,es decir, las coordenadas de u Soluc : u =-2v-2w,es decir, las coordenadas de u

- >

en la base {v, W} deV/? son -2y - 2, respectivamente)

. ¢ Qué ventaja tiene esta base {TT} de Vv2? ¢Qué
nombre recibe?

C

- —

Soluc : u=8i+5 j,es decir,las coordenadas de u

- =

en la base ortonormal { i f }de VZson8y 5 )

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital

siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 70



N

A*;:. Matematicas |
-

VECTORES

ALFONSO GOI\!ZALEZ
I.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS
‘Secetemas (Cutd st

12. Comprobar analiticamente las combinaciones lineales del ejercicio anterior
13. Dados los vectores libres de la figura:
a) Razonar que {a, b}constituye una base de V?.
—> i ., i —> —>
b) Obtener ¢ como combinacion linealde ay b

¢) Comprobar graficamente la combinacion lineal anterior.
- - 1>
Soluc : ¢ =2 a—Eb

- -
14. Dados los vectores U =(3,4) y V =(-2,3) , se pide:

a) Razonar que pueden ser base de V7.

4)
b) Obtener analiticamente las coordenadas de w =(-12,1) en la base anterior.

(Sol: ;=—2;+3;)

c) Explicar graficamente la situacion.

— — — —
15. Expresar los vectores a 'y b de la figura como combinacion lineal de x e y (solo analiticamente):

> > 3>
Soluc: a=x-—y,;
2
- 127 137
b=—x-—
5 10

16. Definir base de V?, combinacion lineal y coordenadas de un vector referidas a una base. Explicar estos

conceptos mediante la base formada por {f}:(z,l); \7:(_13)} y el vector W:(4,9), analitica y graficamente.

— -

(Soluc: ;/= 3u+2v )

—> —>
a) ¢Los vectores x e y de la figura pueden ser base de V22
Razonar la respuesta.

— . . . —> — — — —
b) Expresar u como combinacion linealde X e y (Sol: u=3x—2y)

c) Comprobar graficamente lo anterior.

N
18. Expresar el vector w de la figura como combinacién lineal

— —
de u y v, analitica y graficamente (esto Ultimo en la propia
figura). (Soluc: W=2u+3v)
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Moédulo de un vector:

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Calcular el médulo de los siguientes vectores, y dibujarlos (los siete primeros en los mismos ejes):

- - - - - - - - [\@lj

a=(43), b=(3-4), c=(11), d=(55), e=(4-3), f=(60), u=(0-3y v-=

2 2

- 1 L g .
a) Calcular el valor de m para que el vector u :(E,m) sea unitario. Razonar graficamente por qué se

obtienen dos soluciones. (Soluc: )
. > (N2
b) Idem para v = (szj (Soluc: m = i%)
a) Hallar x para que el modulo del vector u= (x,5) seaigual a 13. (Soluc: x=12)
b) Hallar x para que se cumpla que u+i= 57. Comprobar graficamente el resultado. (Soluc: x=-1)

b) Dado el vector [x, %J hallar x para que sea unitario, y también para que tenga médulo 5 (resultados
racionalizados y simplificados). (Soluc: x=+/3/2; x=%3/11/2)

- . . . . .z —> 7L
a) Dado u=(6,8) hallar los dos vectores unitarios que tienen la direccion de wiRazonar graficamente la
situacion.

b) idem para u = 4,-7)

c) idem para u = (+2,2)

a) Para cada uno de los siguientes vectores, obtener uno unitario y con la misma direccion:
a=(3,-4) b=(11) c=(12,5) d=(6,-3)

b) Hallar el vector v de médulo 5 que sea paralelo al a= (36,-27)

Dibujar los siguientes pares de puntos y hallar su distancia:

a)P(1,2)yQ(5,-1) b)P(6,3)yQ(-2,-3) ¢)P(2,1)yQ(2,5) d)A(-1,3)yB(5,3)

e)A(5,3)yelorigen f) P(1,5)yQ(5,2) (Soluc:a)5; b)10; c) 4; d)6; e) /34 ; f)5)

Producto escalar:

25.

26.

a) Dados u= (5,0) y V= (2,2) se pide: i) Dibujarlos ii) Calcular su producto escalar de dos formas posibles,
y comprobar que coincide el resultado.

. > > A
b)ldemconu=(1,1)y v=(-2,00 e
¢) idem con u=(21) y v=(-2.4) 2/

: : e o 60°
a) Dada la figura adjunta, hallar OA - OB aplicando la definicion de producto escalar. !

(Soluc: -2) 0 60° E

b) Hallar las coordenadas de Ay B (no valen decimales). i
_____ IB
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c) Hallar OA - OB mediante la expresion analitica del producto escalar, y comprobar que se obtiene lo
mismo que en el apartado a.

27. a) Considerar el hexagono regular de la figura Y u
a derecha, de lado 2. Hallar u-v de dos formas.
(Soluc: 2)
l{iﬁ b) Hallar a-b en la figura izquierda, analiticamente.
/@o ' Hallar también analiticamente el &ngulo que
forman los dos vectores.

- ~ 1 . . .
28. a) Hallar analiticamente el producto escalar del vector u :(?, m] consigo mismo, sabiendo que es

unitario y que se encuentra en el 4° cuadrante. (Soluc: 1) A

b) Calcular lo anterior utilizando razonadamente la definicion de producto
escalar, y comprobar que se obtiene idéntico resultado.

3 Y 29. En el rombo de la figura, de diagonales 6 y 8, hallar D B
- >
AD-AB aplicando la definicion de producto escalar.
(Soluc: 7)
- -
30. En el cuadrado de la figura, de lado 3, hallar u-v
_ aplicando la definicion de producto escalar.  (Soluc: 3) C

» u

31. Dados a = (-3,1), b = (2,3), ¢ = (1,0) y d = (5,-2) , calcular:

- > > o 2
a)a-b h) 2(d 'Cj n) (a+b) dedosformas
b)B; H 2 - > —

o ) a-c 0) (a+bj-(a—bj de dos formas
c)d-a j)(gwg .d dedosformas s (o

N p) a-b (c +dj
d)b-c k)(B aj_)

. a > 55 5\ - -

S .bla-b|b-
e)b-d %2 [ j ‘

N ) b[d~a) -ho_c
fc.d rya-bc-c

52 m) 5.8-5.8 de dos formas
9) a

(Sol: @) -3; b) -3; ¢)-17; d) 2; €) 4; )5; @) 10; h) 10; i) -3; j) -13; k) (-12,4); I) (-34, -51); m) 14; n) 17; 0) -3;
p) (-18,6); 0) (30,12); 1) (-4,0))

32. TEORIA: Indicar, razonadamente, si el resultado de las siguientes operaciones es un escalar o un vector:

a) [ggj (38} b) 2(65-8) c) 5(68)8 (Soluc: escalar, en los tres casos)

33. Un triangulo ABC es tal que |AB| =5, [BC|=7 y B =120°. Calcular BA -BC y su superficie.
I (So/uc —375 35\/51/2]

4
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34. Sea un triangulo equilatero ABC de lado 6. Hallar:
A

a)AB-AC b)CA-CB Cc)BA-CB d)AB.CB e)AC-BA f)AA-AC

(Aviso: Para considerar el producto escalar graficamente, previamente los dos vectores han de tener
origen comun, para lo cual en ciertos casos habra que trasladar uno de ellos).

(Soluc: a) 18; b) 18; c) -18; d) 18; e) -18; f) 0) D

v 2
35. En el paralelogramo de la figura, hallar AB. AﬁDyAﬁB. AC 159‘;/
A

(Soluc: 518; 16,34) 5 B

C

36. Demostrar que los puntos A(-3,2), B(1,9) y C(4,-2) forman un triangulo rectangulo en A.

37. Hallar x de modo que el producto escalar de los vectores ;=(3,—5) y Bz(x,Z)sea iguala 8  (Soluc: x=6)

38. Hallar las componentes de un vector U cuyo mddulo es 217 y que es ortogonal al vector v=(4,1).

Hacer un dibujo explicativo de la situacion. ('Soluc:u: =(2,-8) y uz =(-2,8))

39. Hallar las componentes de un vector cuyo producto escalar por si mismo es 20 y cuyo producto escalar
por el vector (3,2) es 2. (Soluc: (38/13,-44/13) y (-2,4))

* 40. Resolver el problema 8 analiticamente, y comprobar que se obtiene el mismo resultado.

41. Considerar los puntos A(1,2) y B(4,6). Hallar el punto C(x,y) 'ﬂ qgue el segmento AB sea L al
segmento AC y de la misma longitud. Hallar el area del triangulo ABC (Se recomienda hacer previamente

un dibujo). (Soluc: (5,-1) y (-3,5); Sasc=25/2 u?)

Angulo de dos vectores:

42. Calcular el angulo formado por los siguientes pares de vectores, y dibujarlos (cada apartado en diferentes

ejes):
- - - -
au=021)yv=(13 (Soluc: 45°) e) x=(-512) y y =(8,-6) (Sol: =149°29%)
- - - -
b)u=(3,1)yv=(43) (Soluc:30°) | f) u=(21) yv=(923) (Soluc: 135°)
- - - -
c)a :(3\/5,\/67) y b =(—3\/27,\/67) (Soluc:1209 | 9) u=(43) y v =(1,7) (Soluc: 45°)
- -
d u=@41y v=(-28) (Soluc: 90°)

- -
43. Dados los vectores u =(3,-4) y v =(5,6), calcular:

a) El angulo que forman. (Soluc: 2103°19’)
b) Un vector en la direccion y sentido de L_j gue sea unitario. (Soluc: (3/5,-4/5))
¢) Un vector en la direccion y sentido de ade modulo 15. (Soluc: (9,-12))

—> —> . . B
d) ¢Son u y v ortogonales? En caso contrario, buscar un vector cualquiera ortogonal a wa
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44. ;Qué angulo forman los vectores unitarios 5 Y B en los siguientes casos?:
- > - - - > - \/>
a) ab=1 b) a3 Oapo L d) 2p-Y2
2 2 2
(Soluc: a) 0°; b) 30°; c) 120°; d) 45°)

- -
VvV =

45. Comprobar que los vectores u =(8,15) y (30,-16) constituyen una base ortogonal. Comprobar que

-, > -, =
los vectores u /| uly v /| v | forman una base ortonormal.

-> > NE)

46. De dos vectores u y v sabemos que son unitarios y que su producto escalar es — - ; Qué angulo

forman?  (Soluc: 150°)

Problemas con pardmetros:

NOTA: En los ejercicios siguientes se recomienda hacer un dibujo previo de la situacion.

- - - ) e
47. Calcular x e y ena =(-x,4), b=(-1,5)y ¢ =(3,y), si se sabe que a1byc Lb . Comprobar el
resultado graficamente. (Soluc: x=-20; y=3/5)

48. Obtener tres vectores cualesquiera perpendiculares a (-1,-3), siendo al menos uno de ellos unitario.
Explicar graficamente el resultado.

1 V2

- - .
49. Hallar el valor de m para que u :[5' m) y v _[2, 1] sean ortogonales. Interpretar el resultado graficamente.
(Soluc: —~2/4)

- — - - - -
50. Dados x =(2,-3) e y =(a,4), calcular a paraque: a) x/y b) x1iy (Sol: a) a=-8/3; b) a=6)

_)
51. Hallar un vector v que tenga modulo 3 y que forme un &ngulo de 90° con Z =(3,4) (Aviso: puede haber

dos soluciones). Explicar graficamente la situacion. (Soluc: V1= (12/5,-9/5) y Vo= _\71)

52. Dados G:(s,l), 3:(a,—1/2) y \7\,:(_3,2) , Se pide:

a) Hallar a para que v sea unitario. Comprobar graficamente el resultado. (Sol: a = i\/§/2)

b) Hallar a paraque u vy v sean //. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Sol: a=-3/2)

v
u
¢) Hallar a para que v y w sean L. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Sol: a=-1/3)
d) Hallar un vector L a u y unitario. (Sol : (-1/+10,3/+10) o su opuesto)

e) Hallar el angulo que forman u y w (Sol: 2127°52' 30")

AN

53. a) Calcular las componentes de un vectora de modulo 2 y tal que Tu=30° (Aviso: puede haber dos
soluciones) (Soluc u=(3.1)y u,=(3 ,_1)j
A
b) idem con juj=3v2 y iu=45° (Soluc m =(33) y Uz =(3,—3))

- -
54. Calcular a con la condicion de que u =(a,1) forme 60° con v =(1,1) (Aviso: puede haber dos soluciones,
I por lo que se recomienda hacer un dibujo) (Soluc V3 _ 2)
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55. Hallar el valor de x para que el vector (x,1) forme 45° con el vector (1,2) (Aviso: puede haber dos
soluciones) (Soluc: x1=3 y x2=-1/3)

- -
56. Dados los vectores u =(2,-1) y v =(a,3), calcular a de modo que:
- -
a) uyv sean ortogonales (Soluc: a=3/2)
- - 24 +15+3
b) uyv formen 60° [Soluc : a:+171}
_) _) . . .« s
C) uyv tengan la misma direccion (Soluc: a=-6)

- -
57. Dados los vectores a =(1,-1) y b =(2,m), hallar m de forma que:

- -

a) ayb sean ortogonales. (Soluc: m=2)
- - . B .,

b) ayb tengan la misma direccion. (Soluc: m=-2)
_) . .

c) b sea unitario. (Soluc: 7 soluc.)
- -

d) ayb formen 45° (Soluc: m=0)

- -
58. Dados a =(3,-4) y b =(5,x), hallar x para que:

a) ambos vectores sean perpendiculares (Soluc: x=15/4)

b) ambos vectores formen 30° (Soluc: x1=-2,1; x2=-41,50)

¢) tengan la misma direccion (Soluc: x=-20/3)

59. Dados u = 2,1)y V= (a,—3), se pide:
a) Hallar a para que sean //. Justificar graficamente la solucién obtenida. (Soluc: a=-6)
b) Hallar a para que sean L. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Soluc: a=3/2)
¢) Hallar a para que formen 45°. Justificar graficamente la solucién obtenida. (Soluc: a=9)
d) Hallar un vector L a u de modulo5  (Soluc: (-5 2v5) 0 su opuesto)

-

60. Dados a:(S,—4) y v=(a,2), se pide:
a) Hallar a tal que a; = 4% (§oluc: a=4)
b) ¢ Qué angulo formarany Y V en el caso anterior? (Soluc: 279° 41' 43")
¢) Hallar a tal que a i G Explicar graficamente la situacion. (Soluc: a=-3/2)

d) Hallar un vector L aa y de médulo 10. Explicar graficamente la situacion. (Soluc: (8,6), o su opuesto)

61. Considerar los vectores u = (b,—\/§) y V= (—%,a]

a) Hallar ay b para que Vv sea unitario y ambos vectores sean L y estén en el semiplano inferior.
(Soluc: a=-/3/2; b=3)
b) Comprobar graficamente el resultado:

¢) Sib=0, ¢podrian ser // para algun valor de a? (Soluc: NO)
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Area de un tridngulo:

62. Hallar los angulos del triangulo de vértices A(-2,2), B(5,3) y C(2,15). Hallar también su area.
(Soluc: A=64° 46'; B284°6'; C=31°8"; Sasc=43,5 u2)

63. Dado el triangulo de vértices A(1,1), B(5,4) y C(-5,9), se pide:

a) Dibujarlo.

oo
b) Demostrar que es rectangulo en A (SO'UC tAB -AC =0j
c) Hallar su éarea. (Soluc: Sasc=25 u?)

64. a) Dibujar el triangulo de vértices A(1,-2), B(3,-1) y C(2,1) y hallar su area. (Soluc: Sasc=2,5 u?)
b) idem con A(3,8), B(-11,3) y C(-8,-2)  (Soluc: Sagc=42,5 u?)
c) idem con A(4,-1), B(2,1) y C(0,2)  (Soluc: Sasc=1 u?)

. -
65. TEORIA: a) Dado el vector u =(3,-4) , hallar razonadamente otro vector con la misma direccién pero de
maodulo 2. Hacer un dibujo explicativo.

N

b) Dados J:(—1,2), ;:(2,—3) y VT/:(%4) hallar [asjw

c) ¢Son ortonormales a :(@%J y b :{_ggj ? ¢ Y ortogonales?

d) ¢Qué indica el signo del producto escalar? Indicar ejemplos.
e) Demostrar que el vector (B E)g_(g. E]B es perpendicular al vector ¢

f) ¢Pueden ser paralelos los vectores (2,a) y (0,5)?

g) ¢Puede ser un unitario el vector (2,a)? (Razonarlo no analiticamente)
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Ejercicio 1

Dados los vectores u v v mediante sus coordenadas respecto a una hase or-
tonormal, u(3, —=4), v(~1, 3), halla:

o —F % %

ajuv y v-u

. ™

bl jul, |v] v (v, ¥)

c) Elvalor de & para que (4, k) sea perpendiculara v.
d)Un vector unitario perpendicular a u.

aju-v=1{3-4y-(-1,3)=3 (1) +{-4)- 3=-15
— — p . oy P R o "3 - Y k4
veou={-1, 33 -dr=0-11-3+3 (=)= -15

by |u] =32+ (=42 =5
|¥] = V(=17 + 3
~15 =

cos (U, V) = e = — = —(,0480832981 — (4, V) = 161° 33' 54"
lul |[v]  sv10

ey ey Li-1,3) = (4, k) (-1, 3 =0 = —d4+3k=0 — k=

Para que (4, &) sea perpendicular a v, ha de ser b=
) Un vector perpendicular a u(3, —4) es, por ejemplo, (4, 3).

Un vector unitario paralelo a (4, 3) es m :
Lo, 2

A
ric
ot
It
WL l ot
s,
:522@
Skt
o
it
o)A
Sl e

{33

(1) ! £

"“"I

"

|
‘wsl sl

}
J’il L

Hay dos vectores unitarios perpendiculares a (3, —4). Son }
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Ejercicio 2

. . . — . 8 % = =
Escribe los vectores u, v, w como combinacién linealde X e v.

i
-

iCuiles serin las coordenadas de esos vectores respecto a la base B(X, ¥)?

Ejercicio 4

Dados los vectores a(3, -2), b(~1, 2} y ¢(0,-5), calcula m v # de modo que:
¢ = ma + ub.

[ O=3m—n

(0, =5) = m(3, -2} + ni '
l —5 = g+ 20

i—1, 2% —

Tt

Resolvermnos el sisten

cfando en la primera ecu

no= 3m, v sustituvendo en la segunca:

4 k1

oA e % CA < =_":§ . .=_.5
-y ~— Lt YR Ty AT I T - —#  }i
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Ejercicio 5

;Cudles de los siguientes pares de vectores forman una base?

., . — .. — - ¥
a)u(3, —1), ¥(1, 3) biu(z, 6), ?(; l’}

=

Ny gt B e P o - —* = . y
a) Si, tienen distinta direccion (0 = v para cualquier &), Dasta con representar-
los graficamente para comprobarle,

b No, pues tienen la misma direccion {u = 3v

Ejercicio 6

Dados u(2,3). v(=3, 1) y w(5, 2), calcula:
a) (3u + 2v)w

Pu-w-v-w

cHu-vIw

dyuly - v)
W gy Halle primervo laz coovdenadas de Fa + 20

, ” - 4 e P M % ; - “ ¥ e -
o} Efectiia w - v, Multiplica el resultado (un wimero) poy ol vector w0, Oibtendrdas

R pecior,

)AL+ 2V =302, 30+ 2(=3, 1) = (6, 9) + (=6, 21 = (0, 11)
o = — e e . - : g o
B+ 2vyew =0 11«8, 2y=0 - 5+11 -2=0+22=22

#
#l
I
i l'» 5
r
Lot
It
e
o
+
b
I
!
pa
5

it

-3 ? ~F 3 g A g g oy i
- 1 - W oW = 1D~ (=130 D+ 13 = 20

== — . . - . . N
Crue v =233 11==0+3=-3

R o e o ; " 2
(u-viw==3(5 2y=1{-15 -0}

Yoy o= (=3, 1+ (-3 =9+ 1=10

UV V) =(2,3) - 10 = (20, 30
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Ejercicio 7

Halla el valor de m para que el médulo del vector 1| ——f—, mi| seaiguala 1.
i

i 4
s B o P, o 2 e o
luj = ’\‘j{— it sl s —— At sl s gt s e ]
L5 iy 25 T 4
o I B
- 5

. m| seaiguala 1.

s o P "
s ' L2 i T = 16 =
fuf = tmet=1 = Ll T :
L5 25 25 ™ %

&
oA
s
it

(8]

1
|

Ejercicio 9
Halla las coordenadas de un vector vix, y), ortogonal a u(3, 4) v que mida

el doble que 1.

=10 = a?+ 7= 100 [

- -
glv —

9] =2

Resolvermos o sistem

Drespefumos & en la primera ecuacion v sustituimos en la segunda:

] {4 52 . - 14 4 ‘
x=—y = [ +1i=100 — Tvz + 2 =100 - =100 — y =40
. - B T
Sy =0 = ox=——  0==8 — v (-8 0) i

¥y 3 /,
Fatni
Sty =-0 = a5 — - (=0) =8 = v, (8 -0}
3 v,
) iy
El problema tiene dos posibles soluciones,
tales que: =
-3 — i
% i = -y ;;2 ",
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Ejercicio 11

) - -+ - i oY s A 2 e
Dados los vectores a = 2u -V ¥ b=-3u+ kv, ﬁmndg u=02,3) v v=1{=3 0),
halla # de modo que (a+b) seaortogonala {a=b).

o . ; = - 3
s Escribe las coordenados de (a+ D) y { a—b

s — % ol e T . o o N
S Qa+ by L{a—b entonces (a+ b} (a—Db) =0 Oblendrds waa ecuacion cruya in-
cagrila es R

L

a=2(2 3 - (=3 0)=(7.0) ] [7
b =3(2, 31 + ki(=3, 1) = (=6 = 3k, =9 | E

Ahora, como el producto escalar de ambos vectores debe ser 0, por ser ortogona-
les:
(1 =3k =3y -(13+ 3k 15)=0 — (1 -3 U3+ 3R +(-3) - 15 =10

13+ 30— 30k -0k~ 45 =0 — 9%+ 36k+32=10

pe —S0% V1296 - 1152 _ =30+ V144 _
' 18 1

—30 + 12 e =247 18 = —

e

18 T —ARIE =

Ejercicio 12

" , , — ; ~ ) —_ = N
Calcula las coordenadas de un vector v talque |u| =1 v u-v =1 siendo
s .

v(2, 1)

- S —* . S A ¥ "
ufea, b) — |u] =1 — va*+b° =1

Resolvernos ¢ sistoma:
-

— " " RS o :
wew =1 — {a br-i2, 1

b

it

1 — Z2a+b=1 {

I

120 — a*+i{1l-2ar =1 = @+ 1 +4a° —da=1 — 5a
=i — b=1

, 3
= — b=.—
=
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|. ECUACIONES de |la RECTA

I.1) Determinacién principal de la recta:

Es evidente que una recta r (ver dibujo) va a quedar

determinada por un punto cualquiera de ella (A € r) y un vector

- -
director, es decir, que tenga su misma direccion (u, = 0 ). Ambos

elementos, punto y vector director, constituyen la determinacion

N principal de la recta. En la préactica, escribiremos:

r:{A,U_:}

¢ Por qué utilizamos el calificativo “principal”? Porque, obviamente, no es la Unica forma de determinar
una recta. Existen infinitas formas: por ejemplo, es evidente que solo existe una recta que pase por dos
puntos, 0 una recta paralela a otra dada y que pase por un punto exterior a ésta, o perpendicular a otra recta
dada y que pase por un determinado punto, etc. Ahora bien, nétese que siempre nos daran dos datos para

determinar una recta.

I.2) Ecuacién vectorial y paramétrica:

N Considerar la recta r de la figura adjunta. Supongamos que
_)
- AX nos dan su determinacion principal, es decir, {A,u,}.
u, =(uyV X(X,y)
Supongamos un punto genérico X e r, es decir, un punto
P - pong p g p
r a X cualquiera de r, que puede variar. Es evidente que si X esta en la

recta, entonces el vector AX serd proporcional a u (por ejemplo
_)

en el dibujo se ve que AX es aproximadamente el triple que ur ),

es decir:

N

%
Xer= AX=2u, Q)

donde X € R se llama parametro, y va a jugar un papel fundamental en todo el tema. Dando valores positivos

y negativos a X se irian obteniendo los infinitos puntos X que irfan trazando la recta ’.

Por otra parte, es evidente en el dibujo la siguiente suma vectorial:

+ AX (2)

+AU,| (donde A € R) EC.VECTORIAL 3

1 . . - .
Esto puede verse de forma interactiva en el siguiente enlace, muy interesante y recomendable:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales _didacticos/Puntos_rectas planos d3/Representacion_de rectas.htm
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En la préactica, la ecuacién vectorial no es Gtil en si misma, pero si si la descomponemos en sus dos
coordenadas, obteniendo asi las ecuaciones paramétricas:

y=b4v EC. PARAMETRICAS (4)

x:a+7uu}

Observaciones: 1%) Dando valores a A € ‘R se obtienen los infinitos puntos (x,y) de la recta.

22)Y viceversa, a un mismo punto (X,y) le tiene que corresponder el mismo A para las dos
ecuaciones.

3%) Desventaja: La forma paramétrica de una recta no es Unica, es decir, una misma recta
tiene infinitas formas de ecuaciones paramétricas ?, todas ellas validas.

Ejercicios final tema: 1y 2

I.3) Forma continua y general (o implicita):

Si despejamos A de las dos ecuaciones e igualamos, obtenemos la ecuaciéon continua:

=— EC. CONTINUA (5)

Observaciones: 1%) Todo punto (x,y) que verifique la igualdad e r, y viceversa.

2%) Desventaja: La forma continua de una recta no es Unica, es decir, una misma recta tiene
infinitas formas de ecuacién continua, todas ellas validas.

3%) Recordemos que no existe la division por 0, es decir, ha de ser u,v=0. ¢Qué ocurre si u
o v=07? Son casos especiales:
y ‘r x=k

u=0 —> RECTA VERTICAL x=k

v=0 —> RECTA HORIZONTAL y=k

v

Multiplicando en cruz en la forma continua y agrupando términos:

(x-a)v =[y-bju
Wi —ay =uy-hbu
v —uy+bu—av =0
\_'_I
=C
v=A U=-B

Para simplificar la expresion hacemos la identificacién de coeficientes indicada, con lo cual obtenemos
la ecuacion general o implicita de la recta:

Ello es debido a que, obviamente, una recta tiene infinitos posibles vectores directores, y también podemos sustituir infinitos puntos
(a,b,c) en las ecuaciones paramétricas.
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AXx+By+C=0 EC. GRAL o IMPLICITA (6)

Observaciones: 1%) Todo punto (x,y) que verifique la ecuacion e r, y viceversa.

2%)Ventaja: La forma general o implicita de la recta es Unica (salvo simplificacién de sus
tres coeficientes).

_)
u, =

38) Recordemos que -u=Bi.e. u=-B, y que v=A = (-B,A) (También vale J: = (B,—A))

Ejercicios final tema: 3a5

I.4) Ecuacién punto-pendiente:

Partimos de nuevo de la forma continua:

pendiente

EC. PTO.-PDTE. (7

coordenadas
del punto

—>
Observaciones: 1%)Como u, =(u,v), entonces el cociente v/u lo hemos redefinido como m, y se llama

pendiente de la recta. En el dibujo puede verse que v/u=m es la tangente del angulo
gue forma la recta con la horizontal:

sz:tga (8)
u

]

es decir, m, indica la inclinacion de la recta, y
por eso se llama pendiente: «La pendiente,
m, de una recta es la tangente del angulo que forma dicha recta con la parte
positiva del eje x»

2%) El signo de m nos indica si la recta es creciente o decreciente:

\ ae 22 cuad. = tga<0

]

ael® cuad. = tga>0

m>0 = RECTA CRECIENTE M <0 = RECTA DECRECIENTE
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3%)La pendiente de unarecta es Unica (jno asi el vector director!).

4%) La forma punto-pendiente no es Unica (téngase en cuenta que hay oo puntos (a,b) de la
recta).

Ejercicios final tema: 6

I.5) Ecuacion explicita:

Se obtiene despejando y de la forma general, o también de la punto-pendiente:

y-b=m(x-a), y-b=mx-ma, y=mx-ma+b = §,f=;m{+n! EC. EXPLICITA 9)
=n /

] ordenada en
pendiente el origen

Observaciones: 1%) El término independiente, n, llamado ordenada en el origen, indica a qué altura corta
la recta al eje de ordenadas. Por tanto, en funcién del signo que toman m y n hay 4
casos:

m>0 m<0 m<0

n>0 n<o0
m>0 n<0
- n>0 ~.

4

o/

2?) Esta forma es absolutamente Unica.
m Esquemaresumen de rectas: ver anexo al final del libro

Ejercicios final tema: 7 a 28

I.5) Condicién para que 3 (0 mas) puntos estén alineados:

Como puede verse en el dibujo adjunto, es obvio que, para que

A1A3 S - .
A1A tres puntos A, A, y As estén alineados, es condiciéon necesaria y
A - .
A ’ suficiente que al formar dos vectores cualesquiera con ellos® —por
2 — —
— A ejemplo, A;A, y A;A; -, estos sean paralelos. Recordar del tema
172 173
anterior que ello equivale a decir que tengan sus componentes
proporcionales:
. - - -
A, A LA, alineados < AA [ [AA, & AA, < AA, (10)
- o

% También valdria el par AjA, Y A,A,
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Ejercicios final tema: 16

ll. POSICION RELATIVA DE 2 RECTAS

Recordemos que en el plano sé6lo hay 3 posibilidades de posicién relativa de 2 rectas:

COINCIDENTES

SECANTES PARALELAS
(se cortan en (nunca se (se cortan
cortan) en co puntos)

un punto P)

Nétese que:

=
PARALELAS o COINCIDENTES => 19 sus u, son proporcionales

2°) sus m son iguales

Hay dos formas de estudiar su posicion relativa:

1°) Resolviendo el sistema:

Ejercicio 1: Estudiar la posicion relativa de los siguientes pares de rectas por medio de la resolucién del

sistema que forman:

2x+3y+1=0
(Soluc: Secantes)
3Xx-y+2=0
2x+3y+1=0
(Soluc: Paralelas)
4x+6y-3=0
2x+3y+1=0 .
(Soluc: Coincidentes)
Ax+6y+2=0
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2°) Estudiando sus m o G: . Recordar que si una recta venia dada en forma implicita i.e. Ax+By+C=0,
entonces su direccion venia dada por Jr = (—B,A). Por tanto, los dos primeros coeficientes, A y B, indican su
direccion. Entonces, si dos rectas tienen sus dos primeros coeficientes iguales o proporcionales, pueden ser o
bien paralelas o bien coincidentes. Si ademas el tercer coeficiente de ambas es igual o proporcional, es obvio
que seran la misma recta. Un razonamiento similar puede aplicarse si ambas rectas vienen dadas en

explicitas. Todo ello se resume en la siguiente tabla:

RECTAS en EXPLICITAS | RECTAS en IMPLICITAS
y=mx+n Ax+By+C=0
y=m'x+n' A'x+B'y+C'=0

SECANTES m=m' A * B
- Nz
A' B
PARALELAS m=m A = E * E
n=n' A B C
m=m' A B| C
COINCIDENTES n=n A Bl C

COND. de
PARALELISMO

(.|.

Ejercicio 2: Comprobar la posicidn relativa de los anteriores pares de rectas sin resolver el sistema:

2x+3y+1=0
a) X+Sy (Soluc: Secantes)
3Xx-y+2=0
2x+3y+1=0
b) Xrsys (Soluc: Paralelas)
4x+6y-3=0
2x+3y+1=0
X+3y+ (Soluc: Coincidentes)
4x+6y+2=0

Ejercicios final tema: 29 a 35

Aplicacion: HAZ de RECTAS //

Como acabamos de ver, si dos rectas que vienen dadas en implicitas tienen sus dos primeros
coeficientes iguales (o proporcionales) entonces seran paralelas. Por tanto, dada una recta Ax+By+C=0, las
o rectas de la forma Ax+By+K=0, que se obtienen dando valores a kcR, seran todas paralelas,
constituyendo lo que se conoce como HAZ de RECTAS PARALELAS. Un razonamiento parecido puede
aplicarse si estan en explicitas:

-

mismo u,
Dada Ax+By+C:OI:> Ax+By+K=( forma un HAZ de RECTAS //, dando valores a k ¢ R
Dada y=mx+n I:> y=mx+k | formaun HAZ de RECTAS //, dando valores a k ¢ R

misma pendiente
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Gréaficamente:

HAZ de RECTAS
PARALELAS

Ejercicios final tema: 36 a 40

lIl. PUNTOS y RECTAS NOTABLES de un TRIANGULO

I11.1) Recta L a una dada:

Recordemos del tema anterior que, dado un vector, para obtener un vector L habia que permutar sus
componentes y cambiar una de ellas de signo. En este caso, dado Jr =(-B,A), para obtener un vector

normal, es decir, 1, tenemos que hacer n= (A,B). Es decir:
- 1L - -
u, =(-B,A) ——) n=(AB) Ly, (11)

Notese que también valdria el (-A,-B) como vector normal. E incluso habria infinitos vectores, que
serian todos los proporcionales a (A, B).

Por tanto, si nos piden la ecuacion de una recta | a una recta dada y que pase por un determinado
punto, lo mas comodo es obtenerla en forma continua.

Ejercicios final tema: 41 a 44

111.2) Coordenadas del punto medio de un segmento:

Recordemos también del tema anterior que, dado un segmento de extremos A y B, las coordenadas de
su punto medio seran la semisuma de dichos extremos.

_A+B

(12)

Compruébese en el ejemplo del dibujo (Ver demostracion en Internet).

Ejercicios final tema: 45

111.3) MEDIATRIZ: «Es larecta L aun lado del triAngulo por su punto medio».

Como ya se ha explicado en 1ll.1, si nos dan la ecuacion de la recta que forma un lado del triangulo, se
recomienda obtener su mediatriz en forma continua. Para hallar el punto medio del lado hay que aplicar (12).
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Es obvio que un triangulo tiene 3 mediatrices, las cuales se cortan en un punto llamado
CIRCUNCENTRO", el cual se puede obtener resolviendo el sistema formado por dos mediatrices
cualesquiera.

Ejercicios final tema: 46 a 49

I11.4) BISECTRIZ: «Es la recta que divide un angulo en dos
iguales».

Las 3 hisectrices del triangulo se cortan en un punto llamado

INCENTRO?®. Si conocemos u obtenemos los vértices (A, B 'y C; ver

figura) de ambos lados, entonces la bisectriz es el lugar geométrico °

A A
formado por los co puntos genéricos X (x,y) que resultan de imponer que ABAX = AC AXE! o de la figura).

NOTA: Cuando se aborde mas adelante el célculo de la distancia punto-recta, se vera otro método
mucho mejor para hallar la bisectriz (vid. apdo. V).

Ejercicios final tema: 50

111.5) MEDIANA: «Es larecta que une un vértice con el punto medio del lado opuesto».

Las 3 medianas se cortan en un punto llamado BARICENTRO. o centro de B (b1, b)
gravedad. Para obtener cualquier mediana se recomienda la forma continua,
obteniendo el punto medio por (12). El baricentro se puede obtener de dos formas:

1°) Resolviendo el sistema formado por dos medianas cualesquiera.

29 Mediante la férmula G(al +b,+c, a,+b, + CZJ (13) C(cy,Ca)

’ 3
A(a1,az)
111.6) ALTURA: «Es larecta L a un lado que une éste (0 su prolonagacién) con
el vértice del lado opuesto».
Las 3 alturas se cortan en un punto llamado ORTOCENTRO . Se recomienda, a la hora de hallar cualquier altura, hacerlo
en forma continua, aplicando para ello lo visto en IIl.1.

* Se llama circuncentro porque es el centro de la circunferencia circunscrita (figura izda.). Recordar que si el triangulo es
obtusangulo, entonces el circuncentro se encuentra fuera de éste (figura dcha.).

® Se llama incentro porgue es el centro de la circunferencia inscrita. Siempre esta en el interior del triangulo:

®El lugar geométrico es un importante concepto matematico que veremos mas veces a lo largo del curso. Es un
conjunto de puntos (x,y) que cumplen una determinada condicién.

" El baricentro (del griego baros, pesadez, peso, carga, gravedad) siempre esta en el interior del triangulo.
8 El ortocentro (del griego orthos, derecho, recto, correcto) esta fuera del tridngulo si éste es obtusangulo:
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Ejercicios final tema: 51 a 57

Observaciones: 123) Existe una sencilla regla mnemotécnica para recordar qué punto notable corresponde a qué recta

notable, y viceversa:

22) Curiosidad: El baricentro, ortocentro y circuncentro (los tres primeros de la regla anterior) estan alineados
en lo que se conoce como recta de Euler.®, de forma que el baricentro esta siempre situado entre los

otros dos y a doble distancia del ortocentro que del circuncentro:

Circungéntro

o Baricentro
o Ortpcentro

o]

IV. ANGULO DE 2 RECTAS SECANTES

Como reza el titulo del apartado, soélo tiene interés considerar el angulo que forman dos rectas si éstas
son secantes pues, si son paralelas o coincidentes (lo cual es facil de detectar, pues, en tal caso, sus vectores
directores seran iguales o proporcionales), el angulo seria 0.

Hay dos formas de obtener el angulo de dos rectas secantes:

a) En funcion de los u, : En primer lugar, hay que hacer notar que por angulo de dos rectas entendemos
el menor i.e. el agudo (el a de la figura, no su suplementario, 180°-«)

Es evidente que el angulo a que forman ambas rectas coincidira
(salvo un detalle que luego explicaremos) con el que forman sus vectores
directores, por lo que utilizaremos la correspondiente férmula vista en el
tema anterior:

-

s v
COS o =COS| U, U, |=———"—
|

(14)

- -
lu, |1 11 ug |l

° En honor al insigne matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783), quien demostré este hecho.
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Observaciones: 12) El valor absoluto del numerador es para quedarnos con el angulo agudo,g,po con el
suplementario, 180°-a. En efecto, si no indicaramos el valor absoluto, u,-u, podria
resultar negativo, lo cual, como vimos en el tema anterior, significaria que ambos
vectores forman un angulo obtuso. Por otra parte, recordemos que
c0s(180°-a)=-cos« i.e. ambos &ngulos, el agudo y el suplementario tienen el mismo
coseno, salvo el signo; de ahi la necesidad del valor absoluto.

2%) Si las rectas son paralelas o coincidentes, es trivial que (14) daria un angulo O.
3?%) Esta férmula es préactica si ambas rectas vienen dadas en continua o general. En caso

contrario, es mejor utilizar la del siguiente apartado.

Condicion de perpendicularidad (en funcién de los coeficientes):

«Dos rectas, Ax+By+C=0y A'x+B'y+C'=0, son L <= |AA"+BB'=0}» (15)

NOTA: En la practica, dos rectas en implicitas son L si sus dos primeros coeficientes se encuentran
permutados y uno de ellos cambiado de signo. V.g. 2x-3y+5=0y 3x+2y=0.

r: Ax+By+C :0} —> u, = (-BA)
%

rls < u-u =0 < (-B,A)(-B',A")=BB'+AA'=0
DEM: s:A'x+B'y+C'=0

(C.QD.)

b) En funcion de las pendientes: Vamos a utilizar en este caso la formula de la tangente de la diferencia,
vista en el tema de Trigonometria. Por otra parte, recordemos del
apdo. 1.4 que la pendiente m de una recta es tga, siendo « el &ngulo
que forma con OX" (ver figura). Por tanto:

(16)

B ~ _ tga, —tgoy _| m, -m, |
tgo =tg(a, —a,) = 1+tga, tgo, _|1+m1m2|

Observaciones: 1%)  El valor absoluto de nuevo es para quedarnos
con el angulo agudo, «, no con el suplementario, 180°-«. En efecto, si
no indicaramos el valor absoluto, por ejemplo m,-m, podria resultar
negativo, lo cual conduciria a una tangente negativa, es decir, al suplementario de a. Y
recordemos que tg(180°-«)=-tg«; de ahi la necesidad del valor absoluto.

2%)En la préctica, y sobre todo en los problemas en los que aparece un parametro en
alguna recta, hay que intercambiar m, y m, para generar dos soluciones. De todas
formas, en tal caso se recomienda utilizar mejor (14).

3?) Esta férmula es (til si las rectas estan en pto.-pdte. o en explicita.

Condicion de perpendicularidad (en funcién de las pendientes):

«Si dos rectas son L, entonces sus pendientes son inversas y opuestas: |M, = —|» a7

DEM: o0=90°=>tga=c0c=>1+rmm,=0=m, = S (CQD)

1
el numerador de (16) debe anularse
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Ejercicio final tema: 58 a 73

V. d(P,)

Supongamos que nos dan un punto P(x,,y,) y queremos obtener
su distancia a la recta r de ecuacion Ax+By+C=0 (ver figura). Esta
sera igual a la distancia entre P y P’, proyeccion ortogonal de P sobre r,
y viene dada por la siguiente formula:

. r: Ax+By+C=0 } |Ax, +By, +C|| |sustituir P en]
: = s d(P.r) = = — (18)
r: Ax+By+C=0 ® POy P(Xl’yl) lAz + B2 “ ur“

Observaciones:
12) Ver demostracion en Internet.
22) El valor absoluto se emplea para que la distancia no salga negativa.
3?) Si la recta no viene dada en forma general, habra que pasarla a diestacha forma.

4%) Si la recta dada es horizontal (y=k) o vertical (x=k), hallar su distancia a un punto es trivial y no hace
falta aplicar esta formula sino hacer un dibujo. (Ver, por ejemplo, el ejercicio 74d)

Ejercicios final tema: 74 a 84

Aplicacion: Distancia entre rectas //: La formula anterior sirve también para hallar la distancia entre dos
rectas //, siguiendo el proceso Idgico siguiente:

1°) Obtenemos por tanteo un punto cualquiera de cualquiera de las
dos rectas (por ejemplo, en el dibujo Pr).

2°) Calculamos la distancia de dicho punto a la otra recta:
d(r,s)=d(P,s) (29)

jCuidado! Previamente hay que cerciorarse de que las dos rectas
son paralelas.

Ejercicios final tema: 85 a 97

Aplicacién: Célculo de la bisectriz: (18) también sirve para hallar la

bisectriz de dos lados de un triangulo. Si ambos lados \‘ bisectriz
vienen dados como rectas, entonces (ver dibujo) «la @« =~ _~Z----""" B (x,y)
bisectriz sera el lugar geométrico formado por los co puntos :

genéricos P(x,y) tales que d(P,r)=d(P,s)». (20) s

Ejercicios final tema: 98 y 99
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VI. AREA DEL TRIANGULO

Hay dos posibilidades:

1°) Si nos dan las coordenadas de los 3 vértices: A su vez, podemos resolverlo empleando rectas, o
por vectores, siguiendo el proceso légico que recoge la siguiente tabla:

POR RECTAS POR VECTORES
1°) Dibujar la situacion. 1°) Dibujar la situacion.
2°) Calcular la base = HE” 2°) Calcular ”EH y ”R”

3°) Calcular la ecuacion de la recta AB

A
— 39) Calcular A
hc=d(C,recta AB)

ABC

o [5e-28

| e [l send] o

Notese que en el caso de la columna izquierda hemos aplicado la archiconocida formula del area
del triangulo. Por lo que respecta a la de la columna derecha, se trata de una formula vista en el tema de
Trigonometria.

Ejercicios final tema: 100

2°) Sinos dan las ecuaciones de las rectas que forman los lados:

C Previamente habr4 que hallar las coordenadas de los 3 vértices:
A=rns B=snt C=rnt
r
t Y después aplicar cualquiera de los dos métodos del apdo. anterior.

Ejercicios final tema: 101 en adelante

wl
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Forma paramétrica:

1. Dado el punto A(5,3) y el vector director Gr =(1-2), se pide:
a) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta r que determinan.
b) Obtener otros tres puntos cualesquiera de dicha recta.
c) Comprobar analiticamente si los puntos P(2,-1) y Q(3,7) € r.  (Sol: NO; Si)
d) Dibujar dicha recta y comprobar graficamente los apartados anteriores.

e) Indicar otras ecuaciones paramétricas para la recta.

2. Dados los puntos A(1,3) y B(-1,6), se pide:
a) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta s que determinan.
b) Obtener otros tres puntos cualesquiera de dicha recta.
c) Comprobar analiticamente si los puntos P(7,-6) y Q(2,2) € s. (Sol: Si; NO)
d) Dibujar dicha recta y comprobar graficamente los apartados anteriores.

Forma continua y general:

3. Con los datos del gjercicio 1, se pide:
a) Hallar las ecuaciones continua y general o implicita de la recta r que determinan. (Soluc: 2x+y-13=0)
b) Comprobar en la ecuacién general que Gr =(-B,A)
c) A partir de la ecuacién general, obtener otros tres puntos cualesquiera de dicha recta.

d) Comprobar en ambas ecuaciones si los puntos P(2,1) y Q(3,7) € r

4. idem con los datos del ejercicio 2 (Soluc: 3x+2y-9=0)

5. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de los ejes de coordenadas.

Forma punto-pendiente:

6. Hallar la forma punto-pendiente de las dos rectas de los ejercicios 1y 2
a) Directamente, a partir de los datos.
b) A partir de su forma continua.

c¢) Operarla para comprobar que se obtiene la general.

Forma explicita:

7. Hallar la forma explicita de las dos rectas de los ejercicios 1y 2
a) Directamente, a partir de los datos.
b) A partir de las formas anteriores.
(Soluc: y=-2x+13 e y=-3x/2+9/2)
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Todas las formas:

8.

10.

1.

12,

13.

17.

a) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3,5) y tiene la direccién del vector u= (2,-4)
en todas las formas posibles. Dibujarla. (Soluc: 2x+y-11=0)

b) idem para el punto A(3,1) y u= (4-2) (Soluc: x+2y-5=0)
c) idem para A(3,1) y U= (0,2) (Soluc: x=3)
d) idem para A(3,-1) y u = (5,0)  (Soluc: y=-1)

a) Hallar la ecuacion de la bisectriz del 1% y 3% cuadrantes. (Soluc: y=x)
b) idem para la del 2° y 4° cuadrantes.  (Soluc: y=-x)

c) Hallar la ecuacion de las dos trisectrices del 1% cuadrante.

Dada la recta de la figura, hallar su ecuacion:

a) Directamente, en forma continua.
b) En forma general, operando a partir de la anterior. (Sol: 2x-y+1=0)
c) Directamente, en forma punto-pendiente.

d) Directamente, en forma explicita. (Sol: y=2x+1)

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(3,2) y B(1,-4) en todas las formas posibles.
Dibujarla.  (Soluc: 3x-y-7=0)

Representar las siguientes rectas:

a) 2x+3y-7=0 b) x=3 c) y=2 d) X=3-A } e) x-1_y+3
y=-5+2\ 2 -1
Pasar a forma explicita las siguientes rectas y calcular sus pendientes:
_ =2+t 7 5
a) X-3 _¥+5  p)5x+3y+6=0 ¢) * (Soluc: X7, 5, :_3x+11)
2 —1 y=5-3t Y="2 27773 a4

. Determinar si el punto P(2,-1) pertenece a la recta 3x-2y+5=0. 4 Y el punto (1,4)? (Soluc: NO; Si)
. Dada la recta ax+5y+4=0, determinar a para que la recta pase por el punto (2,-2) (Soluc: a=3)

. a) Determinar’, analiticamente, si los puntos A(3,1), B(5,2) y C(1,0) estan alineados.

b) idem para A(1,1), B(3,4) y C(4,6) (Nota: un dibujo puede ser Uutil)
c) Hallar k para que los puntos A(1,7), B(-3,4) y C(k,5) estén alineados. (Soluc: Si: NO; k=-5/3)

Calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(-2,1/3) y tiene igual pendiente que la recta que

1
pasa por P(2,1)y Q(3,4) (Soluc :y - 5° 3(x +2) )

. Dada la recta que pasa por A(1,0) y B(3,4) se pide:

a) Hallar su forma paramétrica, continua, implicita, punto-pendiente y explicita. (Soluc: 2x-y-2=0)
b) ;Cual es su pendiente? (Soluc: m=2)
c¢) ¢ El punto (2,2) pertenece a dicha recta? (Soluc: (2,2)er)

1 N .
Este es el ejercicio 5 del tema anterior.
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19. idem para la recta que pasa por A(-2,1) y B(4,5). ¢El punto (1,3) es de dicha recta?
(Soluc: 2x-3y+7=0; m=2/3; S

20. Calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(2,1) y forma un angulo de 120° con la parte
positiva del eje x. (Soluc cy—1= —\/§(x -2) )

21. ;Qué angulo forma la recta x+y+5=0 con OX™?  (Soluc: 135°)

22. Dada la recta 5x-3y+7=0, hallar la longitud de los segmentos que determina sobre los ejes. Hacer el
dibujo. (Soluc: 7/5 u sobre OX'; 7/3 u sobre OY")

23. Hallar el area limitada por la recta 5x+y-5=0, el eje de abscisas y el eje de ordenadas. Hacer el dibujo.
(Soluc: 5/2 u?)

24. Calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(3,1) y forma 45° con el eje OX* (Soluc: y=x-2)

25. a) 4Qué angulo forma la recta 3x-2y+6=0 con el eje de abscisas? (Soluc: =56° 18’ 36”)
b) ¢ Qué angulo forma la recta 2x-y+5=0 con el eje de ordenadas? (Soluc: = 26° 33’ 54”)

¢) Calcular n de modo que la recta 3x+ny-2=0 forme un angulo de 60° con OX" (Soluc: n=-13)

26. Resolver graficamente —es decir, hallar graficamente el posible punto de corte de cada pareja de rectas—
los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) 2x+3y :11} b) 2% +3y :11} c) 2% +3y :11} (Soluc: (1,3); o soluc; # soluc)
3x-2y=-3 6x +9y =33 6x+9y =3

27. a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto de corte de las rectas 2x+3y-4=0 y x-y=0 vy por
A(2,1)  (Soluc: x-6y+4=0)

b) idem para las rectas 3x+y-11=0 y x+2y-7=0 vy el punto A(-1,2) (Soluc: y=2)

28. La recta y+2=m(x+3) pasa por el punto de interseccion de las rectas 2x+3y+5=0 y 5x-2y-16=0. Calcular
m  (Soluc: m=-1/5)

Posicion relativa de 2 rectas:

29. Dadas las rectas: r: 2x+3y-4=0 u: 4x+6y-8=0
s: x-2y+1=0 v: 2x-4y-6=0
t: 3x-2y-9=0 w: 2x+3y+9=0

¢, Cuales son coincidentes? ; Cuales son paralelas?  (Soluc: r=u//w; s//v)

30. idem para las rectas r: y=5x-3 u: y=3x-2
S: y=-x+2 v: y=2x+13
t: y=2x-1 w: y=-x-3

Comprobar el resultado dibujandolas sobre los mismos ejes.  (Soluc: t//v; s//w)

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 97




31.

32.

33.

34.

35.

ALFONSO GONZALEZ
I.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

S Matematicas | RECTAS

Comprobar, por dos métodos, si las siguientes rectas son paralelas, secantes o coincidentes; en este
ultimo supuesto, hallar el punto de corte:

3x+2y—5:0} b)x+3y—4:0 c) X+y-3=0
3x+2y+7=0 X+2y-5=0 2x+2y-6=0

(Soluc: a) paralelas; b) secantes en (7,-1); ¢) coincidentes)

Determinar m y p para que las rectas mx+3y+5=0 y 2x+6y-p=0 a) Sean coincidentes. (Sol: m=1; p=-10)
b) Se corten en (-1,2) (Sol: m=11; p=10)

a) Dadas las rectas 3x-4y+1=0 calcular m para que sean paralelas. jPueden ser coincidentes?

mx+8y-14=0 (Soluc: m=-6; NO)
b) idem para las rectas 4x-3y+1=0 (Soluc: m=-8; NO)
mx+6y+4=0

La recta 3x+ny-7=0 pasa por el punto A(2,3) y es paralela a la recta mx+2y=13. Calcular my n
(Soluc: m=18; n=1/3)

Dada la recta r determinada por A(2,1) y G:(a,4), y la recta s determinada por B(-1,4) y 3: (5,3)

a) Hallar a para que r y s sean paralelas (Soluc: a=20/3)
b) ¢ Para qué valores de a son secantes? (Soluc: a=20/3)
¢) ¢ Pueden ser coincidentes? (soluc: NO)

Recta // a una dada:

36.

37.

38

39

40

a) Calcular la ecuacioén de la recta paralela a 3x+2y-4=0 que pasa por el punto A(2,3) (Soluc: 3x+2y-12=0)

b) idem para y=2x+3 (Soluc: y=2x-1)

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (2,3) y es: a) Paralela al eje x (Soluc: y=3)
(Hacer un dibujo explicativo previo en los cuatro b) Paralela al eje y (Soluc: x=2)
primeros apartados) c) Paralela a la bisectriz del 1% cuadrante.
(Soluc: y=x+1)
d) idem del 2° cuadrante. (Soluc: y=-x+5)
e) Paralela a 5x+2y=0 (Soluc: 5x+2y-16=0)
. Hallar la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta determinada por A(1,1) y B(-3,6)

(Soluc: y = ——x)
4

. Dadas las rectas  r: x-2y+7=0

s: 2x+y+4=0
y el punto P(5,1), hallar las ecuaciones de los otros dos lados del paralelogramo formado porr, sy P.
(Soluc: x-2y-3=0 y 2x+y-11=0)

. TEORIA: Responder, razonadamente, a las siguientes cuestiones:

a) ¢Como son los vectores directores de dos rectas paralelas?
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b) A la hora de hallar la ecuacién de una recta, ¢tiene sentido simplificar un punto, por ejemplo

P[%,— %) — P(1,— 4)? ¢Y un vector director, por ejemplo Jr = [%— %j - Jr =(1.-4)?

c) Si se sabe que el vector director de una recta es (2,5), ¢ podemos conocer su pendiente?
d) Y si sabemos que la pendiente es 3, ; podemos obtener un vector director?

e) ¢ Cuantos vectores directores puede tener una recta?

f) Si una recta tiene por vector director (4,2) y otra tiene el (-2,-1), s pueden ser la misma?

g) Razonar que si una recta tiene la forma Ax+By+k=0, entonces cualquier recta L a ella seria de la forma
Bx-Ay+k'=0

h) ¢ Por qué toda recta que pasa por el origen carece de término independiente en su forma general i.e.
Ax+By=07?

i) De una recta se sabe que su u: =(2,—-4)¢Cual es su pendiente? ;Como es la recta?

j) Supongamos que dos rectas en forma explicita tienen la misma ordenada en el origen y distinta
pendiente. ¢ Qué posicion relativa tienen? ;Donde se cortaran siempre? Hacer un dibujo explicativo.

Puntos vy rectas notables de un triangulo:

Recta | a una dada:

41. En cada apartado, hallar la recta | a la dada, por el punto que se indica (hacer un diagrama explicativo):

a) x-2y+3=0; P(3,-1) (Soluc: 2x+y-5=0) e) y=2x-5; P(-2,3) (Soluc: x+2y-4=0)
b) 3x+2y+1=0; P(1,-1) (Soluc: 2x-3y-5=0) f) y-3=2(x+1); 0(0,0) (Soluc: x+2y=0)
c) X=1+A } : P(1 ’3) (SO/UC.' X—3_y+8=0) g) X+2y—1 7=O, P(3,7) (SO/UC_' 2X-y+1=0)
=2-3A
y h) X*4 _Y+5.p_4_5) (Soluc: 3x+7y+47=0)
d) y-4=2(x-1); P(1,1) (Soluc: x+2y-3=0) 3 7

r: 4x—3_y+1 5=0

42. En lafigura, s//r y tLr. Hallar:

s/ |

4

a) La ecuacion general de las rectas s, ty u /
(Soluc: s: 4x-3y+7=0; t: 3x+4y+1=0; u: x+5y-14=0) 74....

b) La ecuacioén punto-pendiente de v (Soluc: y-1=v3(x-2))

1
43.a) Dada r: y—1 :E(x+2), hallar la ecuacion general de la 60°

recta L que pasa por el origen. (Soluc: 2x+y=0)

b) Dibujar ambas rectas y comprobar que, efectivamente,
son L. 5 M,

44. Hallar el pie de la perpendicular trazada desde P(1,-2) a la
recta r: x-2y+4=0 (Soluc: (-4/5,8/5))

dia
e S
Vs

N

N
e

Mediatriz:

45. a) Hallar las coordenadas del punto medio del segmento determinado por A(-2,1) y B(6,5). Dibujar la
situacion.  (Sol: M (2,3))
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b) El punto M(5,-2) es el punto medio del segmento AB, y conocemos A(2,3). Hacer un dibujo explicativo y
hallar B. (Sol: B(8,~7))

c) Hallar el punto simétrico de P(1,-2) respecto del punto Q(3,0). Hacer un dibujo explicativo. (Sol: P'(5,2))

46. Hallar la ecuacion de la recta L al segmento de extremos A(5,6) y B(1,8) en su punto medio. ;Cémo se
llama dicha recta? Hacer un dibujo explicativo. (Soluc: 2x-y+1=0; mediatriz)

47. La recta 3x-2y-6=0 corta a los ejes en dos puntos A y B. Calcularlos y hallar la mediatriz de E_
(Soluc: 4x+6y+5=0)

48. Dada la recta x+2y+1=0 hallar el punto simétrico de P(2,-3) respecto a dicha recta. [Soluc: P'(16/5,-3/5)]

|

49. Sabiendo que la recta 2x-y+1=0 es mediatriz de AB y A(2,-3), calcular B. ;Cémo podriamos comprobar
que el resultado es correcto? [Soluc: B(-22/5,1/5)]

Bisectriz:

50. Dado el triangulo de vértices A(2,1), B(5,-3) y C(7,13), hallar razonadamente, mediante calculo vectorial,
la ecuaciéon de la bisectriz c/c\>rrespo/n\diente al vértice A. (Ayuda: Dado un punto genérico
X(x,y) € bisectriz, plantear que AB AX = AC AX) (Soluc: x-8y+6=0)

NOTA: Cuando se aborde mas adelante el célculo de la distancia punto-recta, se vera otro método mucho mejor para hallar
la bisectriz (vid. ejercicio 98).

Mediana, altura, etc:
51. Dado el triangulo de vértices A(1,1), B(5,3) y C(3,7) se pide:

a) Mediante la formula correspondiente, hallar las coordenadas del baricentro o centro de gravedad (Por
curiosidad, se recomienda obtener la ecuacién de dos medianas cualesquiera y comprobar que se
cortan en dicho punto)

b) Ecuaciones de dos alturas cualesquiera, y coordenadas del ortocentro.
c) Ecuaciones de dos mediatrices cualesquiera, y coordenadas del circuncentro.
d) Calcular la ecuacion de la recta de Euler.
e) Comprobar que el ortocentro dista el doble del centro de gravedad que el circuncentro.
( Soluc: a) AB: x=3; BC: 4x-3y-1=0; G(3,11/3) b) AB: 2x+y-13=0; BC: x-2y+1=0; AC: x+3y-14=0; O(5,3)
c) AB: 2x+y-8=0; BC: x-2y+6=0; AC: x+3y-14=0; C(2,4) d) x+3y-14=0)
52. Dibujar en unos ejes cartesianos el triangulo de vértices A(2,0), B(0,1) y C(-3,-2), y hallar:
a) La ecuacién de la mediana correspondiente al lado AC. (Soluc: 4x-y+1=0)
b) La ecuacion de la altura correspondiente al lado AC. (Soluc: 5x+2y-2=0)
¢) La ecuacién de las mediatrices correspondientes a AB y AC. (Soluc: 4x-2y-3=0; 10x+4y+9=0)

d) ;Cbémo se llama el punto donde se cortan las anteriores? Obtenerlo (Sol: Circuncentro(-1/6,-11/6)

53. Dibujar el triangulo de vértices A(3,1), B(0,2) y C(1,-2), y hallar:
a) La ecuacion de la mediana correspondiente al lado AC (Soluc: 5x+4y-8=0)
b) Las ecuaciones de las alturas correspondientes a los lados AC y BC (Sol: 2x+3y-6=0; x-4y+1=0)
¢) ;,Como se llama el punto donde se cortan las alturas? Obtenerlo. (Soluc: Ortocentro (21/11,8/11)

d) La ecuacion de la mediatriz correspondiente al lado AC (Soluc: 4x+6y-5=0)
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* 54. Los puntos B(-1,3) y C(3,-3) determinan el lado desigual de un triangulo isésceles ABC. El punto A esta
en la recta x+2y-15=0. Calcular A

55. Hallar las ecuaciones de las medianas del tridngulo de vértices A(1,6), B(-5,8) y C(-3,-4)
(Soluc: 4x-5y+26=0; 7x+4y+3=0; 11x-y+29=0)

56. Demostrar que en un triangulo equilatero el baricentro esta situado a
una distancia de la base que es siempre 1/3 de la altura (ver figura).

57. Los vértices de un triangulo son A(7,5), B(-8,3) y C(4,-5)
a) Hallar las medianas AB y AC vy el baricentro.

b) idem para alturas y ortocentro.

c) idem para mediatrices y circuncentro.

d) Trazar sobre papel milimetrado las tres medianas, alturas y mediatrices, y las circunferencias
circunscrita e inscrita, y comprobar que el baricentro, ortocentro y circuncentro estan alineados (Utilizar
escala 1u=1cm).

Angulo de dos rectas:

58. Calcular el angulo que forman los siguientes pares de rectas, utilizando la férmula mas conveniente en

cada caso:
a) 2x-3y+4=0 5x-2y-3=0  (Soluc: =34°31) | j) 3x-4y+2=0 3x-4y+7=0 (Soluc: 0°)
b) 2x+3y-5=0 x-y+7=0 (Soluc: =78°41) j) X -1_y _2x+3y-5=0 (Soluc: =22° 37)
C) x-2y+4=0 3x-y-1=0  (Soluc: 45°) Z
d) y=2x-3 y=-2x+1 (Soluc: =53°8) | k) X2 2_ VT‘1 3x+4y=0 (Soluc: 90°)
e) y=3x-5 y=3x+2 (Soluc: 0°)
I) y:_ix+3 y:ix+£ (SOIUC.'S59°29)
f) -x+2y+1=0 3x+y+5=0 (Soluc: =81°52) 4 12 3
9) y+2=i(x—1) y—3:ix (Soluc: =30° 31) m) x=3+t X =-3+4A (Soluc: =79° 42')
3 12 y=5-2t/ y=_113A
h) -x+2y+5=0  2x-3y+4=0  (Soluc:=7°8) | n)y=7x+54  3x-4y+128=0 (Soluc: 45

59. Razonar, sin calculo previo, cudles de los siguientes pares de rectas son perpendiculares:

a) 2x+3y-4=0 4x+6y-8=0 e) y=6x y=x/6-8
b) 2x+3y-4=0 6x-4y+5=0 f) x+y-8=0  2x+3y+6=0
c) y=2x-4 y=-x/2+5 g) y=x+1 y=-X
d) 3x-2y+7=0 4x+6y-3=0 (Soluc: NO; Si; SI; SI; NO; NO; Si)
60. ¢ Es perpendicular la recta 2x+3y+4=0 con otra que tenga de pendiente 3/2? (Soluc: Si)

61. Determinar el parametro m con la condicion de que las rectas 2x-4y+12=0 sean perpendiculares.
(Soluc: m=16) mx+8y-15=0
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Dadas las rectas r: x+2y-3=0 se pide:a) Hallar k para que sean // (Soluc: k=-2)
s: Xx-ky+4=0 b) Hallar k para que sean L (Soluc: k=1/2)
c) Hallar la ecuacién general de la recta | a r que pasa por el
origen. (Soluc: 2x-y=0)

Determinar el valor de a para que las rectas ax+(a-1)y-2(a+2)=0 sean: a) Paralelas.
(Soluc: a=0 o a=1/3; a=-1/2) 3ax-(3a+1)y-(5a+4)=0 b) Perpendiculares.

Calcular los coeficientes m y n de las rectas mx-2y+5=0
nx+6y-8=0

sabiendo que son perpendiculares y que la primera pasa por el punto (1,4) (Soluc: m=3; n=4)

Dada la recta de ecuacion ax+by=1, determinar a y b sabiendo que la recta dada es perpendicular a la
recta 2x+4y=11y que pasa por el punto (1,3/2)  (Soluc: a=4; b=-2)

a) Hallar m para que la recta r de la figura sea //
ar’:-4x+my+6=0 (Soluc:m=-6)

b) Deducir a (redondeado a los minutos) a partir
de la ecuacidon de r. (Soluc: ~146° 19')

Lt ]

c) Hallar el angulo (redondeado a los minutos)
que forma r con la bisectriz del primer
cuadrante. (Soluc: ~78°41')

Hallar el valor de a para que las rectas

XZZ—)\} X=1+2)\} formen 45°
y= 2A y=2+aA

(Aviso: puede haber dos soluciones) (Soluc: as=6, a,=-2/3)

. Sean las rectasr: 3x+my+12=0

s: 2x+y+n=0
Determinar m y n sabiendo que forman un angulo de 60° y que la recta s pasa por el punto (3,-5)
(Advertencia: puede haber dos soluciones)  (Sol: m1=24+15/3 y n=-1; my=24-15/3 y n,=-1)

. a) Determinar la ecuacién de la recta que pasando por A(5,-2) forme 45° con la que tiene por ecuacion

3x+7y-12=0 (Advertencia: puede haber dos soluciones) (Soluc: y+2-= i(x -5,y+2= —i(x -5) )
5 2

b) ;Cémo son las pendientes de las dos soluciones? ¢;Por qué?

Hallar la ecuacion de la recta que, pasando por P(2,-3), forma un angulo de 45° con la recta 3x-4y+7=0
1

(Advertencia: puede haber dos soluciones) (Soluc: y+3=—-—(x-2);y+3=7(x~- 2))
7

. Hallar las ecuaciones de las dos rectas que pasan por el punto (-3,0) y forman con la recta de ecuacion

2 7
3x-5y+9=0 un angulo cuya tangente vale 1/3 (Soluc: y=—(x+3);y=—(x+ 3))
9 6

x=1-A
Estudiar la posicion relativa de r:y=x-2 vy s: } En caso de ser secantes, hallar el angulo
y=1+2A

que forman. (Soluc: 90°)
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74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

84.

Dadas las rectas r: 2x+y-4=0 hallar a para que: a) Sean // (Soluc: a=-4)

s: ax-2y+5=0 b) Sean L (Soluc: a=1)

c) Formen 60° (Soluc a= 76i70\/§J
' 11
a) Calcular la distancia del punto P(1,2) a la recta 3x-4y+1=0 (Soluc: 4/5)
b) ™ P(2,-1) a la recta 3x+4y=0 (Soluc: 2/5)
c) ™ "™  delorigenalarecta X~ 1+2) (Soluc: 3/ V5 )
y=-2-A

d ™ del origen a la recta y=4 (Soluc: 4)
e) ™ del punto P(-1,7) a la recta y-3=2(x+3) (Soluc: 0)
fy " "™ P(1,-3) alarecta XT_1 —y+5  (Soluc:4/\5)
g ™ m "™ P(2,4)alarecta y=-2x+3 (Soluc:\/5)
h) " "m " “n “n o “r X:—2 (SOIUC.' 4)

Hallar la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por los puntos A(-2,1) y B(3,-2)
(Soluc: 1/@ )

Hallar la distancia del punto (-1,1) a la recta que corta a los ejes OX" y OY" a las distancias 3 y 4 del
origen. (Soluc: 13/5)

Hallar la longitud del segmento que determina la recta x-2y+5=0 al cortar a los ejes de coordenadas.
(Soluc: 55 /2)

Hallar la distancia del punto P(-1,2) al punto de corte de las rectas x=2y 2x+y-2=0 (Soluc: 5)

Hallar la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasando por el punto A(0,2) tiene de
pendiente -1 (Soluc: /2)

Determinar ¢ para que la distancia de la recta x-3y+c=0 al punto (6,2) sea de+/10 unidades. (Aviso: puede
haber dos soluciones). Hacer un dibujo explicativo de la situacién. (Soluc: c=+10)

Calcular el valor de a para que la distancia del punto P(1,2) a la recta ax+2y-2=0 sea igual a +/2 (Aviso:
puede haber dos soluciones). Hacer un dibujo explicativo. (Soluc: a=2)

Calcular las ecuaciones de las dos rectas que pasando por el punto A(1,-2) disten 2 unidades del punto
B(3,1). Se recomienda hacer un dibujo previo. (So/uc: y+2= Z(X -1);x=1 )

. Hallar la ecuacion de las dos rectas paralelas de pendiente 3/4 que distan 2 unidades del punto (2,3).

(Ayuda: se recomienda hacerlo en forma explicita). Hacer un dibujo de la situacion.
3 3
Sol :y=—x+4;y=—x-1

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por Q(-2,2) y dista 3 unidades de P(4,-1). Se recomienda hacer
un dibujo previo. (Aviso: puede haber dos soluciones).
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d(r,s):

85. a) Hallar la distancia entre las rectas 2x+3y-6=0 2x+3y+7=0 (Soluc: \f13)

x=2-3\ i3
b) " " n " y _ 1+ )\ _3 — y+5 (SOIUC.' 23/%)
c) nn (1) " w 3X_4y+1 6=O 2X_5y+2:o (SO/UC 0)
d) (] " " " 3X_4y+1 6:O y — % X _1 (SO/UC.' 4)

86. Dada la recta 3x-4y+19=0, se pide:
a) Hallar la ecuacion de la recta paralela a la anterior que pasa por P(5,6), en todas las formas conocidas.
(Soluc: 3x-4y+9=0)
b) Hallar la distancia entre las dos rectas anteriores. (Soluc: 2 u)
c) Hallar el angulo que dichas rectas forman con la recta 7x-y+3=0 (Soluc: 45°

87. a) Hallar, en todas las formas conocidas, la ecuacion de la recta s que tiene la misma pendiente que r:
y=3x-1y pasa por P(-1,2) (Soluc: 3x-y+5=0)

b) Hallar la distancia entre las dos rectas r y s anteriores. (Soluc: 3J10/5u)

c) Hallar el angulo que forma r con la recta t: x-2y+4=0 (Soluc: 45°)

88. Dados los siguientes pares de rectas, hallar m para que sean paralelas y calcular su distancia:
a) 3x-4y+1=0 (Soluc: m=-6; d=6/5)

mx+8y-14=0

b) mx+y=12 (Soluc: m=-4/3; d=107/15)
4x-3y=m+1

c) 4x-3y+1=0 (Soluc: m=-8; d=3/5)
mx+6y+4=0

89. Calcular ¢ para que la distancia entre las rectas 4x+3y-6=0 y 4x+3y+c=0 seaigual a 3 (Sol: ¢/=9, c;=-21)

90. Dadas las rectas de la figura adjunta (el dibujo es aproximado), se pide:

/

a) Razonar que ry s son secantes, yr//r’

b) Hallar P=r'ns [Soluc: P(-3/25,29/25)]

c) Hallar la ecuacidn general de s’, sabiendo que
dista 5 unidades de s. (Soluc: y=7x+2+25\/2)

d) Hallar el angulo entre ry s (Soluc: 45°

r: 3x-4y-17=0 F: 3x-4y+5=0 e) Hallar d(r,r’) (Soluc: 22/5)

91. a) Hallar la ecuacion de la recta r de la figura en todas las
formas conocidas.  (Soluc: 3x-4y+1=0)

b) Hallar la ecuacién general o implicita de la recta r’ L
sabiendo que dista 2 unidades de r (jNo vale /
intentando obtener puntos de r’ a partir de la grafica!).

(Soluc: 3x-4y+11=0)

2

c¢) Hallar la ecuacién de la recta | a r que pasa por el i

origen, en forma explicita. (SOIUC fy = _4 Xj .

[P 1

=
i
i
o
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92. Dada la recta r: x+y-3=0y el punto P(-1,2), se pide:
a) Hallar, en todas las formas conocidas, la ecuacién de la recta L a r que pasa por P (Soluc: x-y+3=0)
b) Hallar el punto M de corte de la recta anterior y r  (Soluc: (0,3))
c) Hallar el punto simétrico de P respecto de r. Hacer un dibujo aproximado explicativo.  (Soluc: (1,4))
d) Hallar la ecuacion general de la recta // a r que pasa por P (Soluc: x+y-1=0)
e) Hallar la distancia entre la recta anterior y r. Hacer un dibujo aproximado explicativo.  (Soluc: V2 u)
f) Hallar la posicion relativa de r y la recta s: 2x-y+5=0 (Soluc: Secantes)

g) Hallar el angulo entrery s  (Soluc: 71° 33' 54")

93. Estudiar la posicion relativa de las rectas r: XT_1= y+53 y s:5x+2y+5=0, y hallar su distancia.
Dibujarlas. (Soluc: 4//29)
x-1 y+3 ) .
94. Hallar k para que las rectas r: — = 5 y s: 5x+2y +k =0 sean: a) Coincidentes. (Sol: 1)
b) Disten 2 unidades (Sol: 1+2v/29)
95. a) Hallar la ecuacion de la recta s paralela a la recta r de la
figura y que pasa por el punto P(1,-3), en todas las formas

conocidas. (Soluc: x+y+2=0)

b) Estudiar la posicion relativa de la recta s anterior y la recta !
t:3x-4y-1=0

c) Dibujar t (en la cuadricula adjunta).

AN
d) Hallar el angulo st (aproximando a los minutos).
(Soluc: ~81° 52

e) Hallar la distancia de s a la bisectriz del 2° cuadrante. (Sol: v/2)

A
96. Dada r: X , Se pide:
y=-6+AL

a) Ecuacion explicita de la recta s paralela a r que pasa por el origen. (Soluc: y=x)
b) Dibujar ambas rectas.

c) Posicion relativadery t: 3x-4y +1=0. (Soluc: secantes)

d) Angulo (en grados, miny s)entre ry t.  (Soluc: ~8° 7' 48”)

e) Distancia entre r y s (resultado racionalizado). (Sol: 3v/2 u)

97. Considerar el rombo ABCD de la figura. Se pide:

a) Hallar la ecuacién general de r y de s (razonar cdmo se obtiene
-
el u, ) (Soluc: 4x-3y+12=0; 4x+3y-12=0)

A
b) Hallar rs (en ° ' "; obligatorio por vectores, no por
Trigonometria). (Soluc: ~73°44' 23”)

c) Hallar razonadamente d(r,r'). (Sol: 24/5 u)
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Bisectriz:

*98. a) Hallar las dos bisectrices del angulo formado por r: 4x+3y-5=0 y s: 3x+4y-2=0. Comprobar que se
trata de dos rectas perpendiculares que se cortan en el mismo punto query s.
(Soluc: x-y-3=0; x+y-1=0)
b) idem con r: 4x-3y+8=0y s: 12x+5y-7=0 (Soluc: 8x+64y-139=0; 112x-14y+69=0)

99. Volver a hacer el gjercicio 50, pero aplicando la formula de la distancia punto-recta.

Area del trianqulo:

100. a) Calcular el area del triangulo de vértices A(1,2), B(-1,4) y C(2,0) (Sol: 147
b) " "o " " " A(2,-1), B(-5,1) y C(0,3) (Sol: 12 u?)
c) " "o " " " A(-3, -2), B(9,7) y C(2,8) (Sol: 37,5 U)

101. a) Hallar el area del triangulo definido por las rectas r: x=3, s: 2x+3y-6=0, t: x-y-7=0 (Sol: 24/5 u?)

b) Hallar el area del triangulo definido por las rectas r: y=5, s: 2x-y-3=0, t: x+y-3=0 (Sol: 12 u?)

102. Hallar el area del cuadrilatero de vértices A(-4,3), B(0,5), C(4,-2) y D(-3,-2) (Soluc: 71/2 u?)
103. Determinar el area del paralelogramo OABC y las ecuaciones de los lados AB y BC sabiendo que OA es

la recta de ecuacion x-2y=0, OC tiene de ecuacion 3x+y=0 y las coordenadas de B son (3,5)
(Soluc: AB: 3x+y-14=0; BC: x-2y+7=0; 98/5 u°)

Cuestiones tedrico-practicas varias:

104. TEORIA: a) Si la distancia entre dos rectas es cero, ¢podemos afirmar que son secantes?
b) Sean r(A, ;) y s(B, G) dos rectas paralelas (por tener el mismo vector director). ¢ Es cierto que
d(r,s)=d(A,B)?
¢) ¢ Como son las pendientes de dos rectas perpendiculares? ;Y si las rectas son paralelas?
d) A simple vista, sin necesidad de transformarlas, podemos concluir que

CX=2+A

1
r: st y—-1=—(x-2
y=1+2)\} y y 2( )

no son la misma recta? Razonar la respuesta.

105. TEORIA: Estudiar si los siguientes pares de rectas son la misma recta:

a) x=2+ A) x= 1+2)\} b) x=2+ A} x= 1+2A c) x=2+ )\} X=3+ )\}
Y=1+2)\} y= —1+4A y=3—3)\} y=—5+7A y=1+2\] y=5+2A

(Soluc: Si, NO, NO)
106. TEORIA: Demostrar que cualquier mediana siempre separa dos triangulos de igual superficie.

107. Hallar las ecuaciones de las dos trisectrices del 1% cuadrante, en forma explicita.
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EJERCICIOS RESUELTOS DE RECTAS

Ejercicio 13

— N = oy - )
Calcula x para que los vectores a(7, 1} v b(1, x) formen un angulo de 45°,

—%

a*h=7+x=

— THax= 50 N1+ a2 ‘}3 -
14 + 2x ey
- e R
10
T+ e 40 + %2 + T4 _

- X = Y1+ at — 49+ X Mx 1+x° —

z, Py

2 e

Ejercicio 14

La pendiente de » es 3/5. Halla:

a) Las coordenadas de un vector paralelo a la recta ».

b)La pendiente de una recta perpendicular a la recta ».

¢} Las coordenadas de un vector perpendicular a la recta ».

aym,=-— — V=(53) esparaleloa r

¥

o4
ble—=m, — m=-
e i

Tt ] [V

| > 2 = ,
Qm=-—— — w=1(-5375) es perpendicular a #
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Ejercicio 15

&5 9 ) | . Halla:

a)Ecuacion continua de una recta, ry, perpendicular a s que pase por

b)Ecuacion implicita de », paralelaa s que pase por P,(0, 4.

) Ecuacion explicita de ry perpendicular a s que pase por P,(=3, 0).

x=5~1 e — )
53 ) — P50 e s v.o=1, 3

a) El vector direccion de r) es " =(3. 1) P35, -3re r.

b) El vector direccion de », es el mismo que el de s: v, = (-1, 3).

Py(0, 4) € 7,

x— p-4
ol -
| 3

— Ay=_—yp+4d = Ax+yr-4=10

Ejercicio 16

Averigua la posicién relativa de estos pares de rectas:

a)r:3x+3y-~8=0 blr: 2x+y=6=10
s:0x+ 10y +4=0 stx—p=10

3 a=T7+51  [x=2+1
Cr ¥ ”};’__bz&ﬁgﬁ & [ 1

) , &= 2+ 5¢
d)r: x5y =0, s :
) 3~ 5 =1+ 31
arr3x+5y-8=0 — n_=1(3 95
siGx+10p+4=0 = n, = (6, 10)

-8
= —+ Las dos rectas son paralelas.

5
10 4

fare | (5]
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Eiercicio 17 Haliaria posicion relativa de las rectas ry s:

byri2e+y~0=0 — n,=(2 D

) = B = (1, -1)

Six—p=

2 1 :
T # =) — Las dos rectas se cortan.

z 2
et
T i_,} — Las cos rectas se cortan.

‘.
I
s
+
-2
e

Ejercicio 18
Halla ¢l angulo que forman los signientes pares de rectas:

,v =R 24 [ax=1-41
TR RIS L
1 y=7 + f »[»j?=4+f§f

N - -
h};l:L}?:?%«f s Py 3x=3y+a=0
crpy=sx~1, rpy=4ax+3

ak '*:; =2, 1% v _=(-4, 3}

= 09838690101 — o = 10° 18 17.45"

-

= = (5308754922 — o = 57° 31" 43,71"
41

i { "@;

fb
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Ejercicio 19

Pri3x—ay+9=0, 150+ 15 =0

Halla la distancia entre los dos puntos. Halla también las distancias de cada

uno de los puntos a cada recta,

Pi=6, =3), (9, 5)

Fidx—dp+9 =1

=289 = 17

dist (Q, vy = ———— — =
5

dist (0, 5) = ——L = — = 12
- 5 5



Ejercicio 20

Halla las ecuaciones paramétricas de cada vna de las siguientes rectas:

a)2x—y=0 b)x—-7=0

5 . - 1
cl3y—06+=1 A y=——x
3

]
&

-1 R ] - 1
e H—"=1-y

3= 2

o
o,

4
dip=——x
iy 3

Obtenemoes un punto v un vector de esta ecuacion, PO, ), vI(=3, 1), v a par-
tr de ellos, las ecuaciones paramétricas:
ﬁ‘ x= A

3

Obtenemos un punito, 2, (3, 20

v un vector direccion, Vo P(L, —1); V(3

Las ecnaciones paramsiricas son:

;% = 1+ 3
|y=-1+2

i

IT+x x+ 1l w1

i —2——= -y — ST

- . . L =+ s - .
Ohtenemos un punto, v un vector direccion, v: Pé-1, 1k vid, -1

Las ecuaciones parametricas son:
E x= L+ Y
lp= 1-1¢

i
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4

"ECUACION DE LA RECTA (EJERCICIOS REPASO)

.1. ECUACIONES DE LA RECTA

Vectorial: La ecuacién que da el vector de posicién p
de cada punto, X, de la recta, 7, que pasa porel X r
. . =
punio P =(x,, y,) v tiene como vector director u; es:
X= 5>+ Ty

cl

ol

Paramétricas: E| resultado de poner en coordenadas
los vectores de la ecuacién anterior:

My

o 9) = Gy 90+ A,y = 1 0 M
BT M JoI T A B2 ), o

, . . ) X=Xy Y=,
Continua: Si se despeja el pardmetro A, queda: ——— = yu; #0yu, 20
u

L11 2

X=Xy _ Y=Y
X=Xy N =N

Si se dan dos puntos de la recta, queda:

Punto-pendiente:

— Se llama pendiente de una recta a la tangente del dngulo que forma la recta con el semieje
positivo de abscisas, medido siempre en sentido contrario al de las agujas de un reloj. La
pendiente de una recta se suele denotar con la letra m = 1g o..

— Al dngulo a se le llama inclinacién de la recta.

— Siu’=(uy, u,) es el vector director de la recta, que forma un dngulo a con el semieje positi-

seno _ Y

vo de abscisas, su pendiente es: m =
cosa  u

sena _ Y1~ X

— Si se conocen dos puntos de la recta, la pendiente es: m =
cos o x;— X,

~ §i se conoce un punto, P = (x,, ), y un vector director, e (uy, uy), despejando de la

u

ecuacioén continua se obtiene: (y —y,) = -2 (x - X)) = @Y=y = m(x—x,)
u
1

Explicita de la recta: Despejando y en la ecuacion forma punto-pendiente de la recta:
Y-y =mx—x) =>y=mx—mx,+y,=>y=mx+n
El nimero »n es la ordenada en el origen de la recta.

General: Despejando de la ecuacidn continua, se obtiene:

X=X _ Y=Y

= - =Su, (x-x) =u; (=) = X —uy—u,x,+ Uy, =0
1 2
Queda: Ax + By + C=0, donde (4, B) = (u, - u,) @ un vector normal a la recta.



EJEMPLOS

1.

Halla las ecuaciongg paramétricas de la recta que contiene al punto P = (3,-2) yes
paralela al vector u = (2, -5). Encuentra tres puntos en la misma y averigua si los
puntos (-1, 8) y (4, 7) pertenecen a ella.

Resolucién

e Sustituyendo valores en las ecuaciones, obtenemos:

,= X 3+ 2A
¥y =-=2-5X

e Para encontrar tres puntos de la recta, se dan valores arbitrarios a A:
Si A = 0 se obtiene el punto (3, -2)
Si A = 1 se obtiene el punto (5, -7)
Si A = -1 se obtiene el punto (1, 3)

¢ Si los puntos (-1, 8) y (4, 7) pertenecen a la recta, debe existir un valor de A que verifi-
que ambas ecuaciones paramétricas.

— En el punto (-1, 8):
-1=3+2A=>A==2
8=-2-5A=>A==2
Como se obtiene el mismo valor de A en ambas ecuaciones, el punto (-1, 8) pertene-
ce a la recta.
— En el punto (4, 7):

1

4=3+2A=>A= >

=_2 — 5\ }\‘_—__S
2 SA =

Como no se obtiene el mismo valor de A en ambas ecuaciones, €l punto (4, 7) no per-
tenece a la recta.

2. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos P=(-1,2) y

Q = (3, _1)-
Resolucion
. - o2
El vector director es: u'= PQ = [3 — (1), =1 = 2] = (4, -3)

L_a) recta pedida es la que pasa por el punto P = (-1, 2) v tiene como vector director
u’= (4, -3):

;e x =1+ 4\
y= 2-3A

Halla la ecuacién corii)nua de la recta que pasa por el punto P = (1, 2) vy tiene la
direccion del vector MN siendo M =(0,1) vy N= (=3, 2).

Resolucién
—> —>
¢ Las coordenadas del vector MV son: MN= (-3 - 0,2 - 1) = (=3, 1)

_ -2
e La ecuacién continua de la recta es: = 51 -7 1
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4.

Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por P = (-3, 1) y cuyo vector direc-
tor es = (0, 3).

Resolucion

2 . —>
No es correcto el uso de la ecuacién continua, pues una de las coordenadas de u’es nula;
en este caso es mejor usar la paramétrica o la explicita:

x+3=0
Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, —1) y tiene una inclinacién
de 45°.

Resolucién

Como la pendiente es la tangente de la inclinicacién con respecto al eje de abscisas:
m = 1tg 45° =1

La ecuacién en forma punto-pendiente es:

y=(1=1x~-3)

Operando queda:

x—-y—-4=20

Calcula lapendiente y la ordenada en el origen de la recta 2x -3y +5 = 0.

Resolucién

Despejando, para obtener la ecuacién en forma explicita:

2x—3y+5=0:>y=—§—x+—§—

Identificando valores:
e La pendiente es m = %

5
e

e La ordenada en el origen es n =

Halla las ecuaciones paramétricas, continua, punto-pendiente, explicita y general de
la recta que contiene al punto P = (3, -2) y es paralela al vector ?= (1, -3). Calcula

su pendiente y su ordenada en el origen.

Resolucién

e Paramétricas:

_Jx= 3+ A

7'{ - 2-3)

e Continua:

x-3 _)y*2
1 -3

e Punto-pendiente:
y+2=="3x-3)
e Ecuacién general:
3x+p—-7=0
e Ecuacién explicita:
y=-3x+7
e La pendiente de la recta es m = 3.

e La ordenada en el origen es n = 7. 114



8. Halla las restantes ecuaciones de una recta cuya ecuacion explicita es y = 3x — 2.

Resolucién

e La ecuacion explicita nos da m = 3 y el punto (0, -2). La ecuacién punto-pendiente es:
y+2=3x-0

e La ecuacién continua se obtiene dividiendo entre 3 ambos miembros:

x y*2

1 3

e Las ecuaciones paramétricas se obtienen igualando ambos miembros a un parimetro A y
despejando ambas variables:

X
1 - x= 0+ A
Y+ Y y=-2+ 3\

e Pasando todos los sumandos del segundo miembro al primero en la ecuacion explicita, se
obtiene la ecuacién general:

Bx+y+2=0

9. Halla:
a) La ecuacion punto-pendiente de la recta », que pasa por los puntos (3, 4) y (6, 7).
b) Dos puntos de dicha recta. Indica si los puntos (-1, 2) y (2, 3) pertenecen a 7.

¢) Un punto de dicha recta que tenga la abscisa igual a 5 y otro punto que tenga la
ordenada igual a 1.

Resolucién

a) Para hallar la ecuacién punto-pendiente, se calcula la pendiente:

Nos piden la recta que pasa por el punto (6, 7) y tiene de pendiente 1. Por tanto, la ecua-
cidén es:

y=7=1x-6)
b) Para obtener dos puntos de la recta, se dan valores cualesquiera a x en la ecuacion
anterior.
Si x =0 se obtiene el punto (0, 1.
Si x=1 se obtiene el punto (1, 2).
Para saber si (-1, 2) pertenece a 7, se sustituyen las coordenadas del punto en su ecuacion:
2-7=1-1-60=>5#-7=>1,D¢r
Operamos de la misma forma con (2, 3):
3-7=12-0=>-4=-4=2,3er
) Para hallar un punto que tenga de abscisa 5, se sustituye este valor en la ecuacién anterior:
y-7=16-0=>y-7=-1=py=-1+7=6
El punto buscado es (5, 6).

Para hallar un punto que tenga de ordenada 1, se sustituye este valor en la ecuacion
anterior:

1-7=1x-60)=>-06=x—-6=>x=-6+6=0

Por tanto, el punto buscado es (0, 1. 15



10. Dibuja las rectas de ecuaciones:

_)Jx=2-3)
a) r~{y=1+ A

Resolucién

a) Para A = 0, se obtiene el punto 4 = (2, D).

Para A = 1, se obtiene el punto B = (-1, 2).

b) Para x = 0, se obtiene y = %, es decir,
5

1 to C=[0, =|.
el punto ( 3)

Para y =0, se obtiene x = —%, es decir,

el punto D = (—%, 0).

c). Para x =2, se obtiene y = -1, es decir,
el punto E = (2, D).

Para y = -3, se obtiene x = 5, es decir, el
punto F = (5, -3).

b)s=2x-3y+5=0 At=2"% =

o 0o 1 2 3

\

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el
punto P = (3, 5) vy cuyo vector director es

w= 2, -4):

a) En forma vectorial.

b) En forma paramétrica.
¢) En forma continua.

d) En forma general.

e) En forma explicita.

f) En forma segmentaria.

2. Halla la pendiente y la ordenada en el origen de
la recta 3x + 2y —6=0.

3. :Cuil es la pendiente de la recta que pasa por
los puntos 4 =(3,1) y B=(2, 4

4, Calcula la ecuacion de las rectas que pasan por
la interseccién de:

rn2x+y—-3=0 'y Sx+y+5=0

5. Escribe las ecuaciones ‘paramétricas, continua,
general y explicita de una recta que pasa por el
punto A = (2, —4) vy tiene de vector direccién
V= (5, -2).

6. Calcula la ecuacion de la recta, 7, que pasa por
A=@2,-1D y B=(4,5) en sus formas:

a) Paramétrica b) Continua ¢) Explicita

d) General e) Canodnica

7. Una recta pasa por el punto 4 = (-1, 3) y tiene
el vector director ?= (2, 5). Halla la ecuacién
de dicha recta de todas las formas posibles.

8. Halla un vector director de la recta 2x + 3y —5 = 0.

9. Determina la pendiente y la ordenada en el ori-
gende larecta 2x+y—5=0.

10. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el
punto A = (5, 2) y tiene de pendiente m = 3.

11. Halla la abscisa y la ordenada en el origen de la
recta 2x —4y + 4= 0.
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4.2. POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS

Dadas dos rectas, r y s, las posiciones que puede tener una
respecto a la otra son:

# Secantes: Las rectas se cortan en un punto.

® Paralelas: Las rectas son distintas y no se cortan en ningun r
punto.

s

. . . . r

Coincidentes: Las rectas son iguales. 3

KB Ecuaciones dadas en forma explicita

Sean las rectas de ecuaciones » y=mx+n y sy =mix + n"
® 7 y s son coincidentes si m=m’'y n=mn'

® r y s son paralelas y no coincidentes si m =m' y n # n'
r y S son secantes si m # m’.

Si dos rectas, 7 y s, se cortan en un punto, este ha de verificar sus ecuaciones. Calcular la inter-
seccién de 7 y s consiste en resolver el sistema formado por las dos ecuaciones de las rectas.

B Ecuaciones dadas en forma general

Sean las rectas de ecuaciones 1 Ax +By+C=0 y s: A'x+ By + C'=0.

cidentes st A - B _C
W 7y s son coincidentes si -5 = 25 = =
B r y s son paralelas y no coincidentes si ~— = = # £
! C’!
r y s son secantes si 4 * E.
A B

I3 Haz de rectas paralelas

Todas las rectas que son paralelas a una dada, forman un haz de rectas paralelas de ecua-
ciébn Ax + By + K= 0 que determina las rectas del haz segin varia K.

EJEMPLOS

1. Halla el punto de interseccion de las rectas 1 2x+3y+3=0y s: x+2y—2=0.
Resolucién

Se resuelve el sistema de ecuaciones:

2x+3y+3=0
x+2y-2=0
cuya solucion es el punto P = (-12, 7).
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x= 1+2t

con la recta s, sabien-
y=-2-3t

2. Calcula el punto de interseccién de la recta #: {

do que esta iltima pasa por los puntos (3, 3) y (5, =3).
Resolucién
Despejando ¢ en las ecuaciones de 7 e igualando valores, obtenemos:

x—-1 _y+2

2 =3

= 3x+3-2y-4=0=>3x+2y+1=0

La recta s pasa por (3, 3) y tiene como vector director (2, —6), luego su ecuacion es:

x-3 _)V—3

5 ¢ =06x-18+2y-6=0=3x+y-12=0

Para hallar la interseccién, se resuelve el sistema:

3x+2y+ 1=0
3x+ y-—12=

I
o

cuya solucion es el punto P = (%5—, —13).

3. Halla la ecuacién de la recta que contiene al punto (3, 5) y es paralela a la recta
L 2x+3y—2=0.

Resolucién

La pendiente de la recta dada es: m = —%

La ecuacién punto-pendiente es: y — 5 = —% (x=3)

EJERCICIOS PROPUESTOS |

1. Dadas las rectas: 5. ;Cudl es la posicion relativa de las rectas:

riax+2y+4=0vy s:10x+by-2=0 P 3x+2y-19=0 v s: 5x+y—20 =07
determina a y b para que se corten en (2, 3).

2. Halla la ecuacion de la recta que pasa por (1, 0)

- +4
y es paralela a la recta X 3 2_2 s

3. ;Qué recta pasa por (4, -1) y es paralela a la bi-
sectriz del primer v el tercer cuadrante?
4, Halla el valor de k para que las rectas:
r3x+2y=5y s:6x+ky=7

sean paralelas.
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4.3. ANGULOS
8 Angulo de dos rectas

Se llama dngulo de dos rectas al menor de los dngulos que forman ambas.

Para calcular el angulo, se utilizan sus vectores directo-

> = . P
res, u’y v, mediante el coseno del dngulo que forman: 3
u-v
u-
- o
cos WV = 55—
lul - |v] - S
%

Otra forma de hallar el dngulo entre dos rectas es restando
los dngulos que forman con la horizontal, o y B; asi, obte-
nemos ¢ = o — . Para realizar este procedimiento, utiliza-
mos las pendientes:

m=tgoy m'=igf

_ _ tga-1gB _ m-m
gd=1tg(o—P) = =
go=1tgla-p l+tga-tgfp 1+m-m

Como al cortarse dos rectas se forman dos dngulos distintos y suplementarios, se considera
que el dngulo de las rectas es el agudo; ademads, se toma el valor absoluto:

m—m'

tg b = m—m /’3¢:M@%%’m

1+m-m

B3 Rectas perpendiculares
B Dos rectas son perpendiculares si el producto escalar de sus vectores directores es nulo:
0 V=0

® Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es —1:

m-m’=_1:>m’=__

E] Rectas paralelas

# Dos rectas son paralelas si sus vectores directores son proporcionales:
u, u
rlse—=—
Va2 Vi
® Dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales y no tienen puntos en comun:

mw=m'

I3 Proyeccion ortogonal de un punto snbre una recta

La proyecsion ortogonal d- un punto, P, sobre oP
una recta, 7, ¢3¢l pie de 'a perpendicular trazada a _
la recta desde el pume 2. PR
"
Para calcularlo, s~ determniala ecuacién perpendi- u
cular a r qu= pasa por P y s& halla el punto de R

corte de ecta rectay r.
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3 Punto simétrico de uno dado respects a una recta

El punto sin€trico de uno dado, P, respecto de
una recta, 7, es cMprnto simétrico respecto de la
proyeccion del punto - -~bre la recta.

Se determina el pugto de corte, K, “e la perpendi-
cular y la recta. A continuacién, el prouesra se redu-
ce a hallar el-unto simétrico del punto P resnecto
de R

EJEMPLOS

1. Halla el angulo que forman las rectas:

r:2x—3y+5=0y s:x+4y—-2=0

Resoluciéon

La pendiente de » es m = % v la pendiente de s es m'= —%, por tanto:

2,1
m— m' 3 4 11

1+m-m’

g =

Asi pues, ¢ = arcig (%) = 43° 35

. 2. Halla la ecuacion de la recta que contiene al punto P = (2, 4) y forma un dngulo de

45° con la recta de ecuacion r: 2x + 5y —3 = 0.

Resolucion
La pendiente de la recta » es m = —%, por tanto:
2
- 5 —2—5m'
1 =1g45°= =
& 2 5_2m’
1-—=m’
5

Como puede tomar dos valores:

-2 —5m’' - 7
1="2=°2" —~5_2m'=-2-5m'=m'=-L
5 om 5 m 5 3
-2 —5m’ 3
—1l==—" =2m'-5==2-5m'=>m' = =
5—2m’ > 7

Las soluciones son las rectas:

.
Yy —4d=—=(x-2
sy Sx )

t:y——4=%(x—-2)

120
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7. Halla la ecuacién de la recta # que pasa por la interseccion de las rectas s: 3x—y—9=0
v t: x—3 =0 formando un dngulo de 45° con la recta u: x + 5y — 6 = 0.

Resolucién

¢ El punto de corte de las rectas s y ¢ se halla resolviendo el sistema formado por sus

ecuaciones:
3x-y-9=0 _
X -3=0 X

El punto es P = (3, 0).

9-y-9=0
=3

=yp=0

e Larecta u tiene como ecuacién explicita y = -5 + = asi pues, su pendiente es:

e Como forma un angulo de 45° con la recta pedida, la pendiente, m, de r verifica:

m = _l
5
1
m+ =
1g45°=1= — >
1-—
5 ™
Eliminamos el valor absoluto dando lugar a dos ecuaciones:
m 1 6m _ 4 2
l-—=m+ == —=—=—>=>m= =
V-3 5775 s 3

La recta » tiene pendiente -;- y pasa por el punto P = (3, 0). Su ecuacién punto-

pendiente es:
y—-0= %(x~3):>2x~3y—6=0
es la ecuacion de la recta pedida.

1 4m 6
1" L
D 1-F=-m- 5 75

3

S = = > m= -2

2

La recta r tiene pendiente —% y pasa por el punto P = (3, 0). Su ecuacion punto-

pendiente es:

y—0=——§—(x—3>:>3x+2y~9=0

EJERCICIOS PROPUESTOS |

1.

Halla el Angulo que forman las rectas:

rix—-y+1=0y s:x+y=0

. Halla la ecuacién de la recta que contiene al

punto P =(1,2) yforma con la recta de ecua-
cion 7: 2x + 5y —3 =0 un dngulo de 60°.

Halla la ecuacién de la recta que contiene al
punto P = (1, 1) y es perpendicular a la recta
rix+y—-1=0.

Halla 1 proveccion del punto 2=~ (2, 2) sobre
la recta definua per los pufitos O = (1, -2) y
S=(=2,-4). '

. Halla el sunético del prato P=(1, 1) respecto

dela recta 7: Xyt = 0.
* )

121

. Halla la ecuacién de la recta que pasa por la in-

terseccibn de 3x -y -3=0 vy x-2=0 for-
mando un dngulo de 45° con x +y -6 = 0.

. Halla el valor de & para que las rectas r: 2x —

Sy—=17=0 v s:3x—ky—8=0 se corten for-
mando un dngulo de 45°.

. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por

el punto P = (-3, 0) y forman con la recta de
ecuacidén 7: 3x— 5y + 9 = 0 un dngulo a, tal que
1

oo = —.
89473



4.4. DISTANCIAS

KR Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos, 4 y B, es el moédu-
lo del vector de origen A v final B:

dA, B) = Nx, — x)? + (n, — y?

B3 Distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto, P = (x,,),), ala recta que tiene por ecuacién general 7: Ax + By + C'=0,
es la existente entre el punto P y el pie de la perpendicular trazada desde P hasta r vy vie-
ne dada por:

|Axy + Bxy + C|

VA2 + B?

d

E} Distancia entre dos rectas

La distancia entre dos rectas es la distancia minima existente entre dos puntos, uno de cada
recta: ’

B Secantes. Como las rectas se cortan en un punto, la distancia entre ellas es cero.

Paralelas. La distancia minima existente entre un punto de la primera y su proyeccién en la
segunda recta.

& Coincidentes. Las rectas son iguales, la distancia entre ellas es cero.

EJEMPLOS

1. Calcula la distancia entre los puntos P=(2,-1) v Q= (3, 5).
Resolucién

Serd el médulo del vector que los une:

AP, = V2 =32+ (1-5% = V12 +62 = V1 +36 = V37

2. Calcula a para que la distancia entre los puntos P=(2,7) y Q= (-5, @) sea 10.
Resolucién
—>
El médulo del vector PQ debe valer 10:

IITQ>| =72+ (T -a)? =10 = 49 +49 — 14a + a* = 100 =

=a2-14a-2=0=a=7+ V51

3. Calcula la distancia del punto P = (5,-1) alarecta r: { x=1- Zi.
y = —
Resolucién
Expresamos la recta en forma general. Despejando el pardmetro A e igualando, se obtiene:

x—zl =%:>x—1=2y:x—2y—1=0

La distancia viene determinada por la siguiente férmula:

S
1:5+E2)ED -1 6
d(P’r)=| | _ 16l 65

V12 + (=2)2 V—s— 5
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4. Halla la distancia del punto (3, 4) a la recta de ecuaciéon 2x —3y + 8 = 0.

Resolucion
Por aplicacién directa de la férmula:
[23-3-4+8] 2| 513
V22 + (-3)? Vi3 13

, averigua su posicion relativa y

_ -2 _ ,
5. Dadas las rectas 7: *—L - % : {x 1+1

y=2—-1
halla la distancia entre ellas.
Resolucién

. s . -
e Para averiguar la posicién de las rectas, comparamos sus vectores directores u'= (1, Dy
_) .
v’= (1, -1). Como no son proporcionales, las rectas no son paralelas.

Sustituyendo un punto genérico de s, S=(1 + ¢ 2 -1, en la ecuacién de r obtene-
mos la interseccion de ambas:

A+H-1=Q-H-2=t=-t=1t=0
La interseccioén es el punto (1, 2).

¢ La distancia entre las rectas es cero, puesto que se cortan en el punto (1, 2).

6. Halla el area del triangulo cuyos vértices son los puntos 4 =(3,1), B=(2,2) y
C=(-2,-3).

Resolucién
Hallamos la longitud de AB: 21 B
dA, B =V2-32+2-1D2 =12 1 A

La altura, h, es la distancia entre el vértice C y el lado
AB. En primer lugar, se halla la ecuacién de la recta AB.
Su pendiente es:

2-1

- -1
M= 33

Conocido m, calculamos la ecuacién punto-pendiente:

Yy-2=-1lx-2D)=>y-2==x+2=>x+y-4=0

2-3-4 9

La altura es: h = d(C, AB) = | —=—| = —
Viz+12| 2

Eldreaes: s=2B-1.y3. 2 -9
2 2 V2 2 123
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I) NECESIDAD DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Los nimeros complejos, también llamados imaginarios, surgieron histéricamente de la necesidad de
resolver ecuaciones tan sencillas como

Xx241=0 = x?=-1= x=+/-1

Esta ecuacion, como muy bien sabemos, no tendria solucion en el campo de los numeros reales.
Ahora bien, si definimos:

\/—_1=i <— unidad imaginaria es decir,H

entonces su solucion seria x=+i. Esto es lo que hicieron en el siglo XVI matematicos como Girolamo Cardano
(1501-1576) o Rafaelle Bombelli (1526-1572); en aquella época a este tipo de numeros se les empezo a
llamar imaginarios. Por cierto, el primero en utilizar la i para designar la unidad imaginaria fue el suizo
Leonhard Euler (1707-1783), mientras que al aleméan Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que profundizé en el
estudio de estos numeros, se debe el adjetivo de complejos.

. , . 2 .
Ejemplo 1: Resolver, en el campo de los nimeros complejos, la ecuacién x +9=0 (Sol: £3i)

Ejemplo 2: idem con x’-4x+13=0 (Sol: 2 +3i)

Ejemplo 3: idem con X +x+1=0

En general: unidad imaginaria

a+bi

J \

parte real parte imaginaria

N° COMPLEJO EN FORMA BINOMICA

Ejercicio final tema: 1

Conclusion: TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA: «Todo polinomio de grado n tiene n raices
(reales o complejas)>.

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
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Definiciones:

1°) Se define el conjunto de los nimeros complejos como el formado por todos los nimeros de la forma
a+bi, donde a y b son reales:

C={a+bi/a beR}

A los nimeros complejos se les suele designar con la letra z, es decir, z=a+bi, y se dice que:
Re(z)=a <« partereal dez

Im(z)=b < parte imaginaria de z
2°) Nimero imaginario puro: es aquel complejo que carece de parte real, es decir, Re (z)=0
Ejemplos: 2i, -7i, i, %i, i, \/5i, etc.
3°) Numero real: es aquel complejo que carece de parte imaginaria, es decir, Im (z)=0
Ejemplos: 3, -6, 1, % -1, /3, etc.

Notese, por tanto, que los reales estan contenidos en los complejos: RC C, o dicho de otra forma, los
reales son un subconjunto de los complejos; por lo tanto, ya podemos completar el esquema de todos los
conjuntos numéricos que conocemos:

Maturales primos
Maturales By
Maturales compuestos
Enteros 77,

Cero
Racionales

@ Enteros negativos
Reales B

Complejos [ Fraccidn propia

Fraccidn impropia

Frau:-:icnaricsl

Irracionales algebraicos

Irracionales
Trascendentes

Imaginarios puros

4°) Complejo conjugado, z (se lee "conjugado de z"): El complejo conjugado del complejo z=a+bi se
define como z =a-bi

Ejemplos: z:2+5i—>;:2—5i
Z=1-4i—>z=1+4i
Z=Ti—>z=-Ti
z2=3->2=3

etc.

Adviértase que las soluciones imaginarias de una ecuacién de 2° grado siempre son pares
conjugados.

59 Dos nimeros complejos expresados en forma binémica son iguales si coinciden sus partes reales e
imaginarias.

Ejemplo: 2-xi=y+3i<y=2x=-3

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 125
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Ejercicio final tema: 2

Resefia histérica:

La unidad imaginaria j = ~/—1fue intuida por los matematicos italianos renacentistas Gerolamo Cardano (1501-1576),
Raffaele Bombelli (1526-1572) et al., al tratar de resolver ecuaciones del tipo x2+1=0, es decir, carentes de solucién en el campo
real. En el siglo XVII, a las V¥ de nimeros negativos se les denominaba “niimeros imaginarios”. El primero en utilizar la i para
designar la unidad imaginaria fue el suizo Leonhard Euler (1707-1783)

En 1673 el inglés John Wallis (1616-1703) fue el primero en idear el plano complejo, que fue redescubierto
independientemente por el noruego Caspar Wessel (1745-1818) en 1797 y por matematico, astronomo vy fisico aleman Johann
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en 1811, quien también vio que las n raices de la ecuacién x"-1=0 formaban un poligono
regular de n lados. Precisamente Gauss utilizo por primera vez el adjetivo de nUmeros complejos.

El francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) desarrollé6 formalmente el analisis complejo, ya intuido por Gauss. El
aleman Bernhard Riemann (1826-1866) también utiliz6 funciones complejas, es decir, funciones f(z) cuya variable z es un
complejo.

La primera aplicacion practica de los nUmeros complejos se debe al germano-americano Charles Steinmetz (1865-1923),
para calculos en corriente alterna, en concreto para la inductancia de una bobina y la capacitancia de un condensador.

OPERACIONES CON COMPLEJOS en FORMA BINOMICA

I1.1) Sumay diferencia: Se realiza sumando (o restando) por separado sus partes reales e imaginarias:

Ejemplo 4: 2,=3+5i _ _ _ _ . o :
2,+2,=(3+5i)+(4-2i)=7+3i z,-2,=(3+5i)-(4-2i)=-1+7i

22:4—2i

Ejercicios final tema: 3y 4

. . . .2
11.2) Producto: Se realiza calculando los cuatro productos posibles y teniendo en cuenta que i =-1:

Ejemplo 5: z,=3+5i
1emp ! zl-22=(3+5i)(4—2i)=12—6i+20i—10i2=12—6i+20i+10=22+14i

z,=4-2i
i2:—1<:5

Ejercicios final tema: 5a9

Consecuencia: (a+bi)(a-bi)=a’+b’cR”

Este hecho serd util para el cociente que vamos a definir a continuacion:

11.3) Cociente: Se realiza multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador:

Ejemplo 6:  3+5i (3+5i)(4+2) 12+6i+20i+10°7 12+6i+20i-10 2+26i 2 26. [1 13

4-2i (4-2i)(4+2) 16— 4¢ Qi; 16+4 20 QL§O+56'_I6 10

i°=-1

propiedad
distributiva
del cociente
Observaciones: 13 Se recomienda hacer la comprobacion:
(4-2i) i+Ei = 3+5i
10 10

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
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2%) Caso particular: Cuando en el denominador aparece un imaginario puro basta
con multiplicar numerador y denominador por i:

Ejemplo7: 3+5i _ (3+5i

)-i 3i+5°% 3i-5 -3i+5 |5

2i 2i

Ejercicios final tema: 10y 11

2i?

-2

2

I1.4) Potencia: Para hacer (a+bi)n tendremos que aplicar el binomio de Newton, como vimos en el 1%
tema del curso; ahora bien, como a continuacién habria que sustituir alguna de las

potencias sucesivas de i, vamos a investigar su valor:

1| como siempre

i =i | como siempre

=-1| por definicién

= i%i=sii=-i’=1

.2

[

i3: iz.i:_l.i:—II
4

[

5

7= 0 =1 0=

Luego vemos que se trata de una serie de 4 términos (los recuadrados) que se van

repitiendo; y lo curioso es que este hecho también se da hacia atras:

71:}:L:L:—|
ioiei -1
1 1

f===—=-1
[

I S S B
- -1
1 1

|74:—:—:1
i1

En resumen:

i ‘=1

-3 .

=i

if=_1

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
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Y, en general, para hallar una potencia n-ésima de i, basta con hacer la divisién y quedarnos
con el resto, que estara en uno de los cuatro casos anteriores:

Ejemplo 8: ¢i™'? 151 4 151 .3
151=37-4+3 i = :ZI

Es decir, descenderiamos 37 veces en la serie de 4 elementos para acabar en la posicion 3

Ejercicios final tema: 12 a 25

I11) REPRESENTACION GRAFICA DE COMPLEJOS (Forma binémica y polar)

eje imaginario

+Dbi . . . .
bl al bi Dado un sistema de dos ejes perpendiculares como el de la figura

1 . . . . .

i —eje real y eje imaginario-, llamado plano de Gauss!, « para
) : representar un complejo en forma binémica —es decir, z=a+bi- le
iA 1

L eje real haremos corresponder el vector (a,b) >».

a

Definiciones: 1) El punto (a,b), es decir, el extremo del vector, se llama afijo del complejo a+bi.
223) La longitud del vector se denomina médulo, y se suele designar como r o |z|.

3%) El angulo que forma el vector con la parte positiva del eje x se llama argumento, y se
designa como a o arg(z).

! Curiosamente, en realidad los artifices de esta idea fueron el danés Caspar Wessel (1745-1818) en 1797 y el suizo Jean
Robert Argand (1768-1822) en 1806, pero la gloria del nombre se debe al aleman Gauss (1777-1885), que profundizé en
este tema 30 afios después...
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Ejercicios final tema: 26

I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Forma polar rg: Consiste en representar un complejo mediante dos valores: su médulo y su argumento,
designandolo como rg, .

Para hallar el modulo podemos aplicar el teorema de Pitagoras en

1)

)

eje C )
el triangulo sombreado:
b z=a+bi
1
" ) r’ =a’>+b®> = |r=+/a’+b’
Zl=r 1
. 1
1A 1 i . ,
G=arg(2) ' e R szlra obtgner el argumento, aplicamos trigonometria elemental en el
a mismo triangulo:
b b
tlgoa=— = |a=arctg —
a a
Todo lo anterior podemos resumirlo en la siguiente tabla:
Definicion: Célculo: Rango:
x MODULO _ , ,
5 Longitud del complejo z=a+bi r=+a’+b’ =|z r>0
@) r
e 3
< = b
E ARGUMENTO | Angulo que forma? el complejo con la | o = arctg — = arg(z) 0<0<360°
SQU
2 @ parte positiva del eje R a

Consejos alahora de pasar de bindmica a polar:

1?)

Como muy bien sabemos del tema de Trigonometria, entre 0° y 360° existen dos arcotangentes (que
difieren en 180°), por lo que conviene dibujar previamente el complejo y ver con cual de las dos nos
guedamos, en funcion de en qué cuadrante esté situado dicho complejo:

N IZ:\/512+b2 =

Ejemplo 9: Pasar -V3+i a polar:
| A3+ | |
oo TR S oo
: N e : :
1 1 ! 1 1 1
1 1 | 1 1 1
e feeeeas RPN R beeeon -
R G- AR Feeee- -

o =arctg — =arctg ——
a 3

Por tanto:

~3+i=2

(B + 2 =a=2

3 150°

Dicho angulo puede expresarse en radianes o grados sexagesimales, indistintamente.

129

-3 {3300 <« descartada pg. z € 2°cuad.
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2%) Caso particular: Si se trata de un nimero real o un imaginario puro se pasa a polar graficamente, es

decir, sin necesidad de aplicar las dos féormulas anteriores:

Ejemplo 10: Pasar -2 a polar:

e fomeee- S R t-----2-- Eneldibujo se ve que: -2=2 800

AR S S R e

: _ . a :

\ g : (-\ : :

: D r. : : ., . -

! : : ! ! (Puede comprobarse también, naturalmente, que si se utilizan las
PR e R R r=--=-4- dos férmulas se obtiene el mismo resultado, pero el proceso
: : : : : resulta muy tedioso...)

Ejercicios final tema: 27 a 32

. A H H ’;
¢,Cuando son dos complejos iguales en forma polar?: o = o + k3600

,donde k € Z

Es decir: «Dos complejos en forma polar son iguales si sus modulos son exactamente idénticos y sus
argumentos son iguales, salvo una diferencia de un multiplo entero de vueltas»

Ejemplos:  2;50=24400 54300=5_300 2 =2, V2300=V25c 00

Forma trigonométrica: Sirve para pasar de polar a bindmica:

eje C
z=a+bi a
"""""" 4 cosa=— =>a=rcosa I
|2|=r : L =>|a+bi=rcosa+rsena-i=r(cosa+isena)
: sena=— => b=rsena
o=arg(z) : eje R r 3)
a
Ejemplo 11: Pasar 2 0 a binémica:
PR P R P P i c0s150°= cos(180°-30°) = —cos 30° @
. L A A L . J§ 1) =~ ]
: D15 | : : 2,50. = 2(C0s150°+isen150°) = 2 St = 3 +i
i L2 \150°i i -
— sen150°= sen(180°-30°) = sen30° J
Por tanto: |2, 0=-\3+i
T EAREEEED REREEE EEEEEE EEREEEEE Notese que es el mismo resultado obtenido en el ejemplo 9.

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 130




N

-
-
-
= v
LE 8, “Fernands de Mean™
‘SecelBuman (Castad Rusl)

Matematicas | COMPLEJQOS

ALFONSO GONZALEZ

I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Caso particular: Para pasar de polar a binémica, cuando se trate de los argumentos 0°, 90°, 180° y 270°, no
€s necesario pasar previamente a trigopnomeétrica:

Ejemplo 12: Pasar 2., a binémica:

180°

oo --F---—k-=-=-F

N
»
KC)
2
iy T B | e e e o
A

.....................................

En el dibujo se ve que: 2,g00="2

(Puede comprobarse también, naturalmente, que si se pasa
previamente a trigonométrica se obtiene el mismo resultado...)

B Todo lo visto en este apartado se puede resumir en el siguiente diagrama, en el que se muestran las tres
formas que hemos indicado de representar un complejo y todas las combinaciones de paso de una a otra:

FORMA BINOMICA
a+bi

Ejercicios final tema: 33 a 41

r=+a’+b’

o = arctg b (jHacer dibujo!)
a

FORMA
TRIGONOMETRICA
r (cosa+isena)

V) OPERACIONES EN FORMA POLAR

IV.1) Producto v cociente en forma polar

FORMA POLAR
Mo

«El producto de dos complejos en forma polar es otro complejo de mddulo el producto de los mddulos y

argumento la suma de éstos»:

r -r, = (r-r’)am,

(4)

Es decir, «El moédulo del producto es el producto de los mdédulos, y el argumento del producto es la suma

de los argumentos».

Dem:

r,-r'y =r(cosa+isena)-r'(cosa’+isena’)=r-r'(cosa +isena)(cosa’+isena’) =

= r-r'(cosa cosa’ +isena cosa’ +icosa sena’+i%sena sena

l) _
= I‘-I"[(COSOL cosa’—sena sena’)+i(sena cosa’ +coso sen oc')] =

= r-r'[cos(a +a')+isen(o +0L')] =(rr')

a+a’

(C.QD.)
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Ejemplos: 3,5 - 2,40 =600

‘13 1350 1270° = \/34050 = \/3450
Se puede generalizar a tres 0 mas complejos:

‘131200 ’ 2150° ’ \/3900 = 6360° = 60o

B «El cociente de dos complejos en forma polar es otro complejo de madulo el cociente de los médulos y
argumento la resta de éstos»:
Mo _ (Lj )
’ !
r. |

Es decir, «El médulo del cociente es el cociente de los médulos, y el argumento del cociente es la
diferencia de los argumentos».

Dem: (se deja como ejercicio)

Ejemplos: Ose _ 250
320c
V2 (V2] (N2
21200 2 -30° 2 330°

Ejercicios final tema: 42 a 53

En resumen: 1°) Sumas y restas de complejos: sélo se pueden hacer en binémica.

2°) Productos, cocientes (y potencias y raices, como veremos a continuacion): se recomienda
en polar (aunque también pueden hacerse, mas prolijamente, en binémica).

IV.2) Potencia en forma polar

Vamos a obtener —en polar, que es la forma mas comoda para ello-, la férmula para obtener la potencia
de un complejo. Para ello, aplicaremos n veces el producto recién visto:

n terminos Q53 n sumandos J
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=

Por tanto:

(ro)'=(r") . (6)

Es decir: «Para elevar un complejo en forma polar a un exponente se eleva su modulo al exponente y se
multiplica su argumento por dicho exponente»:

Ejemplos:  (24,)° =(2° )yge = 8Bsce

(ue ) <[], ,, = =00

4.135°

Ejercicios final tema: 54 a 58

Si pasamos ambos miembros de la anterior formula a forma trigonométrica obtenemos la férmula de
De Moivre*:

[r(cowwisena)}” =r"(cos na.+i sen no) 7)

Esta férmula es muy util en Trigonometria, para hallar férmulas de senna y cosna en funcién de sena y
cosa (Ver Ejercicio final tema: 59)

IV.3) Raices de un complejo

Es imposible hallar las raices de un complejo directamente en forma bindmica. Vamos a deducir a
continuacion las férmulas para hallar la raiz de un complejo en polar.

Supongamos que nos dan el complejo r,, y queremos hallar su raiz n-ésima, que vamos a llamar R; por
tanto, tendremos que:

Q/::Rﬁ

Por lo tanto, por definicién de raiz n-ésima, tendremos que:

(Rﬁ)n =Ty
Podemos aplicar ahora al primer miembro la férmula de la potencia obtenida en el apartado anterior:
(R" )n-ﬁ =l
A continuacion tendremos en cuenta que, segin vimos en el apdo. lll, dos complejos expresados en

forma polar son iguales si sus médulos son iguales y sus argumentos también, salvo una diferencia de un
multiplo entero k de vueltas:

% Descubierta por el francés Abraham de Moivre (1667-1754).
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R"=r = R=4r
R" =r =
(R"),, =r. — ®)
n-g=a+k-360° = ﬁ:L ,donde k =0,12,...,n-1
n
Falta razonar que k solamente puede tomar los valores 0, 1, 2, ..., hasta n-1. Efectivamente, si k=n,

entonces, al sustituir en la segunda férmula recuadrada, obtendriamos B=a+360° con lo cual
volveriamos al mismo angulo.

El hecho de k sdélo pueda tomar estos n valores desde 0, 1, 2... hasta n-1 tiene una serie de
consecuencias:

1°) Un complejo tiene n raices n-ésimas.
2°) Las n raices comparten el mismo médulo R (lo que varia es el argumento).

39) Si las dibujamos, formaran un poligono regular de n lados.

Ejemplo 13: Hallar 3/ 8,,.

R=%8=2

Y8y =Ry &= 90°-+k - 360°

B=T=3O°+k-120°; k=0—p =30°
k =1—-p =150°
k=2-p=270°
Soluc: 12,50, 2000 29700

Si dibujamos las tres raices, comprobaremos que sus afijos forman un tridngulo equilatero:

. e [P a-.
' ' ' '
' ' 4 - ' '
1 [P S~o 1
1 Plie S 1
R EEEEEACEEEPEE EEEEE [
' ' ' 1
1 1 1
21500’ ' ' \230"
v 1 1 '
\
e R N e
! d Vi
! 1 1 Vi
il 1 1 "
1 ' ' u
n : : "
|“ ' ' !
1 1 1 L
|‘* ! ! /0
I e [ E [ A
[ 1 1 4 1
1 \\ 1 1 // 1
1 1 1 1
1 N [P '
I S \-E---_- -_---:l; I
1 RN -7 1
' T --7 1
1 1 1 1
. . 25700 .

Ejercicios final tema: 60y ss.
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63 EJERCICIOS de NUMEROS COMPLEJOS

1. Resolver las siguientes ecuaciones en el campo de los nUmeros complejos:

a) x*-2x+2=0
b) x*+3=0
c) x*-2x+4=0

d) 2x°-2x+1=0

(Soluc: 14)
(Soluc: +V3i)

(Soluc: 1++3i)

(Soluc: 1, 1)
272

Forma binémica de un complejo:

e) x’-6x°+21x-26=0

f) x*+1=0

g) x*-1=0

h) x*-3x*-2x%+10x-12=0

2. Completar (en este cuaderno; obsérvese el primer ejemplo):

(Soluc: 2, 2+3i)

' Soluc : -1, lrﬁ)
2 2

(Soluc: +1, #)

(Soluc: -2, 3, 14)

COMPLEJO | PARTE REAL | PARTE IMAGINARIA | OPUESTO CONJL!GADO
z Re(z) Im(z) -z z

1 z=2+3i Re(z)=2 Im(z)=3 -z=-2-3i z=2-3i

2 | z=3-3J3i

3 -z==3+i

4 z=1-i

5 z=3

6 =-2i

7 z=i

3. Dados los complejos z,=2+3i, z,=-1+4i y z,=2-5i, hallar:

a) z,+z, (Soluc: 1+7i) | e) 3z,+2z, (Soluc: 1+2i) | i) z, -z, (Soluc: -10i)
b) z,+z, (Soluc: 4-2i) | f) 2z,-3z, (Soluc: 7-6i) | J) 2z,-z, (Soluc: 2-9i)
c) z,-z, (Soluc: 3-i) g9) z,-3z,+4z, (Soluc: -8+2i)
d) z,-z, (Soluc: 3-9j) | h) z,+z, (Soluc: 1-i)

4. Calcular x e y para que (2+xi)+(y+3i)=7+4i  (Soluc: x=1, y=5)

5. Calcular:
a) (2+5i) (3+4i) (Soluc: -14+23i) f) (1+i) (1-i) (Soluc: 2)
) (1+3i) (1+i) (Soluc: -2+4i) g) (5+2i) (3-4i) (Soluc: 23-14i)
c) (1+4i) (-1-i) (Soluc: -2i) h) (3+5i)2 (Soluc: -16+30i)
d) (2-5i)i (Soluc: 5+2i) i) (1+3i) (1-3i) (Soluc: 10)
) (2+5i) (2-5i) (Soluc: 29) j) (-2-5i) (-2+5i) (Soluc: 29)
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k) (a+bi) (c+di) (Soluc: ac-bd+(ad+bc)i) p) (2+3i) (1-i) (Soluc: 5+i)
1) (2+3i) 3i (Soluc: -9+6i) q) (1-3i) 2i (Soluc: 6+2i)
m) (3i) (-3i) (Soluc: 9) r) (1+i) (2-3i) (Soluc: 5-i)
n) (2+3i) (Soluc: -5+12j) s) (5+i) (5-i) (Soluc: 26)
o) (6-3i)’ (Soluc: 27-36i) t) (4+3i) (4+2i)-(2+i) (3-4i) (Soluc: 25i)

6. a) ;Como es siempre el producto de dos complejos conjugados? Razonar la respuesta. (Soluc: € IR")
b) ;,Coémo son los complejos cuyo opuesto coincide con su conjugado? Indicar ejemplos.

¢) ¢ Qué ocurre si a un complejo le sumamos su conjugado? ;Y silo restamos?

7. Dados los complejos del ejercicio 3, hallar:

a)zi-z, (Soluc: -14+5i) | f) (z4)? (Soluc: -5+12i) |j) z2(2z4-3z3) (Soluc: -82-29i)
b) z,-z; (Soluc: 19-4i) | @) (z1-23)? (Soluc: -64) | k) (3z1+22,) (Soluc: -273+136i)
c)z3°2, (Soluc: 18+13i) | ) 21.2_1 (Soluc: 13) ) z,z-z, (Soluc: 75-28i

+ luc: 5+i, — 5 i
d) z1(z3+2,) (Soluc: 5+i) i) z, -z (Soluc: 6i) m) 212 -z, 2 (Soluc: 24i)
e) Z1-23"Z3 (Soluc: -16-10i)

Dados los complejos 2-mi y 3-ni hallar m y n para que su producto sea 8+4i.
(Soluc: my=-2 y ny=1; my=2/3 y n,=-3)

©+—>o»

Resolver la ecuacion (a+i) (b-3i)=7-11i (Soluc: as=4 y b1=1; a;=-1/3 y n;=-12)

10. Calcular:
1+3i , ) 2-i 1 1
a : — —
) 1o (Sof :2+1) 3+i 2i (s01:7)
2 +5i 1
b 26 7 . m) 2 Sol : 0
) 3540 (Sol.§+§/j I+i ( 0 )
. 5-3i)(1+i
c) F (Sol : i) n) % (Sol —7—j
—1 -
. 2 .
d) 3+5i (Sol : -1+ 4i) o) B+2)+3-2 (30/ 73 | 40 j
1—i (5+i) 169 169
e) 2-5i (Sol - -5 2i) p) (3=20(1+i) s 1.8,
i T+i-2i (°'€+€’)
20+ 30i .
f) 31i ! (Sol : 9+7i) 1+i
. a _i [Sol:iiij
g) (30/--i+iij 241 °°
3-2i 13 13 1-i
1+i : i 11+2i
h) 1+! (Sol :1-1) ) S+2 1+2 (Sol : 1-i)
i i 3+4i
0 1420 , ~10i — 25i
i) - (Sol : i) s) 10-10i  15-25i (Sol : 1-17i)
- i 2+i
N i
) : ( ._L_ij t) 1+ai i
2.3 Sol : 13 13/ ) " (Sol : i)
19-4i 3+2i . —a+bi
K 25 i (S04 " b +ai (Sol:D
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2-3i
2+3i

v)

Sol:—i—gi
13 13

‘ W) (14i) +(i-i")

11. Calcular el inverso de cada uno de los siguientes complejos:

a) 3i (SO/ :—%ij

b) 1+i (

12. Calcular las siguientes potencias sucesivas de i:

a) i’
b) i’’
c) 121
d) 723

e) 2344

Sol: ——-—
2 2

c) 2+3i

d) 1-i

(Soluc: 1)
(Soluc: i)
(Soluc: i)
(Soluc: -i)

(Soluc: 1)

(Soluc: -i)

(Soluc:

I
-
~

[Sol:i-ii e) -2+
13 13

(Sol %Jr%/) f) i

h) i®
i) i
o
k) i®
) i
m) i
n) -
o) i

13. Calcular las siguientes operaciones combinadas en forma binémica:

a) (2+iy’
b) (1+i)’
c) (2-3i)°
d) (2-3i)*

e) 131

f) i1
1+i

2i-1 4-3i
+ ==

i—
i*° 1+2i

9)

h) (3-2iY + (2 + 3i)?
i”24+i°®

i) (2+30)(1-)—(3+4i)’
21 i
j (B+2)E3-i)-(i-3)

J
B _3

(Soluc: 2+11i)
(Soluc: -2+2i)
(Soluc: -46-9i)
(Soluc: -119+120i)

(Soluc: i)

(Soluc: -1)
(Soluc: 4+2i)
(Soluc: 12-12j)

(Soluc : —1+@ij
5 5

(Soluc D= g + 3i]
2

k) 1-(2+3)°(1-2)

2 i77 _ i726

) (2+30)@-20)-(2-3i)

17 (1-i")
m) _o_5_10-101-5(1+i)
8+2i—(5+3i)
n) (- 3iy? - (2+3i)(3 + 2i)

3i"" -1

0) (B+)3+2)-(2i-3¢ 4
2i% —i® 5i

p) (2-3)-(2+3)@3-2) 4

3i" -1 5i %

(Sol : -4)

(Sol .‘—g—lij
5 5

(Sol : i)

(Soluc: i)
(Soluc: 1)
(Soluc: -i)
(Soluc: -1)
(Soluc: 1)
(Soluc: -1)
(Soluc: -i)

(Soluc: i)

(Soluc : —Q+Eij
5 &5

(Soluc: i)

(Soluc: -5-i)

[Soluc - 7 + ﬁij
5 5

[Soluc : 3 +4i j
5

(Soluc — z + 6ij
5

14. ;Cuanto ha de valer m para que el complejo z=(m-2i) (2+4i) sea un numero real? ;E imaginario puro?

I ¢De qué numeros se trata? (Soluc: m=1 0 m=-4; z=10 y z=-20i, respectivamente)

137
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Determinar x para que el producto z=(2-5i) (3+xi) sea:
a) Un namero real. ; Qué numero resulta?  (Soluc: x=15/2; z=87/2)

b) Un ndmero imaginario puro. ;Qué complejo z se obtiene? (Soluc: x=-6/5;, z=-87i/5)

a) Hallar x con la condicién de que (x—2i)2 sea un numero imaginario puro.  (Soluc: x=42)
b) idem con (3x-2i)* (Soluc: x=22/3)
c) idem con (2+xi)? (Soluc: x=+2)
Hallar x e y de modo que 3 _X_i =y+2i (Soluc: x=-16; y=7)
1+2i
. Hallar x para que el cociente ;H;" sea un numero imaginario puro. ;De qué numero imaginario se trata?
(Soluc: x=-2; i) +el
; : -2 +ki .
. Determinar k para que el cociente z= - sea:
—I1
a) Un numero real. § Qué ndmero resulta? (30/ k=22 z= iﬁ)

b) Un numero imaginario puro. ; Qué nimero es? (Sol : k=0, z=-2i)

Demostrar la siguiente igualdad, obtenida de manera fortuita por el insigne filésofo y matematico aleman
Gottfried Leibniz (1646-1716):

13 i+41-43i=+6

Hallar dos complejos de los que sabemos que su diferencia es un numero real, su suma tiene la parte real
igual a 1 y su producto es -7+i (Soluc: 3+i y -2+i)
Determinar los valores de a y b para que el complejo z=a+bi satisfaga la ecuacion z% =z
Soluc : z, :—1+£i, z, :—1——3i, z,=0, z,=1
2 2 2 2

Comprobar que los nimeros complejos 2+3i verifican la ecuacion x*-4x+13=0

Hallar una ecuacion polinémica cuyas raices sean:
a) 1+3i (Soluc: x*-2x+10=0)

b) 5+2i (Soluc: x*~10x+29=0)

C) 2+i y 3+5i (Soluc: x*-(5+6i)x+1+13i=0)
d) i (Soluc: x*+1=0)

TEORIA: Demostrar que si las raices complejas de Ax*+Bx+C=0 son abi, entonces:
Al(x-a)*+b’]=Ax*+Bx+C

(Ayuda: Desarrollar el miembro izquierdo y aplicar las relaciones de Cardano-Vieta)
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Forma polar de un complejo:

26.

27.

33.

Representar los siguientes complejos, sus opuestos y sus conjugados:
a) z,=3+4i b) z,=1-i C) z3=-3+i d) z,=-2-5i e) zs=7i
f) ze=-7 g)i h) -V2i

Pasar a forma polar los siguientes complejos (se recomienda representarlos previamente, para asi
elegir correctamente su argumento):

a) 4143 (Soluc: 860) j) A (Soluc: 127¢0)

b) 3-343 i (Soluc: 63000) k) 3+4i (Soluc: 553 5)

c) —/2-i (Soluc:\/g s 44') ) A . (Soluc: Ss0ss)
m) -3+4i (Soluc: 51260 52)

d ~2-2i (Soluc: 2z257) n) -5+12i (Soluc: 13112 37)

e) J3-i (Soluc: 23507) o) -8i (Soluc: 82700)

f) 1+ (Soluc : V2 +5°) p) 8 (Soluc: 8¢)

g) 1-i (Soluc : «/5315°) q) -8 (Soluc: 81s0°)

h) -1-i (Soluc:NZ o) | 1) 3*2 (Solue : V13 aar)

i) i (Soluc: 1g0°) s) -2-5i (SOIUC :N29 24a°12')

. @) Hallar m para que el nimero complejo m+3i tenga médulo 5. Justificar graficamente la solucion.

(Soluc: m=+4)

b) Hallar m para que su argumento sea 60° (Soluc: m=+3)

. Hallar un numero complejo tal que |z|=3 e Im(z)=-2. Justificar graficamente la solucion.

(Sotuc : z,=5-2i z,=—5-2i)

. Hallar un numero complejo del 2° cuadrante que tiene por médulo 2 y tal que Re(z)=-1. Expresarlo en

forma polar. Justificar graficamente la solucién. (Soluc : -1+~3i=2,,)

. Hallar un complejo de argumento 45° tal que sumado a 1+2i dé un complejo de médulo 5 (Soluc: 2+2i)

. Encontrar un complejo tal que sumandolo con 1/2 dé otro complejo de modulo /3 'y argumento 60°

[Soluc: \/5_1+3ij

2 2
Pasar a forma bindmica (no vale pasar los radianes a grados):
a) 4z (Soluc : 243 +2i) g) s [Soluc _, g . é j
b) 4g0
¢) 2 h) 20 (Soluc : 1+~/31i)
d) 5, i) 6o (Sotue : -3 - 342i)
€) Zam2 i) 3see (Soluc: ~(1,928+2,298i))
f) oo

k) 41200 (Soluc: —2+2J§i)
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1) 24500 (Sotuc: ~3+i) P) 17 {SO/UC' _ﬁ_i]
' 2
m) 31-,/3 [ 3 3J3 J
Soluc: —+ i
2 a) (V3)sme [Soluc : —§+fi]
n) 2ip0e (Soluc: ~(0,3473+1,9696i))
0) 24500 (Soluc: -2)

34. Dado el triangulo equilatero de lado 1 de la figura, hallar razonadamente,
en forma polar y binémica, z,, 7,y z.:

Soluc: z,=1,,=———-——1 =10 =—
1 240 300 2 2

2

1 ﬁ..zz{ﬁ] : _1 A3,

z
1 z,

2

35. Hallar los numeros complejos, en forma polar y binémica, que corresponden a los vértices de estos
hexagonos:
a) b)

(SOI-' z1=20 22=260°=1+V3i,' Z3==2Z6; Z4=—Z1, Z5==2Z2, 26=22) (SO/.' Z1=2300= V3+I',' Z9=2900=2I; Z3==Z¢; Z4==Z1; Z5==2Z2.Z6=Z 1)

36. Determinar el valor de a para que el complejo z=(3-6i) (2-ai) sea:
a) Un numero real.  De qué numero se trata? (Sol: a=-4; 30)
b) Un numero imaginario puro. ¢ De qué numero se trata? (Sol: a=1; -15i)

¢) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 1% y 3% cuadrantes. ;De qué numero se trata? (Sol: a=6; -30-30i)

37. Determinar el valor de m para que el complejo z = i_rg_' sea:
a) Un namero real. ; Qué nimero es? (Soluc: m=3/2; 1/4)
b) Imaginario puro. ¢ Cual en concreto? (Soluc: m=-8/3; i/3)

c) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 2° y 4° cuadrantes. De qué complejo se trata? (Soluc: m=14; 1-i)

38. Determinar el valor de a para que el complejo z=(2+3i) (-2+ai) sea:
a) Un numero real. ; Qué numero es? (Soluc: a=3)
b) Un numero imaginario puro. ¢ De qué numero se trata? (Soluc: a=-4/3)

¢) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 1%y 3% cuadrantes. ;Cuédl es?  (Soluc: a=2/5; -26/5-26i/5)

39. a) Dado z=2,s., hallar z en polar. (Soluc: 23159
b) Dado z=13¢, hallar -z
¢) Si z=2,5¢., hallar su conjugado y su opuesto.

d) Hallar un nimero complejo y su opuesto sabiendo que su conjugado es z-3,,

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 140




ALFONSO GONZALEZ
I.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

.*e- Matematicas | COMPLEJOS

40. Representar razonadamente las siguientes regiones del plano complejo:

a) Im(z)=-2 (Sol: recta horizontal) g) -1<|z|<3 (Sol: anillo)
b) Re(z)=Im(z) (Sol: bisectriz del 1°" cuadrante) h) Arg(z)=30° (Sol: recta)
c) -1<Re(z)<3 (Sol: banda vertical) i) Re(z)=-3 (Sol: recta vertical)
d) Im(z)<2 (Sol: semiplano) i) |z|>4
e) |z|=5 (Sol: circunferencia) k) Arg(z)=90°
f) |z|<3 (Sol: regién circular)
41. TEORIA:

a) Demostrar que |z|=zZ
b) Si z=r , ;qué relacion tienen con z los NUMEros ry, 400 Y Mgp0—c?

c) El producto de dos complejos imaginarios, ¢ puede ser real? Poner un ejemplo.

d) ;Qué relacion existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto?

e) ¢Qué condicion debe cumplir un niumero complejo z para que 7 = 1 (Soluc: Su modulo tiene que ser 1)
z

Producto y cociente en forma polar:

42. a) Dados los numeros complejos 3300 ¥ 5¢0c, cOMprobar que el producto en forma polar y en forma
bindbmica dan el mismo complejo. (Soluc: 15i)

b) idem con 3i y 2-2i (Soluc : 6+6i =6:2.s)

c) idem con el cociente entre 41500 y 2500 (Soluc c143i= 2600)

43. Efectuar las siguientes operaciones en forma polar y pasar el resultado a binémica:

a) 3us - 2150 (Soluc : 64, =3+33 i) f) 9370 : 370 [Soluc o % B 3\25 ij
b) 31500 * 4ase (Soluc : 12,45, =-11,59-3,11i) ,

9) (240°) (Soluc D8 =—4+ 4J§i)
€) 153" 2162 3410 (Soluc : 6,y = 6i)

h) 133 : 2460 * 3410 (3 . ;
d) 31z 4y 20 (Sowc: 24,,=1243+12i) Soluc:|5) =079+1.27
€) 2406 : g1 (So/uc D 24 =\/§+\/§i) i) 3120 :4470:2¢0 (Soluc- (g) :037_0041.)

“\8 3540 ’ ’

44. El complejo de argumento 80° y médulo 12 es el producto de dos complejos; uno de ellos tiene de médulo
3y argumento 50°. Escribir en forma binémica el otro complejo.  (Soluc : 2v3 +2i)

45. Efectuar las siguientes operaciones en forma polar y pasar el resultado a bindmica:

a) 2 4 (Soluc : 1,5 = 0,94 —0,34i)
81700

b) 2, (1+1)

1.3
2,45-(1-10)

(Soluc e = -3 + 7i
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c) (1+3 )(A-i)3 i) (Soluc : 452 75 = 1,46 + 5,46i)

d) @ (Soluc : 1,55 =—1)

Hallar el valor de o para que el producto 3., - 1, sea:

a) Un numero real positivo. ,De qué numero se trata? (Soluc: a=3r/2; 3)
b) Un ndmero real negativo. idem. (Soluc: a=n/2; -3)
Hallar el valor de o para que el cociente 5, : 3, sea:

a) Un numero real positivo. (Soluc: a=rm)

b) Un nimero real negativo. (Soluc: a=0)

¢) Un nimero imaginario puro con su parte imaginaria positiva. (Soluc: a=r/2)

d) Un ndmero imaginario puro con su parte imaginaria negativa.  (Soluc: a=37/2)

“ “ “

e) situado en la bisectriz del 2° cuadrante. (Soluc: a=rn/4)
Sin necesidad de efectuar el producto en bindmica, hallar cuanto ha de valer m para que el complejo
z=(m-2i) (2+4i) tenga modulo 10  (Soluc: m=#1)

. . . . A . a+2i
Sin necesidad de efectuar el cociente, determinar el valor de a para que el médulo del complejo Z = e
sea 2 (Soluc: a=+2)

Hallar dos nimeros complejos sabiendo que su producto es -8 y el cociente de uno entre el cuadrado del
otro es la unidad. (Ayuda: utilizar la forma polar)  (Soluc: z1=4120° ¥ Zo=260° )

Hallar dos numeros complejos sabiendo que su producto es 4 y el cociente de uno entre el cuadrado del
otroes2  (Soluc: z,=(2¥4), y z, =¥2),)

Interpretar geométricamente el resultado de multiplicar el complejo z=a+bi=r, por la unidad imaginaria i.
(Soluc: Se trata de una rotacion de 90° en el plano complejo)

Calcular cos 75° y sen 75° mediante el producto 1390* 145 (Soluc : cos 7502@; sen75°= ‘E;‘Ej

Potencias en forma polar:

54.

Calcular, aplicando el método mas apropiado (es decir, operando en polar o en bindmica) en cada caso;
dar el resultado en forma bindmica:

+i)2 - 9f iV
e e o
c) (1+i)° (Soluc: -2+2i) h) (12;;2 (SO’UC-' %—"j
d) (2+3i)° (Soluc: -46+9)) i) i+ (Soluc: -2-2i)
e) (1-i) (Soluc: -4) i) (14 (Soluc: -1024)
f) (-2+i)° (Soluc: 38+41j) k) (,2,72@,)6 (Soluc: 4096)
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y =i (Soluc: -1) s) @+2V3 i)’
2 t) (4+443 i)
m) (4—4\/§ i)’ (Soluc: -512) u) (2+2\/§i)2
n) (-2+23 i) (Soluc : ~128+12843i) V) (14
0) (\/3-iy (Soluc : —16«/5—16i) w) (1+2i)3
p) [’o’ﬁﬁ'J (Soluc: 27) x) (2+°)°
2 2
3+3i)°
q) (-1+)*° (Soluc: 2"°) N ES)
) ( 1+i)2 4 Z) M
r - ) I .
—(mf (Soluc. _§+EJ i+3
o) (Y3i+1y
(A+i)(1-1i)
55. idem (mas complicados, tipo examen):
[3\/5-‘-3 I] g) 7(2_2\/§I)3
a) |2 2 (Soluc : 34 =-3) I
EXIAN (~VB+i) i
2 2
8 (5 + i)'[g—m
b) (23 - 2i) (So,uc. (1} _ﬁﬂ,] " 6
(-4v2 +4v2if 4 8
c) (1-V3if (2 ++2i) RNy . ™
Errre i S N e
d) (ﬁ—ﬁ‘fg—“‘)“ (Souc: 4\2us =~4+4i) | j)  i"-(1-\Biy
(1) v E i
e) (-23-2if 143 J3+i) (V8-
(—4+483 0y 2i Solue: Ty == =5 1] | K) | (25 ? )
f) (-243 - 2i)* ; (So/uc C e = —2\/5—2/')
(-1+J§i)3(2+2i)
56. a) Operar (1721) (1-21) on pingmica. (SO,UC. j+iij
(2+i)° "5 5

b) Operar en forma polar y pasar (utilizando la calculadora) el resultado a binébmica.

(Soluc - ~128-1283i)
(Soluc : —2048 - 20483i)
(Soluc : —8+843i)
(Soluc: -4-4i)

(Soluc: -11-2i)

(Soluc: 2+5i)

(Soluc: -972-972i)

(Soluc: -3 +i)

(Soluc: 1_2J§ + 3i]

(Sotuc - 4,10, =-24/3 - 21

(Soluc: i)

(Soluc : =0,2277 +0,0610i)

Soluc :

VR
%:\\
n
N =
+
&
N

(Soluc: 1+i)

(Soluc : =155 510

57. Dados los complejos z1=+/3 i, z,=3i y zz=1+i, calcular las siguientes expresiones, dando el resultado en

bindmica:

a) Zi+2,
23

b) Z4"Z3

c)(z) d)z,

2 2

143

(So/:a)2+\/§+2\/§i; b)(N[3 +1)+ (\3-)i; c)—8+843i; d)—3ij

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es)



;‘r Matematicas | COMPLEJOS

_ ALFONSO GONZALEZ
LS. Fornanda do Mena" I.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

58. Dado el complejo z=~2 —~/2 i, calcular z° -z (Soluc: -64)

59. a) Aplicando la férmula de De Moivre”, hallar sen 3a y cos 3a. Comprobar las expresiones obtenidas
sustituyendo valores apropiados de a (p.ej. 0=30°) (Soluc: sen 3a=3sen a-4sen’a; cos 3a=4cos’a-3cos a)

b) idem para sen 4a y cos 4a

c) idem para las ya conocidas sen 2a y cos 2a

Raices de un n° complejo:

60. Calcular las siguientes raices (dando el resultado en binémica en aquellos apartados marcados con (*)), y
representarlas en el plano complejo:

a) Y1+i (SO/UC 282 11,250 42 101,250 42 191,250 %281,25“)

b) ¥1-i (SO/UC 2 1052 Y2 2250 2/53450)
(*)c) 4 4 (SO/UC 42 60 42 1500 42 2400 i/?sam)

1-3 i
d) 3 % (Soluc 2 450 42 1650 Q/Ezss")
-1
()e) ¥-i [Soluc oL ]
2 2
[ V2 V2.
) 3-—= +——1 | Soluc: £+£i,‘ —-0,97 +0,26i; 0,26 -0,97i
2 2 2 2
() 9) i So/uc:—2+£i' —Q—Qi
2 2’ 2 2
h) o/ 1= (SOl : 0,895, 0,89, 0,89,3.)
V3 +i
(*)i) ¥Y8i (Soluc : 2i; ++3 +i)
(")) ¥=1 [So,uc i@i2,]
2 2
(*) k) % (Soluc 1 2; —1J_r\/§i)
() Y-2+243 i Soluc: N8, V2, N6 N2, N2 N6, N2 A6,
2 27 2 27 2 27 2 2

m) V4443 i (Soluc : 24000 25500 23400)

(*)n) o/ B+8 [Soluc - 20 iﬁnj
1-i T2

o) {-2+2i (Soluc : /8 33,75 48 123,750 U8 213,75 U8 303,75

(*) p) ¥-16 (Soluc : +2 £+/2i)

' Abraham De Moivre (1667-1754), matematico francés. Como dato curioso, parece ser que al final de sus
dias predijo exactamente la fecha de su propia muerte: se dio cuenta de que cada dia dormia 15 minutos
mas que el dia anterior; a partir de ahi, conjeturéd que el descanso eterno le llegaria el dia que durmiera
durante 24 horas. Ese dia aciago, calculado por él mismo, fue el 27 de noviembre de 1754.
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q) ¥-243 (Soluc : 3366 31052 31500 32520 33240)

()r) V-8+8Y3 i (Sotue :\3+i; ~1+3i; ~\3~i; 1-3 1)

SN
()s) —1+i
(Y o 13,
2 2
oo [—B8
C)u) 1+i

z) ¥-27
a) Y729
B) 416 4

()n) BB+8 (5 4, (7 B, 5 47, 47 G,
—/3 +i 227 2 27 2 27 2 2

. i®+i®
(*) 3) 3_—2i

61. TEORIA:
a) El numero 4+3i es la raiz cuarta de un cierto complejo z; hallar las otras tres raices.
b) ;Pueden ser 2+i, -2+i, -1-2i y 1-2i las raices cuartas de un complejo? Justificar la respuesta.
c) ¢Pueden ser 2og0, 24000, 21720, 20440 ¥ 23160 las raices de un complejo? ¢ De cual?

d) El complejo 34, es vértice de un pentagono regular. Hallar los otros vértices y el numero complejo
cuyas raices quintas son esos vértices.

e) Una de las raices cubicas de un numero complejo z es i+i. Hallar z y las otras raices cubicas.

62. a) Hallar las raices cubicas de la unidad en forma binémica, y dibujarlas.

[So/uc:1; %+ﬁ;- ,l,ﬁ,]

27 2 2

b) Hallar las raices cuartas de la unidad en forma binémica, y dibujarlas.
(Soluc: +1; +i)

c¢) Hallar las raices quintas de la unidad en forma polar, y dibujarlas.
(SOIUC 1o, 1750 Ty4405 T162 Tasae)

Soluc : +1; +

d) Hallar las raices sextas de la unidad en forma binémica, y dibujarlas. ( 1+\/§I.J
2 2
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63. Resolver las siguientes ecuaciones en el campo de los complejos. Dibujar los afijos de las raices:

a) x°+8=0 (Soluc: -2, 1+3i) d) x*+1=0 (So/uo _+x/§+x/§ij
b) x*-16=0 (Soluc: +2, +2i) 22
c) ix*+16=0

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital

siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 146




EJERCICIOS RESUELTOS DE COMPLEJOS

Ejercicio 21
Dados los nameros complejos == 1 <34 w=-3 + 2i, [ =-2§, calcula:

a) =t bzt —w(t+2) <) ,

- ] - T
{;} ."'l—«f‘{s f} e

¥ Y ¥ 4
) 223 )% |
w 3 2

=130 w=-3+2 t=-2i

a) zeot = (1 = 30 (=3 + 200 (=2 = (=3 + 2i + 9f — 6i%) (=2 =

= {3+ 114} (-20y = ~Oi — 22§

bzt —w(+ 2 =(1 -3 (=20~ (-3 + 20 {=2i+1-30=

Nl

= (=20 + 6% = (=3 + 200 (1 = 5) = (=06 — 20) — (=3 + 20) {1 — 5 =

(=20 — (=3 + 151+ 2i = WHD = (6= 20— (T + 17H) = =13 — 19¢

{4+ 601 + 3

yw, =3 + 24 Y Of — 44
o = (2= - — P
z  1-3i 1 3 1% — (30)

44+ 128+ G+ 1812 14 + 184 A
S E = e

1+4 10 5005

2 — 3¢ A1 -3H)-3(=2) 2- Oi + Gi =3 - 20

- N )
w —3 4 20 3+ 24 (=3% — (20

~fr — 44 6 4
Y+ g 13 13

L ¥
+
P
{
oY
Sy,
-
+
.
—
|
fn
S
]
|
-
o
+
"k

e

b
S

=[ -:u,) =3+ 20 =5+ —f+ N~ Oic=1+—i
() ; ) i’

¢ PRI, . L P_— P ~ P
— (=3 + 2 {(=2{) 1 —Of + 8= (=3 + 2i—4]

2 2 2

i

= )+
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Ejercicio 22

Halla el valor de b para que el producto (3 - 64 (4 + bi) sea un nuimero:
a) Imaginario puro. b} Real.

(3= G (4 + biy = 12 + 3bi — 24i + Gb = (12 + 6b) + (3b — 24)i
a2+ 06bh=1{ — b=_-2

b — b=§

o
=
fahd
el
|
fot
i
i

Ejercicio 23

Calcula x para que el resultado del producto (x + 2 + dx) (x ~ i) sea un no-
mero real.

3

X b 2a— 2+ x4 il =

i

(w+ 2+ ixy (e — 1)
3 s = oy 2 s p 2 5 - g #
=xdwi b Zn— 2+ it = (0f 4+ A wd - 2

Para que sea real, ha de ser

2%

|
l
=

i

i

R R Y

W=

G
i

Eod
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Ejercicio 24

Calcula y representa graficamente el resultados

= ——(cos 135% + { sen 1535% =
e
4 Al oy
—i

A =
V5 (gpe 3 x"éjf:' T1T B4 + A500 S

Las tres rafces son:

“\; § = {} 7HE + {1, 3474
T2 A1

6] 2 i )
e = {}093 + (3,504
5 147 a1
6}
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Ejercicio 25

Calcula v representa las soluciones:

- é;« o i!\_‘ - “/51' &
Ay g — 4B 33 T

= 0k = 7

W+ BEO° HS 100° + 1200

. }::‘f{ K(\‘

Ejercicio 26

by 416 = V10,5, =

SR + AN B

Las cualeo pAices SO

450 135
. _ "™ T i P
2-)\3;0 =E - W2 = W 2
3 ¥
e Pov s e I e % . i )
2 H % - . - g EA bl - i s ki
ch N Zeone + agoe goa T Saew oot R0 L2

Las tres raloes somn:

. o . . i e
dyp = N3t Zigge = —N3 H Lap = =2
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Ejercicio 27

Halla dos numeros complejos tales que su cociente sea 3, la suma de sus ar-
gumentos T3, v la suma de sus madulos 8.

& Lamalos v,y sp y escribe las echaciones gque los relacionan:

y’ﬁ.\

*p

= 3 (07 es el argumento del cociente, o—[ =0 r+s5=8 y a+fp=

L.;»J%

=
|
I
e
(4]

3ba=p 2p=5 =L o=
3 6

-P=10

N o . ” X B 3 3
Los mimneros seram: Ope Vo 2oy

Ejercicio 28

El producto de dos mimeros complejos es -8 v el primero es igual al cua-
drado del segundo. Calecdlalos,

. I )
e PR .

z=w*

b=0,1,2

y =7 , L= ;
TR SCLROR 4 AGR BRSP4 1200 ke

shciomes;

gar e ¥ W T
al S —* -1 “”}Lﬁ,u
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Ejercicio 29

De dos niimeros complejos sabemos que:
« Tienen el mismo maédulo, igual a 2,

» Sus argumentos suman 177/6.

¢ El primero es opuesto del segundo.
;Cuiles son esos niimeros?

Llamamos a los nimeros: z=v¢, v w= 5p

Tenemos que:

Ejercicio 30

Halla dos niimeros complejos conjugados cuya suma es 8 v la suma de sus
mddulos es 10.

o
+tx=3

L Como |z =|Z] = |z =5
| =10 == 1E <]

—

el

Si Hamamos:
z=a+hi = T=a-bi

z+Z=a+bi+ra—bi=2a=8 — a=4

i
+
Ry

[

i
i
4

(=

It
et
WA

|z|=]Z] = va* + b?
— b*=9 — b=1+vy0 =43
Hay dos seluciones:

Zy=4+3 = F=4-3

&
l\ﬁ
I
o
|
‘b
i,
. gzl
I
kS
+
=
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I) CONCEPTO DE FUNCION. DEFINICIONES

Ejemplo 1: Considerar la funcién y=f(x)=x>

Podemos estudiar su comportamiento utilizando un diagrama de conjuntos o diagrama de Venn L

Dom(f)=R Im(f)=R"

Ahora bien, en la préactica lo anterior se suele indicar mas bien mediante tabla de valores:

X .. =2 | -1 0 1
f)=x*| ... 4 | 1|0 1| 4

(NOTA: mas adelante veremos que esta funcién se trata de una parabola...)
Por ejemplo, se dice que la imagen de 3 a través de la funcion anterior es 9, y se designa como (3)=9

iMuy importante!: Para que una funcion esté bien definida, cada x no puede tener mas de unaimagen.

Definiciones:

«Una funcion es una aplicacién entre dos conjuntos de tal manera que a cada elemento —llamado x, o
variable independiente- del conjunto inicial le corresponde un Unico elemento a lo sumo —llamado
imagen de x, o f(x)- del conjunto final>.

Como acabamos de indicar, x se llama variable independiente, mientras que y=f(x) es la variable
dependiente (ya que, obviamente, depende de x).

f(x) se llama imagen de x, mientras que x se llama antiimagen de f(x). En el ejemplo anterior, la antimagen
de y=9 seria x=%3.

Dominio de definicién de la funcién: «Es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen»;
se suele designar como Dom (f), o Domf(x), etc. En el ejemplo anterior seria, I6gicamente, Dom (f)=R, como
se indica en el propio diagrama de conjuntos.

! Introducidos en 1880 por el matematico y filésofo britdnico John Venn (1834-1923)

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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Imagen o Recorrido de la funcidn: «Es el conjunto formado por todas las imagenes f(x) posibles que
recorre la funcidn»; se puede designar como Im(f), o R(f), etc. En el ejemplo anterior seria, l6gicamente,
Im(f)=R", como también se indica en el diagrama.

Por tanto, la definicién completa y exhaustiva de esta funcién seria: f: R ——— R”
X —— f(X)=x"

pero en la practica, por comodidad, se suele abreviar diciendo simplemente f(x)=x>

Ejercicios final tema: 1y 2

GRAFICA DE UNA FUNCION

Ejemplo 2: Construir la gréafica de f(x):x2 mediante tabla de valores.

X | .. 5[-4|-3|-2|-1/0|1|2]|3]|4]|5 - $::2
f0)=x2| ...

Definicidn: «La grafica de una funcién y=f(x) esta formada por los
puntos (X,y) que verifican la expresiéon y=f(x)».

Observaciones:

1°) Podemos obtener graficamente el Dom(f) si nos desplazamos
imaginariamente de izquierda a derecha a lo largo del eje x y vamos viendo -hacia arriba o hacia
abajo- cuando existe imagen, es decir, cuando hay grafica.

De la misma forma, podemos obtener el Im(f) a partir de la grafica si nos vamos desplazando
imaginariamente a lo largo del eje y de abajo a arriba y vamos viendo -a izquierda y derecha- cuando
existe antiimagen(es), es decir, cuando hay grafica.

2°) El hecho de que un mismo x no pueda tener mas de una imagen se traduce
graficamente en que «Toda recta vertical que se desplace imaginariamente a lo
largo de la grafica s6lo puede cortar a ésta a lo sumo en un punto ».

3°) Es importante tener en cuenta qué es x e y en una grafica (ver dibujo):

Dado un punto P(x,y), |la abscisa x es la distancia (>0 o <0) al eje y
la ordenada y es la altura (distancia al eje x, >0 o <0)

Ejemplo 3: Dada f(x) = Jx , se pide: a) Representarla graficamente.

b) Deducir su Dom(f) e Im(f) a la vista de lo anterior.

f(x)=Vx

Dom (f)=

Im (f)=

En cambio, una recta horizontal que se desplace imaginariamente por la grafica puede cortar a ésta en varios puntos, lo
gue corresponde al hecho de que un mismo f(x) puede tener varias antimagenes ... (como ocurre en el ejemplo 2)

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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Ejercicios final tema: 3a 6

1) CALCULO DEL Dom(f) DE LAS FUNCIONES MAS HABITUALES

Vamos a ver una serie de "recetas" para deducir el dominio de definicion de una funcidon a partir
exclusivamente del tipo de expresion analitica, es decir, sin necesidad de dibujar su grafica previamente.

[1.1) Funcién polindmica:«Dom[f(x) polinémica]=R»

La explicacién es obvia: recordemos que el dominio de una funcién esta formado por todos los x para los que
existe imagen, y es evidente que, sea cual sea el polinomio, siempre va a existir imagen Yx cR.

I11.2) Funcién racional: Recordar que una funcién racional es toda aquella que se puede expresar como
9(x)
h(x)

un cociente, es decir, una funcién del tipo f(x) =

Pues bien, es obvio que para una funcion tal existird imagen siempre que el denominador no se anule; por lo
tanto: «El Dom(f) de una funcion racional esta formado por todos los x para los que no se anula el
denominador». Expresado en lenguaje matematico:

Dom {f(x) = %} - {x/h(x) #0)

En la practica, esto se traduce en ver cuando se anula la expresion del denominador, es decir, resolver una
ecuacion; aquellos x que sean raices del denominador tendremos que excluirlos del dominio:

Ejemplo 4: Obtener, razonadamente, el Dom(f) de las siguientes funciones racionales:

a) f(x):i (Sol: Dom(f)=IR-{4})
X—4

b) f(x)= 22 (Sol: Dom(f)=IR-{+2})
X° -4

c) f(x)= 22 (Sol: Dom(f)=IR)
X +4

111.3) Funcidn irracional: Recordar que una funcion irracional es aquella en la que la x figura dentro de

una raiz.

En este tipo de funciones es evidente que, si el indice de la raiz es par, entonces existira imagen siempre que
el radicando sea >0; ahora bien, si el indice es impar, no hay ningln problema en que el radicando sea
negativo. Por lo tanto: «El Dom(f) de una funcién irracional de indice par esta formado por todos los x
para los que su radicando es >0». Expresado en lenguaje matematico:

Dom [f(x) = "a{/@} = {x / g(x) = 0}

En la practica, esto se traduce en resolver una inecuacion:

Ejemplo 5: Obtener, razonadamente, el Dom(f) de las siguientes funciones irracionales:

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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a) f(x)=+vx-9 (Sol: Dom(H)=[9, )
b) f(x)=vx*-9 (Sol: Dom(f)=(-c0,-3]U[3, )
c) f(x)=3Yx*-4x+3 (Sol: Dom(f)=(-c0,1]U[3,0))
d) f(x)=vx*+9 (Sol: Dom(f)=IR)
e) f(x)=3%x-9 (Sol: Dom(f)=IR)
f) f(x)=vx?+x+1 (Sol: Dom(f)=IR)

NOTA: Para hallar también analiticamente el Im(f) habria que obtener, previamente, la inversa de f(x) —como
veremos en el apartado VIII-, y hallar a continuacién el dominio de ésta; como ello puede resultar
complicado, se recomienda preferiblemente hallar el Im(f) graficamente.

Ejercicios final tema: 7y 8

IV) PROPIEDADES QUE SE DEDUCEN DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION

IV.1) Continuidad: «Una funcion es continua si puede dibujarse su gréafica sin levantar el lapiz del
papel >. En caso contrario, se dice que es discontinua»

En el tema 8 (Limites y continuidad) veremos una definicion mas formal de continuidad, que nos permitir4, ademas,
obtener la continuidad de una funcion sin tener que representarla. De momento, nos contentaremos con esta definicién
"intuitiva”, a partir de la grafica.
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iIMPORTANTE!: La continuidad se indica siempre respecto al eje x.

Ejercicio final tema: 9

IV.2) Crecimiento vy decrecimiento. My m:

Idea intuitiva:

f(x) \

() LI

f(x)
/ X X’ X X’ T~

FUNCION CRECIENTE FUNCION DECRECIENTE

Def: |«Una funcién es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple que, a medida
gue aumentan las x, aumentan también las imagenes f(x) correspondientes.

«Una f(x) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple que, a medida
qgue aumentan las x, disminuyen las imagenes f(x) correspondientes».

Mas formalmente:

f(x) es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x' = f(x) < f(x)

f(x) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x' = f(x) > f(x')

Observaciones:
1°) Para indicar que una funcién es creciente utilizaremos el simbolo 7, y N si es decreciente.

2°) En el caso de una funcién constante, la definicién seria: x < x' = f(x) = f(x)

En general, las funciones no son siempre crecientes o siempre decrecientes, sino que presentan intervalos de
crecimiento o monotonia:

A

m

|
i
J

Def: |«Una funcién presenta un maximo (M) en un punto si en las proximidades de dicho punto pasa de
forma continua de creciente (/) a decreciente (N) ».

«Una funcién presenta un minimo (m) en un punto si en las proximidades de dicho punto pasa de
forma continua de decreciente (N) a creciente (7) ».

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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Mas formalmente:
f(x) tiene un M en x=a si en todos los x proximos a ese punto se verifica f(x)<f(a)

f(x) tiene un m en x=a si en todos los x proximos a ese punto se verifica f(x)>f(a)

Observaciones:
1°) Los intervalos de crecimiento, también llamados de monotonia, se indican respecto al eje x.
2°) Los M y m que hemos definido se llaman extremos relativos .

3°) Cuando veamos el Ultimo tema (Derivadas), veremos una forma rapida y cémoda de obtener los intervalos
de crecimiento y los extremos relativos, no gréafica sino analiticamente.

4°) Puede haber varios M o0 m, no haber, o infinitos.
59) Si la f(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

6°) Nétese que, por ejemplo, si f(x) es 7 a la izquierda de un punto y N a la derecha, pero no es continua en
dicho punto, no podemos decir que hay un M en dicho punto. Lo mismo es aplicable a un m.

Ejercicio final tema: 10

IV.3) Cortes con los ejes:

A
] ] ]
' ' '

e i I

Observando la siguiente gréfica ejemplo: Ly=X-

TToFET

o=

es facil entender la forma de obtener analiticamente —es decir, sin necesidad de dibujar previamente su
gréafica- los puntos donde una funcién corta a los ejes de coordenadas, y que se resume en la siguiente tabla:

CORTE CON: ¢COMO SE CALCULA? ¢CUANTOS CORTES PUEDE HABER?

Haciendo y=0

eje x L
(Supone resolver una ecuacion)

ninguno, uno, o varios

ejey Sustituyendo x=0 uno o ninguno

Ejercicio final tema: 11y 12

4 Zo - .. . L. ..
El maximo y minimo que estamos definiendo se llaman extremos relativos o locales; el proximo curso los definiremos
mas formalmente, y también veremos que hay extremos absolutos...
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IV.4) Simetria:

a) f(x) PAR:

f(-x)=f(x) = f(x) simétrica respecto al eje y [f(x) SIMETRICA PAR]

f(-x)=-f(x) = f(x) simétrica respecto al origen [f(x) SIMETRICA IMPAR]

Observaciones:

1°) En la practica, para ver si una funcién es simétrica a priori, es decir, sin necesidad de representarla
graficamente, tenemos que hallar f(-x), es decir, reemplazar x por —x (jutilizando, cuando sea necesario,
paréntesis!), y simplificar la expresién resultante; a continuacién, tenemos que ver si f(-x) corresponde a
alguno de los siguientes tres casos:

f(x) = PAR
f(-x)=9 —f(x) = IMPAR
ninguno de los anteriores = no es simétrica

2°) Existen mas tipos de simetria, pero nosotros este curso sélo vamos a ver estos dos.
3°) Una funcién no tiene por qué ser siempre simétrica; de hecho, la mayoria de las funciones no lo son.

40) Utilidad de advertir a priori —sin necesidad de hacer previamente una tabla de valores para dibujar su
grafica- si una funcion es simétrica: en caso de ser simétrica, podemos dedicar nuestros esfuerzos a la
parte positiva del eje x, y dibujar comodamente su mitad negativa sabiendo que sera simétrica...

Por ejemplo, si una funcién es par y presenta un M(2,5), necesariamente tendra otro en M(-2,5);
ahora bien, si fuera impar, lo que presentaria es un m(-2,-5).

5°) Se utiliza el adjetivo "par" porque la funcién simétrica par tipica es y=x°, es decir, con exponente par
(también tendria la misma simetria y=x*, y=x*-2x°, etc.). De la misma forma, la funcién impar por
antonomasia es y=x".

Ejercicio final tema: 13 a 16 (Simetria)

17 y 18 (Estudio completo de una funcion)
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V) TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

y=f(x)tk

TRASLACION
hacia ARRIBA

TRASLACION
hacia ABAJO

y=f(xxk)

TRASLACION
haciala
IZQUIERDA

TRASLACION
haciala
DERECHA

y=k-f(x)

k>1

CONTRACCION

O<k<1

EXPANSION

—1<k<0

(Reflexion +)
EXPANSION

k<=1

(Reflexion +)
CONTRACCION

y==f(x)

REFLEXION
respecto al EJE

X

y=f(=x)

160
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Ejercicios final tema: 19y 20

VI) ALGUNOS CASOS PARTICULARES DE FUNCIONES

_ax+b

VI.1) Hipérbolas 2: Son curvas cuya expresion es de la formd y g
CX +

, donde c#0

Ejercicio final tema: 21y 22

A la vista de los ejercicios anteriores, para representar una hipérbola ya no es necesario hacer una tabla de
valores, sino seguir los siguientes pasos:

1°) CORTES EJES: x=0 =

y=0 =
2°) ASINTOTAS: AH: |y==
d
AV: cx+d=0 = X:_E

VI.2) Funcién "parte entera" f(x)=Ent(x)

«Es la funcion que asocia a cada x el entero mas proximo situado a su izquierda en la recta real>.
Por ejemplo: Ent (5,3)=5

Ent (5)=5

Ent (-4,7)=-5

Ent (-3)=-3

etc...

Graéfica de la funcién Ent(x): Ejercicio final tema: 23

VI.3) Funciones a trozos

Para obtener la gréafica de una funcién definida a trozos, también llamada definida por ramas, hay que
representar cada rama en su dominio particular de definicion, como puede observarse en los siguientes
ejercicios:

Ejercicio final tema: 24y 25

5 . . s . . . s s z z
En realidad las hipérbolas que aqui definimos se llaman hipérbolas equilateras; el caso mas general se vera en el apdo. VIII.
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VI.4) Funcion valor absoluto:

Definicion:

X six>0] |

—-X si X<0| REPRES.GRAFICA
f(x) =[x/ = {

NOTA: Compruébese que | x|=+/x?* .

Conviene tener en cuenta las propiedades del valor absoluto:

19 |x|=0 vxe®R

2) |A-B|=|A]-|B]

3°) |A-B|=|B-A]|

2

iOjo! En general, |A+B|=|A|+|B]|

Ejemplo 6: Representar f(x)=|2x-4| y expresarla como funcion definida a trozos.

Conclusiodn: Pasos a seguir para representar [f(x)]:

1°) Representar f(x):
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2°) Las partes positivas (i.e. por encima del eje x) de f(x) se dejan igual, y las negativas se reflejan respecto al
eje x:

Por lo tanto, la clave a la hora de dibujar |f(x)| es ver cuando se anula la funcion del interior del valor
absoluto -es decir, f(x)-, y reflejarla en los intervalos convenientes.

Ejercicios final tema: 26 a 28

VI) COMPOSICION DE FUNCIONES. FUNCION INVERSA

Supongamos f(x)}
a(x)

Se define: (gof) (x)=g [f(x)]=introducir f en g Se lee "f compuesta con g"

(fog) (x)=f [g(x)]=introducir g en f Se lee "g compuesta con f"

Mas en detalle:

gof
X f—» f(x) ——g—> alfx)]

introducirfen g

Ejemplo 7: Sean  f(x)=x*+1]  (gof) (X)=g[f(x)]=

o(x) = =
X (fog) (=F[9()]=

introducir g en f

Ejercicios final tema: 29y 30

¢Para qué se define todo esto? Para entender el concepto de funcidn inversa:

«Cuando dos funciones son tales que al componerlas entre si se neutralizan (es decir, se obtiene x),
entonces se dice que son inversas entre si».
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., L, . . -1
Notacion: «A la funcién inversa de f se le denomina f ~».

f(x) = VX
Ejemplo 8: Comprobar que (x) Vx

H . -1 -—
fl(x)=x2} soninversas: (fof ) (x)=

(F " of ) (x)=

Representarlas graficamente sobre los mismos ejes, y sacar conclusiones:

————————————————————————————————————————————————————————————————————
....................................................................

____________________________________________________________________

Conclusiones:

L. . -1 ., g
1°)|Se llama funcién inversa de f, y se designa como f *, a otra funcién que verifica;

(fof ) (x)=x

(f "of) (x)=x

L -1 . . . . P -1
2°) «La gréfica de f ~ se obtiene a partir de la de f intercambiando la x y la 'y = las gréaficas de f "y f son
simétricas respecto a la recta y=x, bisectriz del 1% cuadrante».

Ejercicio final tema: 31

Método para hallar analiticamente la funcion inversa de otra:  1°) Intercambiar X y
N\

2°) Despejar la nueva y

Ejercicio final tema: 32 (Problemas de aplicacion: 33 a 42)
eje

VIII) CONICAS ”

Si giramos una recta (llamada generatriz) alrededor de un eje, se obtiene la
superficie conica de la figura, formada por dos conos opuestos por el vértice.

Si dicha superficie es cortada por un plano en diferentes posiciones se vertice
obtendra toda una variedad de conicas, que se pueden concretar basicamente
en 4 casos: generatriz
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1 l /\

CIRCUNFERENCIA ELIPSE PARABOLA HIPERBOLA

Todo ello se puede resumir en la siguiente tabla:

CIRCUNFERENCIA El plano que E:orta es | al eje (y no
pasa por el vértice) .
A Si el plano pasa por el
CONICAS - o
CERRADAS vértice, la conica degenerada
El plano que corta es oblicuo al eje | € UN PUNTO
ELIPSE O y corta a todas las generatrices (y
no pasa por el vértice)
El plano que corta es // a una de Si el ol |
5 ; _ i el plano pasa por el
PARABOLA las generatrices -por lo tanto corta vértice, la conica degenerada
a un solo cono- (y no pasa por el | o5 UNA RECTA
CONICAS vértice)
ABIERTAS - |
5 Si el plano pasa por e
HIPERBOLA El plano corta a' lps dos conos (y vértice, la conica degenerada
no pasa por el vértice) son DOS RECTAS

Resefia histérica:

Apolonio de Perga (Asia Menor, ca. 262-190 a.C.), discipulo de Euclides, descubrié y estudié con detalle las conicas en
su famosa obra homénima, en la que define estas curvas como secciones de un cono De hecho, invent6 los términos elipse,
hipérbola y pardbola. Sin embargo, parece ser que Menecmo, un matematico de la escuela platénica, del siglo IV a.C. pudo
haberlas descubierto antes.

En el siglo XVII empezaron a definirse las conicas como lugares geométricos en el plano, en vez de como secciones de
un cono, que era la definicién tradicional de Apolonio. El francés Pierre Fermat (1601-1655) fue el primero en utilizar
coordenadas, en su caso oblicuas, lo cual le ayuddé a obtener ecuaciones de elipses, hipérbolas, etc.. El inglés
John Wallis (1616-1703) dedujo las ecuaciones de las conicas en 1655 catalogandolas como curvas de 2° grado en x ey, y
prob6 propiedades de las conicas mediante ecuaciones.

Veamos a continuacion sucintamente las ecuaciones de estas curvas:
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-
«'=

VIII.1) Circunferencia:

Su ecuacion es de la forma® |X*+y?+Ax+By+C=0

Ejercicio final tema: 43

VII.2) Elipse:

La ecuacion reducida (i.e. centrada en los ejes) de la elipse es

donde a: semieje mayor

b: semieje menor

Nétese que la circunferencia es un caso particular de la elipse.

Ejercicios final tema: 44y 45

VIII.3) Hipérbola:

La ecuacidn reducida (i.e. centrada en los ejes) de la hipérbola es

2 2 S~o
X ¥ 4 S~
a®> b? -
-
’/
’/
donde a: distancia de un vértice al origen =

Nétese que la hipérbola tiene dos asintotas ’.

Ejercicio final tema: 46

VIII.1) Pardbola: Ya hemos visto repetidamente a lo largo del tema que toda curva de 2° grado es una
parabola, y viceversa:

y=ax’ +bx+c

6 . . . .. . . .z
En realidad, para que se trate de una circunferencia, los coeficientes A, B y C deben cumplir una determinada relacion,
la cual por cierto nos permite conocer el centro C y el radio R de la circunferencia; pero todo ello excede los contenidos
del presente curso...

7w 4 - L . ax+b
Si éstas son L, entonces la hipérbola se llama equilatera, y su ecuacion es de la forma y = r ; estas son
CX +

precisamente las hipérbolas que habiamos visto en el apartado VI.1.
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46 EJERCICIOS de FUNCIONES

Concepto de funcidn:

1. Dada f(x)=+/x , se pide: a) Razonar que se trata de una funcion.
b) Calcular f(4), f(1), f(0), f(-9), f(1/4), f(2) y f(’2)
c¢) Hallar la antiimagen de 3, de 25y de -4

d) Razonar cual es su Dom(f) e Im(f)

2. idem para f(x)=2x+1

3. ¢Cuales de estas representaciones corresponden a la grafica de una funcion? (Razonar la respuesta, en
este cuaderno):

. - o | [~ o [ @
/> W A S A Y AVA

4. ;Cual es el Dom(f) e Im(f) de cada una de estas funciones? (responder en este cuaderno):

a) b) c)

’ S Y

5. De un cuadrado de 4 cm de lado, se cortan en las esquinas triangulos
rectangulos isésceles cuyos lados iguales miden x.

—_T

K

a) Escribir el area del octégono que resulta, en funcién de x  (Sol: A(x)=16-2x%) 4 cm

b) ¢ Cual es el dominio y recorrido de esa funcion? (Sol: Dom(f)=[0,2]; Im(f)=[8,16]) l X

Grafica de una funcion:

6. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion se pide:
i) Tabla de valores apropiada y representacion grafica.
ii) Dom(f) e Im(f) a la vista de la gréfica.

i) lim () y lim f(x)

a) f(x)=3x+5 e) f(x)=2

b) f(X)=X2—4X+3 i veértice? f) fx) = X9

c) f(x)=x* 1 , | |

d) f(X)=X4 9) f(X) :? ¢asintotas? ¢ |)I(TO f(X) y I!(Ty f(X) ?
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h) fx) _ X*+2 ;asintotas? e I|m fx) y I|m () ? 1) f(x) __ 1 ,asintotas?

x-2 x2 +1

Calculo del Dom(f):

7. Obtener analiticamente, de forma razonada, el Dom(f) de las funciones del ejercicio anterior,
comprobando que se obtiene el mismo resultado que graficamente.

8. Sin necesidad de representarlas, hallar analiticamente el Dom(f) de las siguientes funciones:

a) f(x)=x>+x?-3x+1 ) f(x)=v4-x s) f(x)=—1
8x 2 Vx? —5x+6
b) f(x) = ) f(x)=vx*-9
5
s ) =\ r2x-8 0 9=
c) f(X)=————
x?-2x-8 m) f(x)=Vx* +x+4 u) f(x)=Vx? +5x+4
2
d) f(x):4x_x2 n) f(x)= /x2i16 \2) f(x):\/m
9) f(x): X22_X16 O) f(X):ﬁ W) f(X)= 3 %
2x
f —
) f(x)= 16 p) f(x)= 2x+3
) 109 -5 o
1 a) f(x)= ——=
h _
) f(x) = — \/3;(12
i) f(x) = v2x N 0= g

(Soluc: a)IR; b) IR[-5}; ¢)IR-{-24}; d)IR-{0,4}; e)IR-[+4); HIR @) [5x); h)(-5o); i) [572)
J) (045 k) (-o0,-3]U[3,0); 1) (-o0-4]U[2,50); m) IR; n) (-4,0]U(4,0); o) IR-{3/2}; p) [-3,-2)U(3,29); q) (4,);
NIR; s)(-02)UB); OIR-{-1} u)IR: v)IR: w)IR-{+2})

Propiedades que se deducen de la grafica de una funcion:

9. Ala vista de sus graficas, indicar la continuidad de las funciones del ejercicio 6.

10. A la vista de sus gréficas, indicar los intervalos de crecimiento y los posibles M y m relativos de las
funciones del ejercicio 6.

11. Hallar analiticamente los posibles puntos de corte con los ejes de las funciones del ejercicio 6, y
comprobar que lo obtenido coincide con la gréfica.

12. Hallar los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones (en el caso de las cuatro primeras,
dibujar ademas, unicamente con esa informacion, la gréfica):

a) y=2x—6 f) fx) =v2x+4 i) f)=VxZrx—2 n) fix) = ——
b) f(x)=x2 +2x -3 a) fx) =v2x + 4 K) y=vx2+9

o) f(x)=x*-1
c) f(x)=x"+x+1
) O h) y= 2X+42 ) f(x)=x®-6x2+11x—6 48
d) f(x)=x"-x X+ W2 14 P) y=— 5
x? -4 i) x'-3 ™y = 2 "
e y= Y= X+ a) f(x)=x*+x>+2x—4

X+2

r f(x)=6x>-7x>-7x+6
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(SOIUC.' a) (3,0)!(0,-6); b) ('3,0)!(1,0)’(0,-3); C) (0, 1)! d) (010)1(1!0)’ e) ('210)!(2!0)7(01'2); ﬂ ('270)7(072); g) (0'4)’
B) (40),(02); i) (13,0),(-130),(03); J) (20)(1,0); K (0.3 (1,0)(20.(30,(0-6); m)(0,2; n) (0-1);
0) (-1,0),(1,0),(0,-1))

13. Hallar analiticamente la posible simetria de las funciones del ejercicio 6, y comprobar que lo obtenido
coincide con la grafica.

14.

Hallar la posible simetria de las siguientes funciones:

a) f(x) = x*

b) f(x) = x*

c) f(x) = x* —x?
d) f(x) =x* — x*
e) f(x)=2x-3
f) f(x)=x>-x°

2
9) fxy =X 1
X —
2
h) y- x“+1
X
. 2x3
i) yv=
MR

2

) )= X2X+6

3x
2x% -1
X

K) y-

) f(x) =

x-5

2
m) y = 5x
X -1
n) f(x) =x+ X" +1
x2+3
Jx —
X +3

(Soluc: a) par; b)impar; c)par; d)no simétrica; e) no simétrica; f)impar; g) par; h)impar; i) impar; j) par;

k) impar; 1) no simétrica; m) no simétrica; n) no simétrica; o) no simétrica)

15. a) ¢ Una funcion puede ser simétrica par e impar al mismo tiempo? Razonar la respuesta.

b) Demostrar que toda funcién impar definida en el origen necesariamente pasa por éste

16. Estudiar los puntos de corte con los ejes y la simetria de las siguientes funciones:

4

x2 +1

a) f(x) =

b) y= x2+3 c)y
X +1

14
=3

Estudio completo de una funcioén (l):

17. Dada f(x)=2x>-3x* se pide: i) Dom(f)

18.

ii) Posible simetria.

valores apropiada y representacién grafica.

continua?

vii) A la vista de la gréfica, indicar su Im(f)

-9

ix) Iim f(x) y limf(x) x) Hallar la antiimagen de y=-1

idem para:

a) f(x)=x*-3x
b) _ X+2
X -1
c) y=x4—2x2
d _ 2X
Vy- x% +1
e) f(x)=x*-3x?

X2

X% +1

f) f(x)=

Antiimagen de y=2
Antiimagen de y=1

Antiimagen de y=-1/2
Antiimagen de y=4/5

Antiimagen de y=-2
Antiimagen de y=2
Antiimagen de y=-11

Antiimagen de y=-1/3

. 16-8
) o=
X
k _ X
)y X2 +x+1
N ou__ X
)y X% —x+1
m)y: 4x
(x-1)
n) y=v-x*+4x+5
x?+5
o) y=
)y xX-2
p) y=yx*+4
x? +1
qy= 2

169

iii) Posibles cortes con los ejes.
v) Intervalos de crecimiento. Posibles M y m.
viii) Ecuacién de las posibles asintotas.

iv) Tabla de
vi) ¢Es

Antiimagen de y=-2
Antiimagen de y=-1/2

Antiimagen de y=-1/2

Antiimagen de y=-6
Antiimagen de y=0

Antiimagen de y=2
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Transformaciones de funciones:

19. Completar la siguiente tabla (véase el primer ejemplo):

FUNCION TIPO DE FUNCION
ORIGINAL TRANSFORMACION TRANSFORMADA s ey
i TRASLACION
R hacia ARRIBA
y=x"+4
f(x)tk
TRASLACION
A hacia ABAJO
4
o 2
(&) =X"=
< L
- !
(2}
é TRASLACION
hacia la
DERECHA
f(xtK)
TRASLACION
hacia la
IZQUIERDA
y=(x+3)
y=x
" CONTRACCION
2
9 s
2 y=2x’
o
X
w
o P
@ EXPANSION
s
o 1
o Ty==x*
E 3
-
Z
8 (Reflexion +)
CONTRACCION
y=—3x2

REFLEXION
respecto al EJE X

y=—(X’-4x+4)=—x*+4x-4

REFLEXIONES

REFLEXION
respecto al EJEY

y=(=X)*=4(=X)+4=x"+4x+4
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20. a) A partir de la grafica de f(x)= i/x_2 representar las graficas de f(x)= i/x_2+3, f(x):,3/(x+3)2 , f(x)= 3/x_2—2
y f(x) =3/(x —2)2 (cada una en distintos ejes), indicando el nombre de la transformacion obtenida.

2 1 -1

1
s f(X) = ——— Y f(X) = ——
x?+1 ) 3(x2+1) ) x?+1

b) idem con f(x)=
x2 +1

y las funciones f(x) =

c) idem con f(x)=3/x y las funciones f(x)=3—x y f(x)=-%x

1

X

21. A partir de la grafica de la hipérbola f(x)=—, representar sucesivamente (cada una en distintos ejes) las

i3:1+ 1

hipérbolas f(x) 5
X+

X+2

1
— VY f(xX)=
X+2 )

1
-—t
X—-2

22. a) Representar graficamente la hipérbola f(x) = 3 partiendo de la grafica de f(x) :1
X

b) idem con f(x)=3~x+2, partiendo de f(x)=3/x

23. Representar la funcion f(x)=Ent(x)

Estudio completo de una funcion (ll):

24. Dadas las siguientes funciones definidas a trozos se pide: i) Grafica. ii) Dom(f) e Im(f) iii) Posibles
cortes con los ejes. iv) Intervalos de crecimiento. Posibles M y m. v) Continuidad. vi) Ecuacion de las
posibles asintotas. vii) lim f(x) y lim f(x) viii) Responder, ademas, a las preguntas particulares de cada

apartado:
a) fpo) X Sixe(==2) of(1), 1(312), 1(2) y f(-3)?
X si x €[2,0) ¢Antiimagen de y=17?
(1), f(2) y f(3)? g,Antﬁmagen de y=27?
¢Antiimagen de y=3? ¢Antiimagen de y=187
X’ -4  si xe(-02) -3 si —5<x<0
b) fx)=!{x-2 sixe [2,4] e) f(x)={ x si 0<x<2 ¢&f(-6), f(0)?
5 si X € (4,») X+2 si x>2
Hallar la antiimagen de y=16 .
. x/2 si x € (—0,1]
Hallar la antiimagen de y=1 N -
- 1 si x e(1,0)
3 si x<-1 x—1
€) f(x)={1-2x si —-1<x<1
3x-1 si  x21 3x-2  si x<0
(1) y (-1)? 9 f-{-2  six=0
¢Antiimagen de y=2? 4 si x>0
¢Antiimagen de y=-3? X-2
bx-2 si x<1 h)  fx)= {_x =2 si x (-2
d) fix)=1 -2 si x=2 x* —4x si X e (2,0)
x/2 si x>2
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i) ) -x*+5 si  x<0
3& si x>0

¢f(0) yf(3)?
i si x<0

. X-5
)t dx71  si 0<x<3
ﬂ si x>3

X+2

¢f(0) yf(3)?

¢ Qué x tiene por imagen y=07?
¢ Qué x tiene por imagen y=3/2?
¢ Qué x tiene por imagen y=1/2?

0 si x<0
— 2 i
k) x) = 3X - X SIlOSX<3
x—4 si 3<x<6
0 si x>6

¢ Veértice de la parabola?

x+10 si x<-4
0) f(x)=<x*+2x si —4<x<1
3/x si x>1
Hallar qué x tiene por imagen 0
X2 +2x+1 si x<0

P) fx)={ 1 si 0<x<4
x-3 si x4

Hallar la antimagen de y=4

-Xx+4 si x<-2
A fx)={ x>-x-6 si -2<x<6
24 si x>6

Hallar la antiimagen de y=14

x> -4  sixe(-»,2)
r) fx)=4 x-2 sixe[2,5]
-X+6 sixe (5,»)

¢, Cuales son las antiimagenes de 1y 16?

X* +8x+7 si x<-2 x*+8x+7 si x<-3
s) = x- i —-3<
D) fx)={ Jx+2 si —2<x<2 =19 x-5 Si -3s<x<2
5x-18 X—2 si x2>2
si x>2 .
2x-8 Hallar la antimagen de -5
Hallar la antimagen de 1y -8
x> —4x+3 si x<1
x+4 si x<-1 t) f(x) = x-1 si 1<x<4
M) fx)= Ix®-2x si —1<x<2 X2 —4x+3  si x>4
0 si x>2
Hallar la antimagen de y=1 u) X+35 si  x<-3
f(x)=< x> +2x-3 si -3<x<2
x+15 si x<-2 5 .
—_— Si x>2
N fx)={x?—4x+1 si —2<x<4 x—1
-X+7 si x>4 Hallar la antimagen de 1

Hallar la antiimagen de y=6

25. Hallar la expresion analitica —es decir, como funcién definida por ramas— de las siguientes funciones
(puede indicarse en este cuaderno):

a)
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26. Dadas las siguientes funciones valor absoluto se pide: i) Definicion analitica por ramas. ii) Grafica.
iii) Dom(f) e Im(f) iv) Posibles cortes con los ejes. v) Intervalos de crecimiento. Posibles M y m.
vi) Continuidad. vii) lim f(x) y lim.f(x)

a) f(x)=|x—1 b) f(x) =|—3x + 3| c) f(x) = [3x + § d) f(x) = |x* —5x + 6|
e) f(x) =|x? —4x+3 ) f(x) =|-x? —4x 5| g) f(x) = ‘E —x—4‘ h) f(x)=[x* ~4x-+5|

i) f(x)=‘—x2 +x—1‘ j) f(x ‘x —4x‘ k) f(x) :g ) f(x ‘9 X ‘

m) f(x) = = n) f(x):‘—x2 +4x—4‘ o) f(x ‘2x X ‘

27. idem (mas elaboradas):

a) f(x)=|x|+x b) f(x) =|x+1+[x-1 c) f(x) =3x + 6| —[2x — 2| d) f(x)= M
X
X i X +4x+3 si x<—1
e) f(x)=2—|x D=l 27 9% gy b |
|2x-6| six>2 (x-1)°-2  six>-1
h) f(x)=|x|+|x~2| i) f(x)=§—x i) fx) =[x+ x+1 k) f(x)=2|x* - 8|

) f(x)={|—x—1|—2 six<2

X-5 six>2

28. A partir de la grafica de f(x \x

representar sucesivamente (cada una en distintos ejes) f(x)= \x\+3

A0=[24 ¥ 100 =| >

Composicion de funciones. Funcion inversa:

29. Hallar fog (Iéase g compuesta con f) y gof (f compuesta con g) en los siguientes casos:

a) f(X) =3x-5 g(X) =1/x C) f(X) =1/x g(X) = \/; e) f(X) — _\/; g(X) — 1
x? -4

b) f(x)=x? g(x)=3x-5 d) f(x) = x2 a(x) =

30. ;Se puede componer una funcion consigo misma? ; Qué obtenemos si hacemos (f o f)(x) para f(x)=2x+1?

Hacerlo también para f(x) :i y f(x):1__x
X

+1
31. Comprobar que las siguientes funciones son inversas y representarlas graficamente sobre los mismos ejes:

a) fx) =2x  g(x) :% b) f(x) =x*> g(x) =¥x c) fx)=x+1 g(x)=x—1

¢, Qué conclusion se obtiene a la vista de sus gréficas?
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Hallar la funcién inversa de (y comprobar):

2 y= Yxid " flo) = 2x1+3

b) y=3+2(x-1)

) y=2Vx+1 9) y=2+x

d) y=3/x (Soluc: f coincide con f') h) y= 3);+_11 (Soluc: f coincide con f')
e) y=x>-1

Problemas de aplicacion:

33.

34.

35.

36.

37.

Una fotocopiadora cobra 5 cent por cada fotocopia, pero ofrece también un servicio de multicopia por el
que cobra 50 cent por el cliché y 0,15 cent por cada copia de un mismo ejemplar. a) Obtener, para cada
caso, la funciébn que nos muestra lo que hay que pagar segun el numero de copias realizadas.
b) Representar ambas funciones ;A partir de cuantas copias es mas econdémico utilizar la multicopista?
c) Resolverlo analiticamente, mediante una inecuacion. (Sol: b) A partir de 15 copias inclusive)

Para fabricar un determinado producto hace falta un gasto inicial fijo de 1000 € mas 50 € por cada unidad
producida. Se pide: a) Razonar que el coste por unidad de fabricacion disminuye segun el numero de
unidades fabricadas y viene dado por la funcién

y= 50x +1000
X

b) Hacer la grafica correspondiente 4 Cual es su Dom(f)? ¢) ¢Cual sera el coste cuando el nimero de
unidades se haga muy grande? (Sol: ¢) El coste tendera a ser de 50 €)

En una academia de mecanografia han llegado a la conclusién de que el nimero de pulsaciones por
minuto de un alumno promedio viene dado por la funcion

_400(x+1)
T x+25

donde x representa el numero de clases recibidas. Se pide: a) Representarla graficamente ;Cual es su
Dom(f)? b) ¢ Cuantas clases necesita un alumno para conseguir 300 pulsaciones? ¢) Segun este modelo,
¢un alumno podria llegar a tener mas de 400 pulsaciones? jPor qué? (Sol: b) A partir de 71 clases. ¢) NO)

En una fabrica de montajes se ha estimado que el nimero de montajes realizados por un aprendiz
dependen de los dias de practicas, segun la funcion:

_ 60x
X+5

donde x es el tiempo, en dias. a) s Cuantos montajes realizara el primer dia? ;Y el dia vigesimoquinto? b)
¢ Cuantos dias tiene que practicar para superar los 60 montajes al dia? ¢) Dibujar la grafica de f(x)
(Sol: a) 10 y 50 respectivamente b) Nunca)

Un técnico de una compaiia ha calculado que los costes de produccion (en €) de un determinado
producto vienen dados por la siguiente expresion:
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C(x)=x*+20x+40000
donde x representa el nimero de unidades producidas. Por otra parte, cada unidad se vende al publico a
un precio de 520 €.
a) Expresar, en funcién del numero de articulos producidos x, el beneficio y representarlo graficamente.
b) ; Cuantas unidades hay que producir para que el beneficio sea maximo? ;Cual es ese beneficio?
(Sol: b) 250 unidades; 22500 €)

38. La dosis de un farmaco comienza con 10 mg y cada dia debe aumentar 2 mg hasta llegar a 20 mg. Debe
seguir 15 dias con esa cantidad y a partir de entonces ir disminuyendo 4 mg cada dia.

a)Representar la funcion que describe este enunciado y determinar su expresion analitica, como funcién
definida por ramas.

b) Indicar cual es su dominio y recorrido. (Sol: b) Dom(f)=[0,25]; Im(f)=[0,20])

Resolucién grafica de problemas de optimizacion:

39. Con un liston de madera de 4 m de largo queremos fabricar un marco para un cuadro. a) Razonar que el
valor de la superficie para una base cualquiera x viene dado por S(x)=2x—x2 b) Representar graficamente
la funcion anterior 4, Cual es el valor de la base para el que se obtiene la superficie maxima? ¢) ¢ Cuanto
vale dicha superficie? (Sol: b) 1m ¢) 1 m?)

100 m » 40. Con 100 m de valla queremos acotar un
Dared | recinto rectangular aprovechando una

pared de 100 m de largo, como indica la
T figura.

A

a) Llamar x a uno de los lados y
construir la funcion que nos da el
valla area. Representarla gréficamente

¢,Cuadl es su Dom(f)?

b) ¢ Cuales seran las dimensiones del recinto de area maxima?
c) ¢Cuanto vale esa area? (Sol: a) S(x)=100x-2x* b) 25m x 50 m ¢) 1250 m®)

41. Tenemos 200 kg de naranjas que hoy se venderan a 40 cent/kg. Se estima que cada dia que pase se
estropeara 1 kg, pero el precio aumentara 1 cent/kg.

a) Razonar que el beneficio que obtendremos al vender pasados x dias viene dado por
B(x)=-x*+160x+8000

b) Representarla graficamente y hallar su dominio de definicion.

c¢) ¢Cuando hemos de venderlas para obtener el maximo beneficio? ;Cuédl serd ese beneficio?
(Sol: ¢) Interesara venderlas pasados 80 dias)

42. Una cooperativa ha cosechado 200000 kg de tomates que puede vender a 25 cent/kg. Se sabe que, por
cada semana que transcurre, se pierden 4000 kg de tomates pero el precio de cada kg aumenta en 5
cent. Expresar el valor total de los tomates en funcién del tiempo. Representar la grafica de dicha funcion
e indicar al cabo de cuantas semanas nos interesara vender. (Sol: B(x)=-20000x*+900 000x+5 000 000;
22,5 semanas = 151250 €)
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Conicas:

43. Dadas las siguientes expresiones, razonar en cada caso si corresponden a una circunferencia y, en caso
afirmativo, dibujar su grafica e indicar el centro y el radio:

a) x*+y*+25=0 (Soluc: C(0,0); R=5) d) x*+y’-10x+6y-15=0 (Soluc: C(5,-3); R=7)
b) x2+y’-4x+2y-4=0  (Soluc: C(2,~1); R=3) e) x*+2y*-3x-6y+5=0
c) x2+y’-2xy+8=0 f) x*+y’-4x+2y=0

44. Dadas las siguientes expresiones, razonar en cada caso si corresponden a una elipse y, en caso afirmativo,
obtener su gréfica:

2 2 2 2
a) X .Y _y d XY _,
25 9 16 36
2 2 2
b) L+X:1 e) L_L:1
16 4 9 4
C) xX*+4y*=4 f) 25x? +9y? =225

45. Hallar la ecuacién reducida o candnica de una elipse de semieje mayor 4 y menor 3. Comprobarlo
graficamente.

46. Representar las siguientes hipérbolas:

N @) ay -4
169 e) 4x* -9y’ =36
b) y2 X2
%—%Z'] f) 2x*°-y*+2=0
2
C) L_y2:1
9
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FUNCIONES ELEMENTALES (EJERCICIOS de REPASO)

1.1 CONCEPTO DE FUNCION. DOMINIO DE DEFINICION Y RECORRIDO

e Una funcién numérica permite asociar a cada ndmero, x, un dnico nurnero y, llamado ima-
- -gen de - x. -Se nombra asi:- y = f(x). -

e El conjunto; D, de los valores que puede tomar la variable mdependxente x, se llama dominio
de definicién de la funcién. - .

* El conjunto de valores que toma la funcién se llama recorrido.

o Indica cudles de estas grificas corresponden a funciones. Razona tu respuesta:

- ) A & b 9 a )
A< AL o

¢Puede haber una funcién con los siguientes valores? xJlol1]2]113]2]4

Justifica tu respuesta. (g‘,(,u,_;no) y]3| 43|52 ]41]5

1?:,,1 EJERCICIO RESUELTO

Indica cudl es el dominio y el recorrido de la funcion cuya grdfica es:

-

4o);

|

e
+—t—
el B A R NV Y

ResoLucioN

-« Dominio: Los valores de x para los que existe una imagen, y,
son todos los nimeros reales excepto x =0 y x =2, en los
que no esta definida la funcién.

; rDominio =R -0, Z}J

-5

-4 -3 -2 -1

!
|

|

[

[

1

L

|
—
1

[

|

|

[

[

1

[

344

5
e Recorrido: Los valores de y que son imagen de alguna x son

todos los nimeros negativos hasta y = -1 (incluido), y todos
los positivos (desde y = 0, sin incluir, en adelante).

Becorrido = (o0, =1] U (0, + 0) I

0 Observando la grifica de estas funciones, indica cudl es su dominio de definicién y cudl es su recorrido:

a)

1
t

{3
2--
1

|
|
|
1
_]2 ‘l‘
l-11

|
(-2
-3

Dominio = |£-1 %

Recorrido = 12

b)

4T c) d)
3+ + 3
21+ 20 -1/ 2
T y 1
32 1 2 3 -10 10 20 30 40 -2 -l | 12 3
‘Dominio =(-82,-1V [, 001)77 Dominio = (-2, 00) Dominio = (-2, *3]

Recorrido = ‘?‘,\- . [0,003 Recorrido = \(L‘\’ Recorrido = CO, '3"'



FUNCIONES CUADRATICAS

-3
* Las funciones cuadriticas y = ax? + bx + ¢, a#0, se representan mediante paribolas.

e Si a >0, lasramas van hacia arriba; si a <0, las ramas van hacia abajo.

» La abscisa del vértice de la parébbla y=ax?+bx+c es xy=-— 7%—. o
% EJERCICIO RESUELTO
Representa grdficamente la funcion y = —x? + 2x + 3.
Resotucion
 Su grafica es una pardbola con las ramas hacia abajo (@ = -1 <0). p
e Vértice: :
b 2 JAFIA
Xo=Sg =5 =1 > y=-1+2+3=4 > V1,4 L }\
= Puntos de corte con los ejes: é\‘II - i\\J
— Coneleje ¥ > x=0 — y=3 — Punto (0, 3)
. =-1 — Punto (-1, 0)
—ConelejeX—>y=0—>—x2+2x+3»=0<x=3 — Punto (3, 0)
* Si quisiéramos mas precisién (o si la pardbola no cortaraal  [Fx' T2 [-1T0 [@® ] 2 | 3 | 4
eje X), podriamos obtener algunos puntos mis, proximos Fy: 5|0 | 3] 4 [ 3] 0 ]-5

al vértice, dandole valores a x.

0 Representa grificamente las siguientes prabolas:

) y=x>-2x-8 b)y=—%x2+5 Ay=(x+2)x-1 dDy=-x?+3x-4 x €0, 4

11T T | 71"
]
i
o Asocia a cada una de estas ecuaciones una de las pardbolas que aparecen debajo:
a) y = —x2 + 2x b)y = x? -2 Qy=2x2+x Dy=-2x%+x
(5*‘*": E) (St 6 (Sofoe: 1) ( Soloe: ISIZ)
I I _. 111 v
& [ \ 5 4 1
Ml \[ 15
\ 4 -3 -2l 1 2 3 ~3 D .
\ [T 5 [T JAEA
W \L 1/ il -
i i WA i
NV [ 320 > 3 I 15 T 1\
32 ] | ] ! 178 [T A A




FUNCION DE PROPORCIONALIDAD INVERSA

» La ecuacién de una funcién de proporcionalidad inversa es y = % - 4
Su grifica es una hipérbola. 2
s . — . ax+ b =4 =3 = :
* También son hipérbolas las graficas de las funciones y = ———. -
Q@% EJERCICIO RESUELTO
—%
. _3x+7
Representa grdficamente y = <+ 2"
ResOLUCION
3x+7 H
) =3+m puesto que 3x+7 |x+ 2 ‘\ c
3x-6 3 Y
1 = 5
La grificade y =3+ S+ €scomo lade y= % desplazada 2 unidades !
—9-4-3-¢ 1 1
a la izquierda y 3 hacia arriba. -
0 Asocia cada una de las siguientes expresiones a su grifica:
2 2 2
Ay=—7_7 D y=1+-=7 Ay=1+— dDy=1-=
(400 T) (Soboe: @ ) (floc: T) ( Sobuc Iﬂ.)
I Ml I N 1] TT, IV AN
T = =T . = = —
—4-3-2\] . 3 B -4-3.7 4 —4-3-2 _11 1 2
- A - - \
\7 NI T[T A
e Representa grificamente las siguientes funciones:
_ 2 2 _4dx-7 —2x-3
a)y—x_3 By=7-3 DY =2 Dy=—737-

£

0 Halla el valor de k& para que la grifica de y = % pase por P <%, %)
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FUNCIONES RADICALES

e La funcién._ y:_\/;c _es_continua y creciente. Su_crecimiento es cada yez " [
mis lento.

2

e Solo esti definida para x20: su dominio es [0, +c0).

* Pasa por los puntos (0, 0), (1, D, (4, 2, (9, 3...

o R W e N

0 Representa grificamente las funciones:

ay=2+Vx-1 b)y=-Vx+2 Ady=V-x-1 dDy=Vx+2

Q Asocia cada una de las siguientes expresiones a su grafica:

a)y=2—\/; b)y=Vx-2 Ady=V2-x d)y=\/3_c—2
(Sloe: T) (S-loe: T ) (oo ) (Sotee:T)
I 1I I v

(VN N

P Y

\
111
/

¢ P~

pu
N
)

Q Recuerda que el 4rea de un circulo de radio 7 es A = & 2.

a) Obtén la expresién analitica de la funcién que nos da el radio de un circulo en funcién de su 4rea.
¢Cuil es su dominio?

b) Represéntala griaficamente.

a) Funcién — b)

Dominio =
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FUNCIONES DEFINIDAS “ATROZOS”

¢ EJERCICIO RESUELTO "

Rebresenta grdficamente la funcion f(x) x2—-1 si x<1
y di cudl es su dominio: Fx)={2x—2 si I1<x<3
REsoLUCION 4 st x23
* Representamos la pardbola y =x?~1 para x <1. o T 1
(Es como y = x?% pero trasladada una unidad hacia abajo. El punto de L I
abscisa x =1 no estd incluido). 1 ’
e Representamos la recta y =2x -2 para 1 <x<3. \ ; ]
* Representamos la recta horizontal y =4 para x 2 3. RN 1S/ s
* El dominio es . ) !
@ Representa. estas funciones e indica el dominio de cada ena de ellas:
a) 3_2¢,x<2 b —%,xso Q) -x, x<0 d x+2 x<-1
y= "xlf;x“ Y Vio<x<s V" 52-326,05x<3  y={-a?+2x-1<x<1
2 X >3 2, x>4 xXx=3,3<x<5 1/x, x> 1

-t

(soboc : D= 1) (e D= 1) et D= (=70,5))  (ot: D= ul-[ﬂ)

a) Representa grdﬁc-amente la Sfuncion f(x)=|x?+2x- 3 |

b) Ayuddndote de la grifica, expresa f(x) como funcion “a trozos”.

RESOLUCION
a) 1 4 I b) x2+2x-3 si x<-3
‘ > / I ) ={—x?-2x+3si 3<x<1
lv/ HA x2+2x-3 si xz1
—4-ald. 2 3 4
| \ :J‘l
7

e Representa y define como funcién “a trozos” en cada caso:

)y = |-2x-2| : b)y = [x*-9|
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__ DOMINIO DE DEFINICION DE FUNCIONES NO ELEMENTALES

ic]

 Entre otras causas (ver pigina 4), el dominio de definicién queda restringido por la imposibilidad
de efectuar alguna operacién. Por ejemplo: ]

y = % no estd definida en los puntos en los que Q(x) = 0, porque no se puede dividir
entre cero.

¥=VQ(x) solo esti definida en los puntos en los que ((x) 20, pues no existe la raiz cuadra-
da de un nimero negativo.

@EJERCIUO RESUELTO
Halla el dominio de definicion de las siguientes funciones:

@) f(x) =L b) g(x) =221 9y=Va Dy=V6-2x

RESOLUCION ~

a) El denominador se hace cero cuando x = 0. Por tanto, podemos calcular f(x) para cualquier -
valor de x, excepto para x = 0.
Asi, |D=R-1{0}|

b) Veamos para qué valores de x se hace cero el denominador: 2x—-3 =0 — x = 3/2.
Portanto, |D=R-1{3/2} |

¢) Solo podemos calcular Vx para valores positivos de x y para el cero; es decir, cuando x 2 0.

D=0,+]

d) Solo podemos calcular V6 - 2x cuando 6 - 2x 20.
6-2x20 > 622x - 32x > x<3.

D= (-, 3] |

@ Halla el dominio de definicién de estas funciones:

a)y=%x~”—2x+\/§ b)y=—x—2—_‘%c—+—1 C)J’=x;+1 Dy= 3;2x—+25x
(sat D=12) (st: D= “Z) (sot: D= |;z_[_4}) (JJ:D=\R—{—5/1})

e)y=3x+1 Dy=\/2_x 2y=V3ix-2 hyy=V2-3x

2
(5: D= .\1_[0}) (t:D~ o) (o - D=[?/3,o§)) (et D~ (-2, %3])

Dy=V2x+5 _ PDy= x;l K)y= 3x5_2 Dy=V-x-1

(M . D= [—5{‘/_(«\))) (So(: D= [-1,2)) (s D=Lvs. ) (S - (~o0,- «])
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€) EJERCICIO RESUELTO : | o e e
Halla el dominio de definicién de las funciones: -

2x + 1 b)yn\/x2+2x_3

@) y= x2+2x—-3

RESOLUCION
a) la funcién no esti definida cuando x2 + 2x — 3 = 0. Veamos para qué valores de x sucede esto:

x2+2%x-3=0 > x=-3 x=1

Por tanto, {D =R-1{3, m

b) La funcién solo esti definida cuando x? + 2x —3 =0, pues no se puede obtener la raiz cuadrada
de un ndmero negativo.

1.2 forma: x2 +2x-3=0 > x=-3 x=1. 2.* forma: Dibujamos y = x% + 2x - 3 y
vemos para qué valores de x la funcién es

Estudiamos el signo de x? + 2x— 3 en cada in-
positiva (es decir, su grifica esti por encima

tervalo.
e v del eje X).
R (oo, _.3)_3 -3, D . (1, +) . . .
B La grifica estd por enci-
Signo de . _ + NN ma del eje X para
x+2x-3 \\ Z I x<-3ypara x>1 y
N - corta el e X en
x?+2x—3 espositivaen (-, -3) y (1, +0);  [d-Ad-{ il H x=-3 yen x=1.
yvaleceroen x=-3 yen x=1. T2
| D= (=0, =31 U1, +) | P D= (=0, =31 U1, +)|
é Halla el dominio de definicién de estas funciones:
_ . 3x+1 . x=2 _x+4 . _ 3x-2
DY T k7 R e - Or=Z Dy= g ix2

(st : D=V?\) (5«. D=IZ—§L~—H11}) (So(‘.D="P\> (st p = R-y-43)

1 3x+2

2x + 5 1 _ 1 . Bx+2 -
& y=a2_] Dy=27 Y= 32 Dy=3T32-223

(sot: D=R-E-10))  (&LiD=@-{"2) (!a(‘.D={Q_£oiz,}) (Xa(7D=lQ~lé_—3,/114})
D y=Vxt+5x+7 D y=Vx2+2x-8 K y=V2x2 +4x+2 Dy=Vs-1

(50(‘: D= U’\) (5::(3 D=(-m,-L1uE: u)\) <P= Hl) (\‘\‘.D=(—;~7, 4] v C’h-’&))

2x—1

N

x +

‘ 1
m)y = Va2 - 2x my=VaZ+1 Dy =7 - Py=

(,(9(‘. D=(—N,o]&1@,oo)) (p= (&, > (foisz>=(o,w}) (So(‘. D= (*L,N»
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X

=a

«Es aquella funcion en la que la variable independiente figura en un exponente, es decir, toda funcion*

) EUNCION EXPONENCIAL de BASE a f(x)

+

X

a,dondeacR -{1}».

:2X

-3

-4

Ejemplo 1: Construir una tabla de valores apropiada y representar f(x)

del tipo f(x)

y=2"

Consecuencias:

1°) Signo de f(x):

2°) Crecimiento:

Im(f)

3°) Dom(f)

49) Asintotas:

59 lim 2*

X—> ©

lim 2*
X—>—00

-2

-3

-4

Ejemplo 2: idem con f(x) = 0,5 =[%j —

Consecuencias:

1°) Signo de f(x):

2°) Crecimiento:

Im(f)

3°) Dom(f)

En la siguiente pagina se explica por qué se impone que ac R*-{1}

4°) Asintotas:
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Definicién: | Funcién exponencial de base a>0 (a#1): R —> R {0}

X
X —> a

NOTA: Se considera a>0 porque, en caso contrario, obtendriamos una funcién poco "congruente"; por
ejemplo, para f(x):(—Z)X:

f(2)=(-2)"=4>0
Pero f(3)=(-2)"=-8<0
f(1/2)=(-2)"* =J-2 =3

etc.

Propiedades de la funcién exponencial:

1°) La funcién a siempre pasa por (0,1) y (1,a)

2%)a>1=>a CRECIENTE

a<l =>a DECRECIENTE

3°) Dom(f)=RR, es decir, «La funcion exponencial a siempre esta definida®»

40) Im(f)=]R+—{O}, o dicho de otra forma, a>0 vxeR, es decir, «La funcién exponencial siempre es
estrictamente positiva»

5% a>1 = lma*=0" lima* = o
X—>—00 X—0

O<a<l = lma*=w lima*=0"
X—>—00 X—>00

6°) y=0 A.H., es decir, «La funcién exponencial a siempre presenta el eje x como A.H.%»

B Todo lo visto hasta ahora se puede resumir en las siguientes graficas:

y=0 AH.

2 s . . e
Notese que nos referimos a a*; por ejemplo, a'*no estara definida en x=0

3 . .
De nuevo, nos referimos a a*; por ejemplo, a' presenta la A.H. y=1
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m Caso particular: Cuando la base es e~2,718281828459... (cte. de Euler®), tenemos la funcién
exponencial de base e, es decir, y=e*, utilizada muy frecuentemente. (Construiremos su
gréfica en el ejercicio 1 del final del tema).

) FEUNCION LOGARITMICA de BASE a f(x)=log_x

La enorme complejidad de los célculos que se presentaron durante el siglo XVI en los estudios
astronomicos dio lugar a numerosos intentos de simplificacion, entre ellos la sustitucion de multiplicaciones
por sumas. Se debe al escocés John Napier (en latin, Neper) la invencion en aquella época de los logaritmos,
lo cual trajo consigo la funcién logaritmica. En cambio, el reciente desarrollo de la electrénica ha originado que
en la actualidad practicamente haya desaparecido la importancia de su utilizacién como técnica de calculo,
aungue no como concepto matematico.

. Y -z ’ . . .z . X
Definicién: «Lafuncion logaritmica y:Iogax (con a>0y a=#1) es lainversa de la funcién exponencial y=a »

Ejemplo 3: Utilizando la tabla de la funcion y=2X (ejemplo 1), obtener la tabla de y=|ogzx y su grafica.

FUNCION
X -4 | -3|-21|-1 0 1 2 3 4 INVERSA X

y=2" a4

R P N M B
T v T v v v
' ' ' ' ' '
—-r--T--r--r--r--r-
' ' ' ' ' '
I N S S
] ' ' ] ] ]
' ' ' ' ' '
il Bl Sl il e N
' ' ' ' ' '
B Ll T ST S

FUNCION
INVERSA

<
Xy
Qo

Ejercicio final tema: 1y 2

* El numero e, llamado constante de Euler -en honor al matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783)-, surge como
limite de la siguiente sucesion:
1 n
a,=|1+—
n

Por ejemplo, n=1=a =2 n=100 = a, =
n=2 = a,=15=2,25 n=1000 = & ;=
n=3 = a,=1,33°>2,3704 n=10000 = a =~
(completar) n=4 = a,=1,25"~ n=100000 = a, =~
n=5 = a = n— o =[e~2,718281828459...

Se trata de un nimero irracional, es decir, consta de « cifras decimales no periddicas.
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(pq 2°=4)

=2

log, 4

Nétese en la tabla que:

:8)

3

(pq 2

log,8=3

=16)

4

(pq 2

,16=4

log

Y, en general:

«El logaritmo en base a de un nimero N es el exponente al que hay que elevar la base para

obtener dicho niimero»

argumento o antilogaritmo

1)

|

x<>a

)
aN:

h?%

logaritmo

base

Definicion:

pq
pq

log,81

Ejemplos:

log,,100

pq
pq
pq
pq

log, 64

log,1/2

log 43

log, (-9)

. n
X como inversa de x

Notese que en todo esto hay cierta analogia con la conocida definicion de Ya

(ejemplo 2), obtener la tabla de y=log, ,, x y su grafica.

it

Ejemplo 4: Utilizando la tabla de la funcion y

X
log2x

y:

<
y
Qo

FUNCION
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CONCLUSION: Propiedades de la funcion logaritmica:

19) Dom(f)=]R+—{O}, o dicho de otra forma, «No existe el logaritmo de un nimero negativo °»

2°) Im(f)=IR, por lo que podemos afadir: «...pero un logaritmo puede ser negativo»

39) |log, a=1| (porque a'=a) «El logaritmo de la base siempre es 1»

log,1=0| (porque a’=1) «El logaritmo de 1, sea cual sea la base, siempre es 0»

49 a>1

=> log,x CRECIENTE

O<a<l = |OgaX DECRECIENTE

5% a>1 = limlog,x=-o limlog, x =
x—0" X—>0

a<l=> limlog, X =« limlog, X = —o0
X—0

x—0"

6°) x=0 A.V,, es decir, «La funcion logaritmica log x siempre presenta el eje y como A.V. ®»

B Todo lo visto hasta ahora se puede resumir en las siguientes graficas:

m Caso

x=0 A.V.

x=0 A.V.

particular: LOGARITMOS NEPERIANOS’”: Son los que utilizan como base

e~2,718281828459...; tienen una notacién especial:

log . x=Inx

Ejercicio final tema: 3a5

Notese que, puesto que la funcidon exponencial y la logaritmica son inversas, el dominio de una coincide con el recorrido

de la otra, y viceversa.

® N6tese gue nos referimos a log,x; por ejemplo, Iogz;); presenta Unicamente A.V. en x=1y x=2
X —_

’ Se llaman asi en honor a John Neper (1550-1617), matematico escocés que, como ya se ha dicho, ided los logaritmos
para simplificar calculos.
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1)

Las calculadoras normalmente disponen de sendas teclas y IE' para calcular logaritmos decimales o
neperianos ¢ Cémo obtener logaritmos en cualquier base?:

log x Inx logax
DERIVE LOG(x,10) 'L-(N)g‘zxc)’ LOG(x,a)
GRAPH log(x) In(x) logb(x,a)

CALCULADORA [log] x [In]x [log x[:] [log a

NOTA: La ultima férmula, llamada del cambio de base, se explicara en el apdo. V

Resefia histérica:

Como ya hemos indicado, el matematico escocés John Neper (1550-1617) fue el inventor hacia 1594 de los logaritmos —
fue él quien acufd esa palabra— para simplificar los tediosos calculos de productos en Trigonometria esférica aplicada a la
Astronomia, pero empleaba una base incémoda, en concreto 10°. Neper también popularizé su curiosa maquina de multiplicar,
llamada «Rodillos de Neper». Su contemporaneo Henry Briggs (1561-1630), catedratico de Oxford, le sugirié en 1615 el empleo
de la base 10 y, a su muerte, perfecciono sus ideas, decantandose por el empleo de dicha base decimal. En 1617 publico las
primeras tablas de logaritmos, similares a las actuales, y definié el logaritmo de un nimero tal y como hoy se conoce.

El italiano Evangelista Torricelli (1608-1647) estudi6 la curva exponencial en 1644 y la relacion6 con los logaritmos.
Posteriormente, el inglés William Jones (1675-1749) sistematizd lo que ya antes se intuia: que la funcién logaritmica era la
inversa de la exponencial.

El sacerdote jesuita belga Grégoire de Saint-Vicent (1584-1667) en 1647 encontro la conexion entre el area encerrada
bajo la hipérbola y=1/x y los logaritmos, al igual que Newton en 1665

Los logaritmos neperianos —que utilizan la base e, siendo e = 2,7182818... un ndmero irracional- reciben tal nombre en
honor de Neper, si bien él no llegd a utilizar dicha base. Fueron en realidad introducidos por John Speidell en 1619 y
definitivamente asentados por el matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) en 1728.

CALCULO LOGARITMICO

l1.1) Logaritmo de un producto: Jlog (p-q) =log p+log q| Es decir, «<El logaritmo de un producto
es la suma de logaritmos» (2)

Dem: conocemos pyq

X=a" = -
P p-g=a*-a’ =a*"’ = Ioga(p-q):x+y:|ogap+logaqi(C.Q.D.)

y=2a =q

Observaciones: 1) Esta férmula es valida en cualquier base.

2) Esta férmula se puede generalizar a 3 0 mas argumentos:
log(p-q-r)=Ilogp+logqg+logr etc.

3) Esta formula -y las siguientes que veremos a continuacion- nos puede servir para
comprender cdmo surgieron los logaritmos en el siglo XVI como instrumento para
facilitar los calculos astronémicos con cantidades elevadisimas para la época (como
ya indicamos al comienzo del apartado Il). Vamos a explicarlo con un ejemplo:

Supongamos que queremos hallar el valor de N=1638457-1968334

(Recordar que, antes de la aparicion de las calculadoras, operaciones de este tipo
eran muy laboriosas) Tomamos logaritmos en ambos miembros:
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log1638457 +10g1968334=IogN

Se disponia de tablas de logaritmos muy completas, con las que se podia reemplazar
cada logaritmo por su valor (evidentemente, era mas facil sumar a mano decimales
gue multiplicar nimeros de muchas cifras):

6,2144...+6,2940...=logN
Es decir: 12,5085...=logN

A continuacion, se buscaba en las tablas el caso inverso, es decir, cual es el nimero
cuyo logaritmo es 12,5085... (lo que se conoce como antilogaritmo ®):

logN=12,5085...= N=[3225030 620 638|

Hoy en dia todo esto se nos puede antojar algo laborioso, pero situémonos en
aquellos tiempos —no muy remotos’-, sin ordenadores ni calculadoras...

I11.2) Logaritmo de un cociente: Es decir, «El logaritmo de un cociente

es laresta de logaritmos»  (3)

Iog%:log p—-logq

Dem:

IIl.3) Logaritmo de una potencia: |1°9P" =Nn-10GP|  (vaiido vneR) (4)

Es decir, «El logaritmo de una potencia es el exponente por el logaritmo de la base»

Dem: Vamos a probarlo paraneN:

n términos n términos

‘Iogpn =log(p-pp-.."..p) =logp +logp +...... Y..+logp =n-logp| (C.QD.)

Observaciones: 1) En realidad esta formula es valida YnecR

2) Caso particular: LOGARITMO DE UNA RAIZ:

_ T
logq/p = log p¥ :H-Iogp (CQD.) -

Es decir: «El logaritmo de una raiz es el inverso del indice multiplicado por el
logaritmo del radicando»

Ejercicios final tema: 6 al 23

8 Enla calculadora, para hallar un antilogaritmo, normalmente se utiliza la combinacion [SHIF —:
logN=12,5085...= N=| SHIF — 12,5085...=3225030620638

® por ejemplo, el uso generalizado de las calculadoras se produjo en la década de los 70 del siglo pasado...
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IV) ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

«Una ecuacién exponencial es aquella en la que la incdgnita aparece como exponente». Existen varios
procedimientos para su resolucion, dependiendo del tipo de ecuacion; basicamente, se pueden resumir en
tres:

1% caso: Algunas ecuaciones exponenciales se resuelven consiguiendo una igualdad entre dos potencias de
la misma base, con lo cual los exponentes tendran que ser iguales.

Ejemplo 5: 4% =8*

2% caso: Cuando figuran sumas y/o restas de expresiones exponenciales, lo que suele funcionar es aplicar un
cambio de variable del tipo a*=t (donde a suele ser primo), con lo cual la ecuacién exponencial se
transforma en una ecuacién algebraica en t.

Ejemplo 6: 9* +3* =6642

3% caso: En otros casos lo que suele funcionar es tomar logaritmos decimales (o también neperianos, segin
convenga...) en ambos miembros (jevidentemente, esto no funciona cuando al menos uno de los
miembros es una sumal).

Ejemplo 7: 2%7'=3*

NOTA: El saber cual de los tres procedimientos aplicar a una ecuacion exponencial concreta es una
técnica que requiere practica y sentido comuan; en algunos casos sélo funciona uno de los tres métodos,
mientras que en otros es posible que se pueda elegir entre dos de ellos, o cualquiera de los tres... Para
adquirir destreza en dicha técnica, resultaran utiles los siguientes ejercicios:

Ejercicios final tema: 24 al 26
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-
=

B «Unaecuacion logaritmica es aquella en la que la incognita aparece en el argumento de un logaritmo».
En principio, hay dos casos:

iIMPORTANTE!: En ambos casos es fundamental comprobar las posibles soluciones obtenidas
sustituyéndolas en la ecuacion del principio, y descartar aquellas que conduzcan a un
logaritmo con argumento negativo.

1% caso: Aplicando las propiedades de los logaritmos en orden inverso comprimimos la expresion original
hasta lograr una igualdad de logaritmos de la misma base, con lo cual sus argumentos seran
iguales (esto se conoce como propiedad inyectiva):

Iogax = Iogay = x=y (6)

Ejemplo 8: logx=21log 4

Ejemplo 9: 4 log x-1 = log 4+log (2x) (Sotuc : x = 23/10)

2% caso: Cuando lo anterior no es posible, suele funcionar un cambio de variable del tipo logx =t:

Ejemplo 10: log®x-3logx+2=0 (Sol: x1=10; x2=100)

Ejercicio final tema: 27
28 (Sistemas de ecuaciones exponenciales y logaritmicas)

29 a 32 (Problemas de aplicacion)
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V) CAMBIO DE BASE

Férmula del cambio de base de sistema de logaritmos:  [log, x = |09M 7)

Dem: Puesto que el logaritmo y la exponencial son funciones inversas, es evidente que:
X =a log , x

Tomando log, en ambos miembros, y aplicando la formula del logaritmo de una potencia, obtenemos la
férmula anterior (desordenada):

|Iogbx =log,a'**=log, x - Iogbai (C.QD)

Utilidad: La férmula del cambio de base permite calcular logaritmos en cualquier base con las calculadoras
habituales, que soélo disponen de logaritmos decimales (o0 neperianos); en efecto, para ello basta
con tomar b=10 en la formula, con lo cual se obtiene:

logx=1log,x -loga

Despejando:

log9 0,9542...
log3 0,4771...

Ejemplo 11: log,9 = =2 (Como puede comprobarse, aplicando la definicion...)

Ejercicios final tema: 33 al 35
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35 EJERCICIOS de LOGARITMOS

Funcion exponencial y logaritmica:

1. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion, se pide: i) Tabla de valores y representacion
gréfica. ii) Signo de f(x). iii) Cortes con los ejes. iv) Intervalos de crecimiento. v) Dominio y recorrido.
vi) Asintotas. vii) lim f(x) y lim f(x)
a) f(x)=10" y f(x)=log x b) f(x)=0,1" y f(x)=log,, x c) f(x)=e* y f(x)=Inx
e* si x<0
d) f(x)=3" y f(x)=log, x €) f(x)={x* +x+1 si0<x<3
2X si x>3
Xx-5
2. El matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) obtuvo en 1743 las siguientes formulas:
i0 —i0 i0 —i0
Ccos0O = e+re’ seno = .e
2 2i
Comprobar que verifican sen®6+cos?0=1
Definicion de logaritmo: |loggN=x<a* =N (donde a>0, a=1)

Sistemas de logaritmos mas utilizados:

3. Utilizando la definicién, hallar los siguientes logaritmos:

a)logs 9 e) |ng\/§ i) log, 64 m) log, 256 q) log, 1024
b)log; 81 f) log,V8 i) logi 0,01 n) log,1/64 r) log,1/64
c) logs1/9 g) 10g101000 k) log,1/16 o) log, 0,125 S) logg27
d) logs(-9) h) log, 2 ) logs 0.2 p) log,1 t) log. logz 4

NOMBRE BASE | NOTACION DEFINICION
Logaritmo decimal a=10 log log N=x<10% =N
Logaritmo neperiano.* a=e Ln, In NN=x<eX =N donde e = 2,718281828459...

se llama

cte. de Euler; es un nimero irracional.

(Soluc:a)2; b)4; c)-2; d) A; e)1/2; f)3/2; g)3; h)1/2; i)3; j)-2; k)-2; I)-1; m)4; n)-3; 0)-3; p)O;

q) 10; r)-6; s)3/2; t) 1)

4. Calcular los logaritmos decimales de los siguientes niameros (sin calculadora) y comprobar el resultado:

! En honor a John Napier (Neper, en latin), matematico inglés (1550-1617) inventor de los logaritmos.
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a) 10.000 b) 1.000.000  c¢) 0,001 d) 1/1.000.000 e) 10° f) 107
g) 10 h) 1
(Soluc: a) 4; b) 6; c)-3; d)-6; €)8; f)-7; g)1; h)0)

5. Utilizando la definicién de logaritmo, hallar el valor de x en cada una de las igualdades siguientes:

a) log, 8=x f) logs x=-2 k) logy25=-1 p) logy2=0 u) logy1=0
b) log,1/8=x g) logy 49=2 [) 1091/100100=x g) logg s x=2

¢) log 100=x h) logy 8=3 m) logy 0.01=2 r) log, (-16)=x

d) logs x=3 i) In e’=x n) Inx=-1/2 s) logy 125=-3

e) Inx=2 j) logy64=1 0) logi;zex=2 t) logslogs 3=x

(Soluc: @) 3; b) -3; c)2; d)27; e)e? )1/9; g)7; h)2; i)3; j)64; k) 1/25; 1) -1; m) 0,1; n) ‘éle; o) 1/1296;
p) A; q)0,0625; r) A; s)1/5; t)0 u) VR)

Célculo logaritmico:

W Formulas del calculo logaritmico: |log(p:q)=logp +logq

=logp -log q

(p
log P
q

1
logp" =n-logp||log Q/_ = n logp| (todas son vélidas en cualquier base)

log;x
a %X =

. X _ X —
Casos particulares: I°gaa =X X Ine” =x e " =X

Iogaa=1 Ioga1=0 |Ine=1| |In1=0|

6. Aplicando las férmulas anteriores, calcular (y hacer doble comprobacidn, algebraica y con calculadora):

1 9. log,?2 17 e {100 32 L
1 . InXE 25. -+ lo
1. logg ” no log—5 9525
, p 10. log, 2 18. log,(-4) L
. log, Y27 - 10g,(— 26. |o 33 1
g - In
11. loggv/32 19. 1o 35 2739 e’e
3_ |Og ﬂ . ng
3 3
3 12. in¥e 20. log. 27 27. In-2 34. 21092 +log> +log2 +log>
3 Q/E 2 3 4
4. 1o 1 13. log, 64 /oA
“Ja 21. log 10 35 S5
1 2 8 28. |og ’ |095 3
5. Ine’ 14. '0945 ot s
1
6. 100, .= | 15 log -3 2 ez 29 .t 3. 1o
’ 4 5] . 100, — Ve Ve?
i R 23 1
5 - log 30. _1
7. log, 39 6 1o 3 $ J243 log, 3427 37. log (10 310 )+|ni2
1 9% 24. log /20 +log /5 )
8. i< - 109 +10g 31. log,;125
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(Soluc: 1) -2; 2)3/4; 3)3/2; 4)-1/2; 5)2; 6)-3/5; 7)2/3; 8)-1; 9)1/2; 10)1/3; 11)5/6; 12) 1/3; 13) 6;
14) -3; 15) 1/5; 16) -3/2; 17) -1/2; 18) A; 19) 5/3; 20) 3/2; 21) -9/5; 22) -2/3; 23) -5/2; 24)1; 25) -1/3;
26) -11/3; 27) 3/4; 28) 3/2; 29) 1/3; 30) -7/4; 31) -3; 32) -5/3; 33) -5/2; 34) 1; 35) 7/15; 36) 5/6; 37) —2/3)

7. Volver a hacer el ejercicio 3, pero esta vez aplicando las formulas del calculo logaritmico.

8. Expresar en funcion de log 2 los logaritmos decimales siguientes, y comprobar con la calculadora:

a)log 16 d) log 0,25 g) log 1/40 i) log 0,32 m) log 3/0,08
b)log 5 e) log 0,625 h) log 316 k) log 0,08

n) 3 4 5
. log2 +log— +log—+log—
c)log 32/5 f) log 250 i) log 16/5 ) log 5/80 2 3 4

(Soluc: a) 4log 2; b) 1-log 2; c) -1+6log 2; d) -2log 2; e) 1-4log 2; f) 3-2log 2; g) -1-2log 2; h) ﬁ/og 2; i) -1+5log 2;
3

i) -2+5l0g 2 K)-2+31092: 1) % 143009 2)i M) - +10g 2: M) 1-log 2)

9. Expresar en funcionden2o01In 3:

3 3 3
a) In8 b) In& O At N fHimnvze gL h) In 28
2 4 Je f3e f3e f3e

(soluc:a)3mn2; b)1-In2; ¢)3-2In2; d) _Lsopmo; e3+2m3 f1*N2. 5, 2.2 n8,5,3)
2 2 3 3 373

10. Expresar en funcién de log 2 y log 3 los logaritmos siguientes, y comprobar con la calculadora:

a)log 25 d) log 9/4 g) log 162 i) log 90 m)log /3,6
b)log 24 e) log 36 h) log 3,6 k) log 0,27
c)log 4/3 f) log 30 i) log1,2 I) log 0,72

(Sol: a) 2-2 log 2; b) 3 log 2+log 3; ¢) 2 log 2-log 3; d) 2 log 3-2log 2; €) log 2 + log 3 ; f) 1+log 3; g) log 2+4 log 3;
3
h) -1+2 log 2+2 log 3; i) -1+2 log 2+ log 3; j) 1+2 log 3; k) -2+3 log 3; ) -2+3 log 2+2 log 3; m) -1/2+ log 2+ log 3)

11. Expresar en funcién de log 2, log 3 y log 7 los logaritmos siguientes:

a) log 84 b) log 0,128 c) log 0,125 d) log 14,4 e)log 312

5In2

12. Calcular: a) e (Sol: 32) c) 2eMh3n? (Sol: 3)

b) " —5e*"? 1 5e?"? 4 5e" (Sol: 6) d) 9e*" —8e ™ +e ™™ (sol: -2/9)

13. Justificar las siguientes igualdades:

a) _ logb+log2 _, b) log 125=3(1-log2) ) 1096+log3log2 _, gy ;521002 _1
log9+log 8 -log 6 log 9-log 3 4

e) _1*log8 _, (*) f) 492 =g 9) 4log 80 ~1=log 4+log (2 log /80 )
log5+2log4
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14. Sabiendo que log 7,354=0,866524..., hallar (sin calculadora):
a) log 735,4 b) log 0,007354 c) log 7354

15. Utilizando las férmulas del célculo logaritmico, desarrollar al maximo las expresiones siguientes:

a) log (2)(13 9) Iog% D] In\/x—3 a) |Og(10 i/;)
b) log (2x7) m) log (x*-y?) 235
2 h) loga®* ) log [F22
c) Iog[z—xj n) |OQF me
Z ) log ("‘"j Pa s) log (x"y™)
d) In (ax®) P 0) log+m? —n? N 1o 2m?n®
e) In (ax)’ D on ) . 90"
) log %o S e W) X
k) log</mn X

(Sol: a) 3log 2+3 log x; b)log2+3log x; c¢)2log2+2logx-2logy; d)Inat2Ilnx; e)2Ilna+2Inx; f) l/og c
3

g) log m+log n+log p-log g-log r; h) i/og 4: i)rlog m+rlog n-rlog p; j)-1-Inx; k) og9m+logn. | ﬁ/n X
4 2 2

m) log(x+y)+log(x-y); n) 7 logm-logp-riogq . 0) log(m+n)+log(m-n). p) log (m+ x) + log (M - x) —llog (M2 +x2)
2 2 2

q) 74109 ;r) 2loga+3logb+5logc—logm=10g p: s)nlog x+m log y; t) log 2+2 log m+3 log n-log p-4 log q
3 2

u) —57//7)()

16. Obtener x en las siguientes expresiones:

a) e*=3 (So/uc .'X=Ln3)
b) logx=1+2loga (So/uc.'x=70a2)
1 aZ b8
C) log x=2(log a+3log b) —E(Zlog c+log d) Soluc : x = —
C
. _b'a
d) Inx="23*2nb _ 505004 inb) (5""’0- X=—%

17. Sabiendo que x=7 e y=3, utilizar la calculadora para hallar:

a) log x? b) log (2x) c) log®x d) log (x+y) e)logx+y f) |09X7+y g) lod x+y)
2 2
18. a) Hallar a sabiendo que log, %+ log,b=2 (Soluc: a=49)
IN
b) Si logsa N=3, ¢,cuanto valelog, N ? ¢Cuanto vale N? (Soluc: -8; N=64)
19. a) ¢ En qué base a se cumple que log, 12+log, 3=27? (Soluc: a=6)

b) ¢ En qué base x se verifica que log, 2=100? (Soluc : x =19 2")

20. ¢V o F? Razonar la respuesta:

a) log (A+B)=log A + log B | b) log (A*+B?)=2log A+ 2log B
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Matematicas |

d) In2—x=lnx
2

AB lod AB
©) tog“Z =% &7

f) El logaritmo de un ndmero siempre da como
resultado un niimero irracional.

g) Los logaritmos decimales de numeros <1 son
negativos; en caso contrario, son positivos.

21. CURIOSIDAD MATEMATICA: Comprobar la veracidad de la siguiente férmula, debida al fisico britanico
Paul Dirac (1902-1984), que permite escribir cualquier nimero N empleando solamente tres doses:

N=-log, log,

22. ¢Cuales son los nimeros cuyos logaritmos decimales estdn comprendidos entre 0y 2? ;Y entre 0 y -27?

(Soluc: 1y 100; 0,01y 1)

23. a) Razonar entre qué dos numeros enteros esta log,1000. Comprobar el resultado con la calculadora.

Ecuaciones exponenciales:

b) idem con log 650.

¢) Sin usar calculadora, razonar que log7 y logl/7 son opuestos. Una vez resuelto, compruébese

mediante calculadora.

24. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales por el método mas apropiado, y comprobar el resultado

en cada caso:

1. 3°=48
2. ¥ -8

27
3. 2¢1+4=80
4, 23 -3*+3=0
5. 31431 _3%=63
6. 2% =g
7. 3724+9%1=810
8. 2¢%=_3
9. g« =2+5Xi_2
10. 2e**=3
11. 2+e**=3
12. 100-10* =41000°
13. 3*2=768
14. 472 =27
15. 3% =3’

(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:

(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:

(Soluc:

x23,5237)

x=-1,7549)

x25,2479)
x=1)

x=3)
X=-6)
X=2)

7 soluc.)

x=2)

x24,4055)
x=4)

x=3)
x212,0949)
7 soluc.)

x=1)

16. 1. 27 (Soluc: x=-3,2958)

17. 556 =1 (Soluc: x1=2, X2=3)

18. 3(3?) =9’ (Soluc: x=2)
19. e* -2e""+e?=0 (Soluc: x=1)
20. 2*-102*+16=0 (Soluc: x=0,8301)
21, 22 42570 4 27 4 25 + 20 =31 (Soluc: x=-2)

22. e*™ -5e* +5e* +5e* -6=0
23. 21 =4%

24. e<'=0

(Soluc: x1=0, x2=In2; x3=In3)
(Soluc: x=3)

(Soluc: 7 soluc.)

25. x’e¢* —5xe* +6e* =0

26 32x_23x—1 - 6x+1

(Sol: x1=2, x2=3)
(Soluc: x=1)

27. e =¢°

28 2x—3 = 3x+1

(Sol: x1=1, x2=3)
(Soluc: x=-7,8380)

29.
30.

2% -3:2"+8=0
3> * =729

(Soluc: x1=1, x»=2)

(Soluc: x=5)
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31. =73 (Soluc: x211,1452) 44, 24 =3 Ngx (Soluc: x=1)
32, 29 =3 (Soluc: x=215,38) 45. 9* +2-31 =927 (Soluc: x=1)
33. 21*)(2 =l (Soluc: x=#2) 46. 4*-2-2""'=6 (Soluc: x=1,5850)
8

47. 11-3* -9 =18 (Soluc: x=2, x=log 2/log 3)
34. 10%* =1 (Soluc: x=3) ,

48. x**=0 (Soluc: x=0)
35. 3*+3™ =4 (Soluc: x1=0, x2=1)

49, x“1=1 Soluc: 7 soluc.
36. (*) e +e* "' =e* +e (Soluc: x1=-1, X2=2) X (Solu ue.)

—2x-1
37. 2¥2 =788 50. 3x1= [lj (Soluc: x=-2)
3

38. ¥a=a* (Soluc: x=1)

51. 2*"'-16=2*" (Soluc: x=3)
39. e*-2e*+2=0 (Soluc: 7 soluc.)

52. e*=e"+6 (Soluc: x=In 3)
40. 4*-14-2"+12=0 (Sol: x=2, x=log 3/log 2)

53. e*+e=(e+1)e’ (Sol: x=0, x=1)
41, 2x".3"x =52 (Soluc: x=1)

2 54. e*=2-¢" Soluc: x=0

42. 2% =4 (Soluc: x1=0, x2=1) ( )

55. e* =2¢* (Soluc: x=In 2)

43, 2¥1.3" = 4* (Soluc: x=1)

25. Considérese la siguiente férmula:
U=P(p+V)"°

Despejar p (Ayuda: no es necesario utilizar logaritmos) (Soluc: a- 4+ 2 -P)

26. Sin necesidad de operar, razonar que ecuaciones del tipo:
2*+3"=0
4242 1220
x?+5*=0, etc.

no pueden tener solucién.

Ecuaciones logaritmicas:

27. Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas, comprobando la validez de las soluciones obtenidas:

a) 2 log x-log (x+6)=3 log 2 (Soluc: x=12)
b) 4 log,(x°+1)=log,625 (Soluc: x=#2)

€) log(x?+1) —log(x? —1)=log g (Soluc: x=25)

d) log(x —1)=2 (Soluc: x=101)

e) In(x+2)=1 (Soluc: x=e-2)

f) In (x-3)+In (x+1)=In 3+In (x-1) (Soluc: x=5)

g) 2log Zx+7 logx-9=0 (So/uc x =10 x, = 10/ 705)«— Ayuda: aplicar un cambio de variable
h) 2logx®+7logx-9=0 (sotuc - x =107

i) 2In(x-3)=Inx-In4 (Soluc: x=4)

j) log (x+3)-log (x-6)=1 (Soluc: x=7)
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k) In Zx=Inx (Soluc: x1=e; x2=1) + Ayuda: aplicar un cambio de variable

) log 10*"=2 (Soluc: x=3)

m) log (x+9)=2+log x (Soluc: x=1/11)

n) log (x+1)+log (x-1)=1/100 (Sote - x =1+"%10)

o) log Zx=1 (Soluc: x1=10; x2=1/10) + Ayuda: puede ser Gtil un cambio de variable
p) logy/3x +5 +logy/x =1 (Soluc: x=5)

q) log (X2—7X+110):2 (Soluc: x1=2; x»=5)

rN 2Inx+31In (x+1)=31n 2 (Soluc: x=1)

s) log (x2+3x+36):1+log (x+3) (Soluc: x1=1; x»=6)

t) Inx+In 2x +In 4x=3 (Soluc: x=e/2)

u) log®x- log®x-logx?=0 (Soluc: x1=1; Xx,=100; x3=-1/10) « Ayuda: aplicar un cambio de variable
v) 4log x-2 log (x-1)=2 log 4 (Soluc: x=2)

w) In (X-1)+In (x+6)=In (3x+2) (Soluc: x=2)

X) 2 log x+log (x-1)=2 (Soluc: x=5)

y) 2log (x+9)-log x=2 (Soluc: x21,81)

z) log (2x+6)-1=2 log(x-1) (Soluc: x1=2; x»=1/5)

a) log (x+11)-2 log x=1 (Soluc: x=11/10)

B) log (6x-1)-log (x+4)=logx (Soluc: x=1)

~) log x*+log x*=5 (Soluc: x=10)

Sistemas de ecuaciones exponenciales y/o logaritmicas:

28. Resolver los siguientes sistemas, comprobando la validez de las soluciones obtenidas:

a‘a’ =1
) (Soluc: x=1, y=-1)
2 C
X=y _
b) J3 v =81 (Soluc: x=3, y=-5)
5x+2y=15
3x—1_2_ 5)’ =1
0 (Soluc: x=2,y=0)
2.9 +25Y =163
d) 320 =24 (Soluc: x=3, y=-2)
uc: x=3,y=-
41 _3.7v+3 = 235
&) logx +logy =1} (Soluc: x=10, y=1)
3logx —2logy =3
log, (2-y) =2
f 9.(2-y) (Soluc: x=3,y=-7)
log, (5x+2y)=0
llogx+logy =10og35
9 2 (Soluc: x=49, y=5)

log(x+1)—logy = 1
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1E.5, “Fornanda de Mena™
Sacaltomas (Cued Aas)

Problemas de aplicacion:

29. Se deja a temperatura ambiente una muestra de café, y se observa que su temperatura en °C disminuye
con el tiempo de acuerdo con la siguiente funcion:

T(t) =24 +51e” >

donde t viene dado en minutos.
a) ¢,Cual es la temperatura inicial del café?

b)Si la temperatura éptima para tomar el café es de 56°, entre qué minutos se debera tomar el café.
(Soluc: entre 4'y 5"

¢) ¢, En qué temperatura se estabilizara el café?

d)Dibujar la gréafica de dicha funcion.

30. a)Demostrar que la funcion que permite calcular en cuanto se convierte un capital Co acumulado al cabo
de t afios con un interés i es:

. t
i
Cit)=C,-|1+—— ,en€
=y (1555

donde: C, es el capital inicial, en €

i es el interés anual, en %

b) ¢ Cuanto dinero tendremos al cabo de 6 afios si colocamos a plazo fijo 20000 € al 2%7? (Soluc: 22523 €)

¢) ¢Cuantos afios debemos mantener 100000 € en una entidad bancaria a una tasa del 2,5% si
gueremos duplicar el capital? ¢ Es relevante el dato del capital inicial? (Soluc: 28 afios; NO)

d) Una persona que tiene depositada en una caja de ahorros 30000 € a una tasa del 3% quiere llegar a
tener 40000 € ¢ Cuanto tiempo debera mantener intacto el capital? (Soluc: 9 afios y 9 meses)

31. a) Demostrar que la funcion que expresa el volumen de madera que tiene un bosque al cabo de t afios
es:
M(t)=M, - (1+I)t ,enm®

L. 3
donde: Mg es el volumen inicial de madera, en m

| es el crecimiento anual, en %

b) Se calcula que un bosque tiene 12000 m3 de madera y que aumenta el 5% cada afio ¢, Cuanta madera
tendré al cabo de 10 afios si sigue creciendo en estas condiciones? (Soluc: ~19546,7 m3)

¢) ¢ Cuanto tiempo tardara en duplicarse el bosque? (Soluc: 14,21 afios)

32. Algunos tipos de bacterias tienen un crecimiento de sus poblaciones muy rapido. La escherichia coli
puede duplicar su poblacidon cada hora. a) Supongamos que hacemos un cultivo en el que inicialmente
hay 5000 bacterias de este tipo. Construir una tabla para razonar que la funcién que nos da el nimero de
bacterias al cabo de t horas es:

f(t)=5000- 2'
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b) ¢Cuantas habra al cabo de 16 horas? c) Dibujar una grafica que represente el crecimiento en las 8
primeras horas. d) Si tenemos un cultivo de 100 bacterias y queremos conseguir un millén, ¢cuanto
tiempo ha de transcurrir? (Soluc: b) 327680000 bacterias; d) ~13 horas y cuarto)

Cambio de base: log, x =log, a-log_x (férmula del cambio de base)

33. Utilizando la férmula del cambio de base se pide:
a) Demostrar que log, b-log, a=1
b) Hallar la relacion entre el logaritmo neperiano y el logaritmo decimal.

c) Expresar Iogzx en funcion de logx (Soluc: log, x=3,3219 logx)

34. a) Nuestra calculadora so6lo dispone de logaritmos decimales. Usando la formula del cambio de base,
hallar log,5

b) Razonar que log,5 es irracional.

35. Volver a hacer el gjercicio 3, pero utilizando esta vez la calculadora y la formula del cambio de base.

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 202




EJERCICIOS de REPASO de LOGARITMOS

Calcula la base a en cada caso.

a) 109,49 =2 b) log,27 = -3 ¢) Ioga(%) = -4

Calcula los siguientes logaritmos:
a) logs81 b) log 1125 c¢) logy(—4) d) log,7¢
5

@ Silogsp = 5y logsq = —2, calcula:

) logs(p- ) b) logsp? ©) logs(p- %) ) '093(%5)

Expresa mediante un solo logaritmo:

a) logp + logq — logr b) 2logp —logq — 1

\) Resuelve las siguientes ecuacionese.ecgoma&g H
a) 23x-5=1024 | ¢) X 5x3=1 [g) 2x+1 + 24201 =112[g) 7x=2 [j) 32x-1=102

2
b)\/4_~2m=% d)25"‘4=(1€)X09)‘“—2-3"—27=0 h) 5%+1 = §| j) 67X+ 61X + 62X + 63X = 259

@ Resuelve las siguientes ecuacioneslobu'&m«.-; :
@ 10g (6x — 1) —log (x+4) =logx ) 2log(x+2) - log (5x + 6) =0
b) log (x +V6) + log (x —V6) = 1 ) (x—1)log2 + log 8 = log 4
¢) logs9 — logzx = 2 g) log (x — 1) + log x = log 10
d Inx=IN3+2In4-In2 h) 5log, 4 + log, 8 = log, x

Representa graficamente las siguientes funcio-
nes e indica las propiedades de cada una de
ellas.

=27 o =" o w={]”

@ Calcula los siguientes logaritmos:
"a) |Ogg%- b) log,2 c) log,a® d) log, b2
2 b
(Sol.: a)-3;b)-1,¢5; d)2\

@ Aplica la definicién y las propiedades de los loga-
ritmos para hallar el valor de x en estas expresio-—

nes.
3) x=log,64 &) loge 3 ==
: 3 1
b) x=logz— f) logax = — —
) X = logs 5 ) logy 5
c) x=10gye2 g) log 1 x= -5
3
d) log,5 = -3 h) x = logs(logs5)
Rt NS [P B I 450 1
(Sol..a)G,b) > o) d \f;e) 3V3: 0 >
g) 243; h)O)
Siloga=3,logb=>5ylogc= -2, calcula:

b? Va-b

a) log(a?-b-c? b) Iogf c) Iog—c——
c

(sm.: a)7:b)11;¢) —121)
)
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@

Sabemos que log 2 = 0,3010 y log 3 = 0,4771.
Utiliza estos valores y las propiedades de los

logaritmos para calcular:
a) log 6 b) log 144 c) log —8—81—

(sm.: a)0,7781; b) 2,1582; ¢) —1,0054)

. Sabemos que log 2 = 0,3010 y log 5 = 0,6990.

Utiliza estos valores y las propiedades de los

b) log 2,5 c) logv0,125
<Sol.: a) 2,3010; b) 0,3980; ¢) -O,4515>

_ logaritmos para calcular:

a) log 200

. Demuestra que log,b - logya = 1.

. Representa graficamente las siguientes funciones

e indica las propiedades de cada una de ellas.

a) f(x)=loga(x — 1)

b) f(x)=log 1 (x+ 2)
2

¢) fix) =1+ logzx

d) f(x) = log 12
42

.. Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x) =log (3x — 1) b) f(x) =log (x2 — 9)
Sol.: a) (-;— +oo); b)(—=, =3) U (3, +x)

. Comprueba que, si ay b son dos nimeros inver-

sos, se verificalog a + log b = 0.

. Comprueba que los logaritmos decimales de 1,2;

12 y 120 sélo se diferencian en la parte entera.

. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 2-e4=3 c) V3B¥-2=9
b) 25 . 5xtl= d) 7-652=232
125

( Sol.: a) 4,41; b) —6;
o) BB -1,15;>

Escribe mediante un solo logaritmo las siguientes
expresiones:

a) 3|ogs+—;—logg—3logs—log25

b) Slnx——;-lny+3lnz

¢) logs(x2 + 2x + 1) — logz(x + 1)
d) log (3 = x) + log(3 + x) _
' x5- 28

5
Sol.:a) log-=; b) In
< ol.: a) log 9 ) 7
cHoga(x= 1); d)log (9 - xz))

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) log4—,2|ogs+log(x+1)——%—log8=1
7x+ 8

b) log x3 — log =log2x.

¢) 3in(x—1)—-In(x2—-1)=-In3
Sol.:a) x=124;b) x = 8; c)x=2>

@ Resuelve los siguientes sistemas:

204

a) a--ar=1 b) V3* =281
32 5x+2y=5
=a3
aYy
c) 31-2-5Y=1 d)3-2x=24 }
2.9%+ 25Y =163 4x+1 - 3.7y+3 =235

e) logx+logy=1

} fllogy2-y) =2 }
3logx—-2logy=3

logz (x+2y) =20
9 %logk#l@gyzhgﬂﬁj
log(x+ 1) —logy=1 f

Sol:a)x=1,y=-1;p)x=8,y=-50x=2y=0
dx=3,y=-2ex=10y= 1;)‘)X=3,y*—~—71>

g x=49,y=5
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FUNCIONES EXPONENCIALES

| .
* La funcién y=a* (a>0, a# 1), se llama funcién exponencial.

\ 7 /
* Esti definida y es continua en todo R. MY
» Pasa por los puntos (0, 1) y (1, a). ; —z
* Su grifica estd siempre sobre el eje OX porque a* > 0 para > 2
cualquier x. X5 o )
. - T
* Es creciente si a > 1 vy decreciente si 0 <a < 1.
0 Representa las funciones:
1 X
a)y=3"% b) y = (7> A y=15" d y =075
T T
l L
|
| N
I
|
LD L [T |
:
I [
0 Representa en los mismos ejes las funciones: [
X
y=4"e y= (%) y comprueba que 1
son simétricas respecto al eje OY.
1
Q Halla # y a para que la grifica de y =k - a* pase por los pU;’ltOS ©; 3,5 v , 7.
|
EJERCICIO RESUELTO
; . 2x+1 3 w1 o A7
Resuelve estas ecuaciones: a) 3 = 6561 b) 2%7 + 227 =
|
RESOLUCION ‘
a) 3%l =6561 —» 3% 1=38 5 2x+1=8 > 2x=7 >
| x
b)zx—3+2x+1=_1l N 2x/25+2x.21=_141 - %+2x,2=1_47_ 32X+ 16-2% =34

Cambio: y=2* = y+16y=34 - 17y=34 - y=2 > 2%=2 >

o Resuelve las siguientes ecuaciones:
L

D05 =327 - (S x=-5) by2i-x+224x_g0=0 (Cleet ¥(20, %221 )

1

C0F T o1 (Glue: x=4) W3 gt le2 (Seleer XE A
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Ecuaciones exponenciales
Las ecuaciones exponenciales son aquellés en las que la incéghita aparece en el exponerte de alguna potencia.

Las formas de proceder para su resolucién son variadas y se ilustran, a continuacién, con varios ejemplos.

|-
|

Ejercicios resueltos

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

8) 53x-2 _ 9 b) 2%-1 _ 16 = 2%+1 C)' g-1_2.3x-1-3
|
a) Touo oy (OB»THFWU e anbog wrlcuabug
" 54 Y
4 -
(3*'2)2*’3% ,L‘"?, =»3x-2= b :?3x=2+)b“’ VL L % 2 0;8402 ..
MS Qg 3 :
k) Si y = 2% entonces: Cuando en una ecuacién se hace un
920 g 7 cambio de una variable (o incégnita)
221 = =— (2 = — 7 20V = 222 = 2y X a otra variable y:
2 2 2 '

e Hay que sustituir todas las x en

por tanto, al hacer el cambio y=2*en la ecuacidn, se tiene: funcién de la nueva variable y.

|
{
|
|
|
{ .
» Una vez resuelta la ecuacion con
1 4+./16+ 128

—2—y2~16=2y=> V2—4y-32=0=y=——"-"—= i la nueva variable, hay que desha-

[

(

[

2 cer el cambio y hallar las solucio-
nes de x que corresponden a cada
soluciéon de y.

4+12 = 2% = =3
i =

2 y=-4 = 2= -4
La Gnica solucidon es x = 3, pues la expresidon 2¥ = —4 no admite soluciones reales.

¢} Si y= 3% entonces:

9x_1:il9x:_1‘(3)()2:_1_y2 3x—1=__1,3x:_1_y
9 9 9 3 3
_ por tanto, si sé hace el cambio y = 3% en la ecuacién, se tiene:
- 1,2 , 6+./36+108 612
'—é“y—-:%—y:3=>y—6y—27=oz>y= > = ) =

y:9=>3’(:9:>x‘:2
-
y=-3 = 3= —3

La Unica solucién es x = 2, pues la expresién 3* = -3 no admite soluciones reales.

" Ejercicios propuestos -

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 2°+'=32 - b)3¥-2.3"1=27 Q) 442X =62
<So/ucio’n: a) £2;: b) 2; ¢ 3.)

- Autoevaluacion

1
Resuelve las ecuaciones exponenciales:

[ i .
| a) 32x2+3x:9 b) 52x+1__3‘5x:2

(Y.l%: Xz .-L; \(L:-‘i) G’\M»L DXz O) ' i
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\
ECUACIONES EXPONENCIALES
En las ecuaciones exponenciales, la incognita aparece en el exponente.
No hay regla general para resolverlas, pero normalmente conviene tener en cuenta

las propiedades de las potencias:

Sia,b>0 m, n son humeros racionales

a0 :1 | ‘am .a" = am+n! [Em - gl = gm"
n

(a-b)" =a” b7 [@:b)" =a™: b7 | @) =™

Sia™=a" entonces m=n

Ejemplos:
o Resolver4*=2

@)=2;2%=2 = 2x=1; [x=12]

o Resolver 5%+ 5™ =6

54+ __6 Reduciendo a comun denominador

5X .5% + 5" =6.5"
(5")2 -6.-5+5 = 0, haciendo =t =

= t?-6t+5=0
Resolviendo queda t=1 vy t=5

5":1:\;7;%
5*=5=> x=1

| o Resolver3'™-3*=2

3'-(3f -2.3 =0

(3*f +2.3* -3-0; haciendo 3=t =
= t#+2t-3=0
Resolviendo queda t=1 vy t=-3
3*=1= x=0
3*=-3 ______ Esta solucion no es valida porque no hay ningdn numero

positivo que elevado a otro dé como resultado un niumero negativo.




a 25" =24 *

Como 24 no lo podemos expresar como potencia de 2, tomamos

Iogaritmos.
log2**~! = 10924 => (x? - 1log2=log24 = x2 -1=19924 _ Lo _log24
‘ | log 2 log 2
x? :M + 1= 4584962 + 1 = 5584962
0,301030 .
- 2,363252..
|- 2,363252..
o 3*'=7
og7 _ | _log7 .. .,
log3™"" =log7 = (x +1)log3=log7 = x+1=—— = x = —— -1 .0,6320,
log3 log3 )

SISTEMAS DE ECUACIONES EXPONENCIALES

2*+5Y =9 |
2T+ 5 =9

x BY _—

2" +5Y =9 | X LBV _ g

2" | =,
_2_+5.5Y:9 2* +10-5Y =18

Haciendo un cambio de variable 2* = a 5 5Y - p =

: :: ?Q: i _ 18} Resolviendo el sistema queda a = 8 b =1
Desh;ciendo el cambio:

2*=8 = 2x _ 93 - L;:fﬂ

5iv =1 = 5Y - 50 N l‘)'l_:_(_)_i

SISTEMAS DE ECUACIONES LOGARITMICAS
2logx—3logy:7} |

logx +logy =1

| 2

2| 3 _ 7 x/ =107
log x logy® =log10 } N y°
log xy = log10 xy =10

. . i
Resolviendo el sistema queda|x = 1 OJ y= ) 1
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EJERCICIOS DE ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

1

1. Resuelve las siguiente§ ecuaciones exponenciales y comprueba:

a)

. b)

c)

d)

|
3.3% =243
22X+2 :1:052X—1
21—X2 :1
8
3_)(4 . 1 —2x-1
3
2 .3%¥ =12-18
4% .16* =2
9¥ -2.3*-3=0

?2_5x4+6
7X + :1

320+) _28.3¥ 1 3=0

j) 9x+3 — 32X+5

1
3X——1

) 4 -5.2" +4=0

-4

k) 3% +

m) 4% — 2% = 2
n) 72X+3__8_7X+1+1:0
0) 4" 42X _320=0

p) 16 +16"* —-10=0

q) 521 = 25x" /4

r) 27428427 =7

s) 2X+5.2%+4.27% =0

2. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas y comprueba:

a)
b)
c)

d)

log x® = log6 + 2log x

“log x + log50 = log1000

log(3x — 1) . log(2x + 3) =1—-1log 25

log8 + (x* — 5x + 7)log

3 =log24

log(5x + 4) — log2 = %‘log(x + 4)

(|x2 —x —3)log4 = 3Iog%

log(16 — x?) )
log(3x — 4)

logx? +logx® =5

(x? —4x + T)log5 + log16 = 4

log(22-*)*** + log 1250

log2 + log(11 - x?) _ 9
' log(5 — X)

10x + 11

log x? —Io
g g 10

m) 5% -97.5% +6* =0

— 4

1
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|

. uelv iguientes sistema ecuaciones'y comprueba:
3. Resuelve los siguientes sistemas de y prueb
[

{5"” = 25° {2* L3 =7
a) e
|

5x—y — 25 2X+1 _ 3y+1 _ _1

2 +5Y =9 2X +5Y =9
b) X+2 y+1 f) x-1 +1

2x+2 _ ¥+t _ g 22Xty svtl — g

\

3 +3Y =36 2X 4+ 2Y =10
) 4y a) 1 .,

.3 = 243 2 -4
q) 2% 3yt =5

2X+1 ,8.3Y =712

|

4. Resuelve los siguientes sistemas de ecuacionesy comprueba:

a) {x—y:15 logx + 3logy =5
logx +logy = 2 ) x?/ _
log A_?»
{ f= ! X—y =27
logx-logy=1 logy =log x ~1
) log, (y —18) = 2l0g5 + ylog25 = xlog125
c
log, (x + 3) = xlog4 - 2y|og8—/log64
d
) {I x_7ulogzy K) logx +logy = 2
X+y =20
e) X+y =29
logx +logy = 2 log, (y +8) =
log, (x — 4)~l
f Iogx“1095y+log14 log7 y 2
| x? 720y +15x+20 .
, m) log, (9 — x) = A
log, (y +9) =

logx —log5 = 3log5
g)

log x® +logy? = log2*
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EJERCICIOS DE AMPLIACION DE ECUACIONES Y SISTEMAS

41 . Resuelve la siguiente ecuacion

e¥* _5e* 1 5 15X —6=0

. Resuelve ¢! siguiente sistema de ecuaciones

Jx +y=3"
|2%(x + y) = 7776

n

U

. Resuelve los siguientes sistemas

log(x+y)+log(x-y)=log33
e*-e¥ =11

x? -y? =10000
(x-y) %Y =1 000

L. Prueba la siguiente identidad: log, x = log, x - log, a

5. Demuestra que 'log(x +yx? — 1)) + Iog(x +Vx? - 1) =0 para todo valor de

X =1

6 . Despeja "y" en laigualdad log x + logy = log (x + y)
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NUMERICAMENTE

ANALITICAMENTE

GRAFICAMENTE

Matematicas | LIMITES y CONTINUIDAD

ALFONSO GONZALEZ
I.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

[) IDEA INTUITIVA DE limf(x) =L

2

X
Ejemplo 1: La funcion f(x) = — ho esta definida en x=1; investigar, rellenando las siguientes tablas
(mediante calculadora), su comportamiento en las proximidades de dicho punto, y explicar

graficamente la situacion:

x—=>1 0,9 0,99 | 0,999... )

lim f(x) =
f(x)— :>XI—T’ ®)

» = [imio-

x—>1" 1.1 1,01 1,001...

f(x)—> )

En la practica, los limites no se suelen calcular de esta forma, sino operando:

im X =1 _im (< 105 A) = lim (x+1) =2

x->1 X —1 x—1 X//1

Es decir, nétese que la f(x) del enunciado se comporta como la recta y=x+1, salvo en x=1 (punto en el cual no
esta definida); por lo tanto, su representacion grafica es:

Vemos que cuando las x se acercan a 1” (flecha izqda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden a 2,
mientras que cuando las x se acercan a 1" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes tienden a
2".Y todo ello es independiente de que, exactamente en x=1, la funcién no esta definida.

B Conclusiones:
1° Para que exista limite han de coincidir los limites laterales.

2° A efectos de Iimf(x), no hay que tener en cuenta lo que ocurre exactamente en x=a, sino en las
x A
proximidades; de hecho, hay casos en los que en un punto no existe imagen pero si limite (como en
el ejemplo anterior), y esta es precisamente la utilidad del concepto de limite.

3° De todos modos, normalmente existen limite e imagen, y ambos coinciden, como en el ejemplo 2, que
veremos a continuacion.

Resefia histérica: El inglés John Wallis (1616-1703) definié el limite de una funcién como un numero al que se aproxima la
funcion de modo que la diferencia entre este numero y la funcion puede hacerse menor que cualquier cantidad fijada de
antemano. Pero fue el aleman Weierstrass (1815-1897) quien definié el concepto de limite de una funcién de la manera precisa
que conocemos hoy.

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 212
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Ejemplo 2: Dada f(x)=x°, obtener numéricamente, mediante las siguientes tablas, Li_rgf(x) .

x->2 | 1,9 | 1,99 |1,999... 3 St )

= lim f(x) = YEX 4 %

f(x)-> o7 3 4
>:Iirr;f(x)= \ 2 /

x—=2" | 21 2,01 | 2,001... !
= lim f(x) =
x—>2*

f(x)— ) )

Es decir, cuando las x se acercan a 2 (flecha izqda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden a 4,

mientras que cuando las x se acercan a 2" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes tienden a

4", En este caso, la funcién si esta definida precisamente en x=2, y su valor es 4; es decir, en este ejemplo

limite e imagen coinciden (lo cual, por cierto, es lo mas habitual). Analiticamente, seria muy sencillo:
limx?* =4

x—2

B Veamos ahora un ejemplo de funcién en el que no hay limite:

-1 six<O0
Ejemplo 3: Dada f(x) ={ 1 six>0 se pide: a) Representarla. b) Hallar Iingf(x) graficamente.
| X2 X—>
y =1
. lim f(x) = lim (1) = -1
s ; >0 . - |2limf(x)
lim f(x)=lim 1 = 1 Xx—0
I STe x—0" x—0
yeE=il

En este caso, al acercarnos a x=0" por la rama izquierda, las imagenes tienden exactamente a -1 (aunque
precisamente en x=0 no tengan el valor esperado, sino 1; de nuevo, téngase en cuenta que a efectos del
limite no hay que considerar lo que hace la funcién exactamente en el punto sino en sus proximidades...),
mientras que al acercarnos a x=0" por la rama derecha, las imagenes tienden exactamente a 1. Por lo tanto,
como no coinciden los limites laterales, el limite global no existe.

B Podriamos ver mas ejemplos, pero todos ellos se resumirian en alguno de los 4 casos del siguiente esquema;
va a existir limite cuando x—a sélo en los tres primeros supuestos:
f(x)

f(x) fla)

flay = flay---

Q F---—-—-—-——

/ [] = /
3 limf(x)=f(a) 3 ngg f(x)=L Alimf(x) =L = f(a) Alimf(x)
[Lo mas habitual] [aunque Zf(a)] [aunque 3f(a)]
(ejemplo 2) (ejemplo 1) (ejemplo 3)

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 213
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LES. "Fornando de Mena"

Como resumen: «A efectos graficos, no va a haberlimf(x)si en x=a las dos ramas no coinciden»
x g

Ejercicios final tema: 1, 2, 3

) limf(x) = oo . ASINTOTA VERTICAL

X—a

Ejemplo 4: Vemos facilmente que la funcion f(x)=13)2 no esta definida en x=3; investigar, rellenando
X_
las siguientes tablas (inténtese sin calcuﬁadora), su comportamiento en las proximidades de dicho

punto, y explicar analitica y graficamente la situacion:

x—3 29 2,99 | 2,999... 3
= lim f(x) =
f(x)—> xo3
> = I)l(r_n)sf(x) =
x->3" | 3,1 | 3,01 |3,001... _
= Im} f(x) =
f(x)—> )
En la practica, se procede asi":
. 1 1 1
lim T = =®
=¥ (x=3)° (07)° O , 1
=>lim———=wo
1 1 _i_oo =3 (x — 3)?

lim = =
X—>3" (X _3)2 (0+ )2 0+

Gréaficamente, la situacion es la siguiente:

Es decir, cuando las x se acercan a 3 (flecha izqda; rama izquierda) las imagenes correspondientes tienden a
hacerse infinitamente grandes i.e. «, y cuando las x se aproximan a 3" (flecha dcha.; rama derecha) las
imagenes tienden también a «. Y todo ello, volvemos a insistir, es independiente de que concretamente en
x=3 la funcién no esta definida. Esta es precisamente la utilidad de la nocién de limite: incluso aunque la
funcion no esté definida en un punto, el limite da cuenta del comportamiento de la funcién en dicho
punto.

En el ejemplo anterior, se dice que f(x) presenta una asintota vertical en x=3.

0" 0 0" se conocen como infinitésimos.
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B Observaciones:

1° Cuando por sustitucion directa en un limite obtengamos k/0, automaticamente tenemos que plantear
limites laterales, para discernir si el denominador es 0" 0 0", lo cual determinara si el limite finalmente es
o 0 -0 (en funcidn también del signo de k).

2° Notese que, a la hora de calcular un limite, en el momento en que sustituyamos en la funcion,
desaparece el simbolo de lim.

B Definicion de asintota vertical: |lim f(X):(oOO , & x=2a AV.

Ejemplo 5: Estudiar analiticamente Iirr;L3 y explicar graficamente la situacion. ;Qué asintota vertical
x—=3 X

presenta la funcion?

lim =

o3 X -3 = |lim L

. 1 x>3 X —3 il 1

lim = —_—_t LT8R RSN NS DU R
x-3" X —3

Ejercicios final tema: 4, 5

) lim f(x) =L . ASINTOTA HORIZONTAL

Ejemplo 6: Estudiar, mediante la siguiente tabla de valores, lim X +Z
X—>0 X j—
X 100 | 1000 | 10000 | 100000... oo x+3
X —>00 X —
f(x):x—+3

En la practica, como x—, l6gicamente podemos despreciar el efecto de sumar o restar un numero finito a x,
por lo cual podemos proceder de la siguiente forma:

X+3

lim ~lim X = lim1=1

x>0 X — 5 xom x  xow

Es decir, cuando x—x (0 -x), nos quedaremos con el término
de mayor grado del polinomio (lo que se conoce como término
dominante), y despreciaremos términos de menor grado.
iNotese que esto sélo tiene sentido cuando x—wx (0 -x)! Esta
sera una técnica muy utilizada para calcular limites.

El simbolo ~ se lee “equivalente a “ y se utiliza cuando, a la hora
de resolver una indeterminacion, x—co y despreciamos una cantidad finita aditiva respecto a un ~c.

Graficamente, la situacion esta indicada al margen.
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Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes correspondientes tienden a aproximarse
cada vez mas a 1", pero sin llegar a alcanzar jamas el valor 1. Se dice entonces que f(x) presenta una
asintota horizontal de ecuacién y=1. (Por cierto que, por las razones explicadas en el anterior apartado,
también presenta una A.V. en x=5).

B Definicion de asintota horizontal: |!Im f(x)=L<y=L AH.

X—>00
(0—)

B Observaciones: 1°La gréfica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x
2° En cambio, la grafica de una funcién nunca puede cortar a una A.V.

3° En el préximo tema veremos un tercer tipo: las asintotas oblicuas

Ejercicios final tema: 6 a 8

V) J(I_TO f(x) = . RAMAS INFINITAS

Ejemplo 7: Obtener lim (x* — x +2) mediante la siguiente tabla de valores:

X 100 1000 10000 ... ©

={lim (x* —x+2)=

X—»00

f(x)=x*-x+2

Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes
correspondientes tienden a hacerse tan grandes como queramos, como queda
reflejado en la grafica adjunta. En la practica, y como ya hemos comentado en el
apartado anterior, cuando x—® (0 -0) nos quedaremos con el término de mayor
grado del polinomio (lo que se conoce como término dominante), vy
despreciaremos términos de menor grado:

lim (x® —x+2) ~ lim x* =o0® =0

X—0 X—0

De nuevo, adviértase que esta forma de proceder sélo tiene sentido cuando x— (0 -©), no cuando x tiende a
un numero finito. En el ejemplo anterior, se dice ademas que f(x) presenta una rama infinita.

B Regla practica: lim P(x) = lim (t° de mayor grado)

(0—0) (0—0)

Ejercicio final tema: 9

V) PROPIEDADES DE LOS LIMITES?

1°) «El limite -en caso de existir- es Unico»

2 Todas estas propiedades son validas independientemente de que x—w 0 a un valor finito. Pueden consultarse las
demostraciones de estas propiedades en Internet.
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2°) [lim [f(x) = g(x)] =lim f(x) £lim g(x)| es decir, «El limite de la suma (diferencia) es la suma (diferencia) de

los limites».
3°) [lim [f(x)- g(x)] =lim f(x) -limg(x)| es decir, «El limite del producto es el producto de los limites».
4°) |imm—M (siempre y cuando lim g(x)=0)
g _ limg(x) brey ?

5°) limk =k| es decir, «El limite de una constante es igual a dicha constante»

6°) |lim [k -f(x)]=k -limf(x)| es decir, «Las constantes multiplicativas pueden salir (o entrar) en el limite».

©

7°) Limite de una potencia: |lim [f(x)] °® =[lim f(x)] "™*|  Ejemplo: lime* =e” =

8°) Limite de una raiz: |limy/f(x) =%/lim f(x)

9°) Limite de un logaritmo: |limlog f(x) = log lim f(x)

VI) LIMITES INFINITOS E INDETERMINACIONES

* SUMA Y RESTA:  Joo+o0=o0 oo+k=o0 0-00=INDTDO.  —-00-o0=—ocf

Nétese que no podemos concluir que «-wo sea siempre igual a 0, puesto que ambos « pueden ser, en
general, de distinto orden®; por lo tanto, el resultado de «-o tendra valores distintos dependiendo de
cada ejemplo concreto, y se dice entonces que su resultado es indeterminado, o bien que se trata de
una indeterminacion. La mayor parte de las indeterminaciones se deshacen operando. Veamos un sencillo
ejemplo justificativo:

|im(x+2—§):w_oo:|NDTDo.:|im (%sznmgznm1:1

X—>0 x>0 2 X

Es decir, en este caso concreto «- ha resultado ser igual a 1, pero veremos muchos mas ejemplos en los
que puede resultar otro nimero (incluido, por supuesto 0), 0 o, 0 -, 0 incluso no existir.

o0 sik>0
= PRODUCTO: 00"00=00 00*(=00)==00 =00*(=00)=00 -k ={INDTDO. sik—0
—o0 sik<0

Veamos un ejemplo justificativo de la indeterminacion anterior:

® En el caso de una incognita, si es cierto que a-a, 0 x-Xx, etc. es obviamente igual a cero; ahora bien, adviértase que en
el caso de «-o estamos hablando de limites, es decir, ambos « no tienen por qué ser exactamente iguales, sino que
pueden ser de distinto orden.
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. (x=2 1 . x=2 ox 11
lim -— |=00-0=INDTDO. = lim ~lim—=Ilim—=-=—
X—>0 2 X x—o 2% x>0 2% x>0 D 2
© sik>0 .
L | - 100
COCIENTE: — =<operar y/o hacer lim laterales  sik — 0 = -0 I~ INDTDO.
—o0 sik<0
0 k .
0- INDTDO. 0 hacer lim laterales
Veamos ejemplos practicos de algunos de los casos anteriores:
a) lim ij =%= lim [(x+2)x ] = lim (X2 +2x) ~ lim x2 = 02 = 0
x
b) | 3x+3 =% —INDTDO ~ lim 3x im3=3
X—>0 X o0 Xx—o X X—>0
2 _ -
¢) im> =129 _inptDo < lim EEDET i (x4 1) =2
x->1 X -1 0 x—>1 X — x—>1
. x+3 4
3 4 | SHTo X+3 x+3
d) lim 23221 = 21Im>">  (obien, iM>"> = +o0)
1 x=1 0 x+3_i_OO x>t X —1 x>t X —1
x>t x=1 0
lim X3 __ 4 _4__
x43 4 ot (x=1)? (o) o _ x+3
e) lim F=—= =lim——=
<1 (x=1)2 0 | . x+3 4 4 x1(x 1)
I|m+—2= ==
x-1" (x—1) (o+) 0

Como conclusion, hemos visto una serie de indeterminaciones que podemos resumir en cuatro®:

I+

© ., 0-(xe0), c0-00
o

I+

oo

Ejercicio final tema: 10

VIl) CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS

1°) Limites de polinomios: lim P(x) = lim (t> de mayor grado)

(0—) (0—)

Un ejemplo seria el ejercicio 7 ya realizado.

“El préximo curso veremos las 3 indeterminaciones de tipo exponencial: 1**, (ioo)o, 0°
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2°) Limites de cocientes de polinomios:

a) — Px O «Se resuelve factorizando numerador y denominador (habitualmente por Ruffini,
'ﬂ; QX) ~ | identidades notables, extraer factor comun...) y eliminando a continuacién el
factor problematico x-a que figura repetido en ambos términos de la fraccién»
Ejemplo: ,
lim X ¥2x=8_0 =INDTDO = lim (2 x+4) o X+4 6
-2 x?-x-2 0 =2 (%<2)(x+1) 2 x+1 3

Ejercicio final tema: 11

b) lim P(X) _ = | «Se resuelve recurriendo en numerador y denominador a los términos de mayor
= Q(X) | grado de cada polinomio®»

Ejemplos: Hay tres posibilidades, atendiendo a los grados de ambos polinomios:

4 +X+2 o 4
a) gradP(x)=gradQ(x): lim —————=—=INDTDO = lim =lim2=2
)9 %)=g o) xoe 2x% +3x =1 oo H“"? o
b) gradP(x)>gradQ(x): lim M =2 —INDTDO ~ lim 2~ lim x = oo
9 9 Toxow xX4+3 IS0 X— /N X—>0
X+3 o0 / 1 1
< . lim ————=— =INDTDO % lim & =lim —=—=0"
¢) gradP(x)<gradQ(x): lim Zrxe3 o amZ=Im =

Ejercicios final tema: 12, 13,14 y 15

3°) Limites de funciones irracionales:

a) «Se resuelve multiplicando numerador y denominador por el conjugado de la expresion
radical, y operando a continuacion»

(NOTA: Caso de existir dos expresiones radicales, una en el numerador y otra en el
denominador, habria que realizar el procedimiento anterior dos veces, una por cada expresion)
Ejemplo:
_ x—4)(x +2 *=4)(x +2
x-4 0 (x-4)(¥x+2) Iim( ] ):|im(&+2)=4

Ixim\/;_zza lNDTDO_L‘ﬂ(J’ 2)(\/_+2) lim ) im

b) | » «Se resuelve dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia efectiva’ de x que
o aparezca en cualquiera de las expresiones»
4 _o'
Ejemplo: o
x—4 1-4 1- /{
lim —X=%_ _® _|NDTDO = fim —X — fim —X%_ — jim —__1_4
X—>0 [XZ _2 o0 X—>0 ‘\/X2 -2 X X2 -2 X—0 \/1_ 2 1
X x? }&2
£ -0
e 0]

° Existe otra forma alternativa, en general mas laboriosa, que consiste en dividir numerador y denominador por la mayor
potencia de x que aparezca en ambos polinomios.

¢ El conjugado de un binomio radical consiste en cambiar el signo intermedio de éste; por ejemplo, el conjugado de
Jx +2 es Vx —

T El adjetivo «efectiva» alude al hecho de que hay que tener en cuenta que, por ejemplo, en la expresion m Si
X— o0, la x no se comporta como X2 sino, de forma efectiva, como x
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LES. "Fornando de Mena"

Obsérvese en el ejemplo anterior dos detalles importantes:

= La x entra dividiendo en una raiz cuadrada también dividiendo, pero al cuadrado.

= El hecho de dividir por la mayor potencia efectiva de x nos garantiza que los limites parciales
que aparecen al final seran siempre cero.

= Estos limites, puesto que x—oo, se pueden hacer también despreciando términos de menor
grado en los polinomios:

. x—4
Im—=

_INDTDO =~ lim —— = lim X Z lim1=1

X—>00 /XZ X—0 X X—>00

818

c) «Se resuelve:
1°) Multiplicando y dividiendo por el conjugado de la expresion radical, y operando a
continuacion; en algunos casos (en concreto, cuando el numerador resultante dependa
de x), como la indeterminacién no desaparece sino que pasa a ser «/c, ademas hay que
recurrir al siguiente paso:

2°) Dividiendo a continuacion numerador y denominador por la mayor potencia efectiva de x»

Ejemplos:
2 2 2 2
a) |im(\/X2+1—X)zoo—oo:INDTDO=|im (‘/X +1_XX‘/X +1+X):Iim XXt
X X VX2 +1+x o Ix? 41 +x
. 1 1 .
=lim——=—=0

e X2 +14x @
> ; (\/x2+x—x VxZ +x +x)
~/ — X]=00—0c0 =INDTDO = lim =

X—>00 X—>00 ’\/X2+X + X
. xZ +x —x2 ) x o0
= lim = lim = — =INDTDO =
2 X% X X 7T A/XT X+ X o
X
1 . 1 1
— lim = X — lim = lim - >
X—>00 X —>00 X —>00
VX% +x X x X |
4+ I > +1 1+ +1
X X X X
T o
o0

Nétese que en el primer ejemplo ha bastado con aplicar el primer paso del procedimiento, mientras que en
el segundo ha habido que aplicar los dos pasos.

CONSEJO: En los casos en que x—-x y sale «o/w, se recomienda hacer el cambio de variable z=-x, que
hace que z—w, como puede verse en el siguiente ejemplo:

cambio de variable x=-z
l V14 =2
im Y1+x® _ © _ otpbo —him Y41 EZT _im oz
e T A = Avz rr vz

07 =

1 —|—i 1 +1
z =2 . 2 1
O
z

8

= lim = lim —
Z—>o0 -+

2
z >0 1 1 1 O
z2 | z? XZ' +§
0* 0"
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Ejercicios final tema: 16, 17

VIII) CONTINUIDAD

Intuitivamente, una funcién es continua cuando se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel.

Mas formalmente, se define funcion continua en un punto de la siguiente forma:

f(x) continuaen x=a < lim f(x)=f(a)] Es decir: “Una funcién es continua en un punto si el
xa limite coincide con la imagen en dicho punto”.

A efectos practicos, para estudiar si una funcidn es continua en un punto, hay que comprobar:

1) que exista imagen
2) que exista limite
3) y que ambos coincidan

(En caso de no ser continua en un punto, se dice que es discontinua).

Por extension, diremos que una funcion es continua en un intervalo cuando lo es en todos los puntos de
dicho intervalo.

Vamos a recordar de nuevo el esquema-resumen visto en el apartado | del tema, e investigar en cada uno de

los cuatro casos si la funcién es continua en x=a, para lo cual aplicaremos los tres requisitos de la continuidad
arriba mencionados; observamos que la funcién es continua en x=a so6lo en el primer supuesto:

f(a)

/

3 Iirr; f(x) =f(a) if(x) CONTINUA en Af(a)
Alimf(x) =L

X—a

=f(x) DISCONTINUA en x=a

f(a) f(x)

f(a)]~~ "~

[ e [

Alim f(x) =f(x) DISCONTINUA en x=a
X—a

3 Ixm f(x) =L # f(a)=f(x) DISCONTINUA en x=a
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Reai)

Nétese que en el Ultimo caso la funcidn es discontinua, independientemente de que exista o no imagen.
Este hecho conduce a los siguientes 5 tipos de discontinuidades:

1) Evitable: «/a funcién no es continua en x=a, pero 7 //'mf(x) finito»; se llama evitable porque podemos
x A
redefinir f(a) = Ixiggf(x) de modo que la funcién pasara a ser continua. A este tipo responden los

supuestos 2° y 3° anteriores.

2) De 12 especie: Existen tres tipos:

2.1) De salto finito: «Existen ambos limites laterales y son finitos, pero no coinciden». El salto viene dado
por la diferencia entre los limites. A este caso pertenece el 4° grafico.

2.2) De salto infinito: «Un limite lateral es finito y el otro infinito». Se presenta entonces una asintota
vertical, pero por un lado. Graficamente, la situacién es la siguiente:

i f(x)

lim f(x) =~ y lim f(x) = f(a)

x>a x—»a"

2.3) Asintoética: «Los dos limites laterales son infinitos». Se da entonces una asintota vertical, por ambos
lados. Graficamente, la situacion puede ser la siguiente:

ANRE AN
~ i !
\: o bien: E
x=a Ay, ix=a A.V.
; .
len; f(x)=-00y )!Eg f(x) = lim f(x) = lim f(x) = o

3) Esencial, o de 22 especie: «Uno, o los dos limites laterales, no existe»

2

Ejemplo 8: Dada f(x) = X , estudiar su continuidad en x=2

Aplicando los tres requisitos de la continuidad, vemos que falla el 1°, ya que 7 f(2) = f(x) es discontinua en
X=2 = |f(x) continua V x € %—{2}|

(Nétese que ello es independiente de que exista limite, como de hecho ocurre:

2 0/0
Iimx 4 = |imw=”m(x+2)=4
x—2 X —2 X—2 X—2
INDTDO.
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Graficamente, la situacion es la siguiente:

(%)=

X —2

2

practicamente se comporta como la recta x+2 (salvo en x=2)

es decir, la funcion f(x) = X

Por lo tanto, se trata de discontinuidad evitable, es decir, bastaria redefinir la funcion de la siguiente forma:

x4 six =2
f(x) =7 x-2
4 Six=2

para que pasara a ser continua en x=2

Ejercicio 1: Representar las siguientes funciones, y estudiar su continuidad. Caso de presentar
discontinuidades, clasificarlas razonadamente:

a) f(x) :@ (Soluc: f(x) continua vYx cR-{0}

Discontinuidad de salto finito en x=0)

X+3 six<0

nx  six>0 (Soluc: f(x) continua Yx cR-{0}

Discontinuidad de salto co en x=0)

b) f(X)={
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c) f(x) =% (Soluc: f(x) continua ¥x cR-{0}

Discontinuidad asintética en x=0)

Continuidad lateral: Se dice que una funcién es continua por la derecha bajo la siguiente condicion:

f(x) continuaen x = at < lim f(x) = f(a)
x—at

Analogamente se define la continuidad por la izquierda.

Observaciones: 1° Obviamente, |f(x) continua en x = at ya < f(x)continuaenx=a

2° La continuidad lateral se suele aplicar a funciones definidas por ramas (ver, por ejemplo,
el ejercicio 20 del final del tema)

Ejercicios final tema: 18 y ss.
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33 EJERCICIOS de LIMITES de FUNCIONES y CONTINUIDAD

1. Calcular (en este cuaderno) los siguientes limites no indeterminados L

a) lim 1_ b) lim x=1_ c) lim x?—4x+3)= d) lim( x2+4x)=  e) lim( 3x+5)=
x-3 X x>3 X+ 2 X 4 x—1 x——1
. , . N
= = i 3 _13x2 = i = —_—=
Dl 1+nx= @) limlogx = M) lim( x*-3x+40= i) lim { D lm -
k) limLnx =

x-0

] Dada la gréfica de la figura, indicar si existe lim f(x) en los
\ siguientes casos:
a) Cuandox—1
'\ b) Cuandox — 2

~¢ c) Cuandox — 4

d) Cuandox —5

4

3. Representar la funcién
2 si x<1
f( X)=44-x si1<sx<3
X—-2 si x23

Obtener a continuacién analiticamente lim f(x) cuando x —1, x —3, X —5, X — », x — -,y comprobar
en la gréfica.

4. Dados los siguientes limites, se pide: i) Calcularlos. ii) En caso de deducirse de ellos la existencia de
A.V., indicar su ecuacion. iii) Explicar graficamente el comportamiento a ambos lados de la hipotética

asintota:
alm——  b)lm—2_ ¢ lm d)lim —X=2 g jim — X1
x>4( x—4) 1 x=1) x>3 x—-3 x4 (x =1 (x-4) x~2 (Xx—2)(x-5)
. x-1 x —1 . 1 - x+3 . x-1
f) lim —— li h) lim — i) lim —— lim ——
e e B L e K (%2 D3
. -1 . X+2 . x-3 : 2 . 2
k Xt _Xre _X=°  n)lm —S— lim ——
) fim, x? +6x +8 ) fim x* -5x+6 m) lim X 3x+2 XI“2( x-2)* o x-2
. -3
lim ——— lim
P) x=1( x-1)2 D x- T COS X

(SOIUC: a)w; b)-oo; €)oo, d)teo; €)oo, f) 0; g)tos, h)oo, i)#oo; j)too, K)£eo; 1) O; m)£co; N) oo, 0)#oo; p) - q)ioo)

! Es decir, se pueden hacer por sustitucion directa, ya que limite e imagen coinciden.
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A
5. a) Si la grafica de una funcién f(x) es la de la figura,
averiguar lim f(x) cuando x —0, X —X;, X =Xz, X —Xo,
X —Xo
. . b
b) ¢ Qué rectas son asintotas?
St X3 >
Xo X2 N
6. Dados los siguientes limites, se pide: i) Calcularlos. ii) En \
caso de deducirse de ellos la existencia de A.H., indicar su
ecuacion. iii) Explicar graficamente el comportamiento de
la funcion en las proximidades de la hipotética asintota:
. 2x+3 . 2x+3 o1 .1 2 24 _ _
a) lim y lim b) lim — vy lim — ¢) im X * 1y jim X d) jim X3y jim X=3
X— o0 X—l X— -0 _ x>0 X X=-0 ¥ X— 0 X X -0 X X 00 g X -0 g
X X
+
€) fim X*2 y iy 3X*2
x>o  BX x> BX
A A
7.
1 \ % 9
4 > 2
1
\
! ! J I ! Ll
-3 1 4
A
6 a) Dadas las funciones cuyas graficas
aparecen en las figuras, calcular sus limites
cuando x —0, x —2, x -3, X —4, X —=,
X— =
— h(x)
b) ¢ Cuéles son las asintotas en cada grafica?
11—
-1 2 5 -
X2 — X six<0
8. Dada f(x)= , Se pide:
) 2X2 six>0 P
X_

a) Representarla graficamente (mediante tabla de valores).
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b) Calcular analiticamente IirrgJ f(x), Iin; f(x) y Ilimf(x), haciendo limites laterales cuando sea
X—>! X—> X—>00

conveniente y deducir las posibles asintotas cuando proceda (NOTA: Una vez calculados los limites
anteriores, se recomienda confirmar graficamente los resultados obtenidos)

(So/.' //'ngf( x)=0, //'nzf( X)= 2o x=2AV.; imf( x)=2:»y=2A.H.)

9. Calcular (en este cuaderno) los siguientes limites de funciones polinémicas:

a) lir X2 +x+1)= b) lim( x* +x+1)= c) lim( x-1)7" = d) lim( x-1)7 =
e) lim( x®-2x*-3x-10)= f) lim( —x? +2x +5)= 9) lim( x*+3x+1)= h) lim ( x° +x* +x+7)=
i) lim( X +x2+x+7)= i) lim( 3x2-100x —50)= k) lim ( —2x* +100x +200) =

(Soluc: a)7; b)o, c)0; d)og €)oo f)-og g) o, h)-og i)10; ) oo; k) oo)

10. Calcular los siguientes limites por sustitucion directa y, en algunos casos, operando:

. 1 . 1 1 1 . 1
1) lim | —+3 2) lim — 3) Iim |5-— 4) lim |5-— 5) lim —
X @ [X2 j X \/; x-1 X2 X—>® X2 X=-o X
.2
6) lim < 7y lim 2 8) lim 2X*2 9) lim X*2 10) Jim 2X*2
X—2 X D ¢ e X2 P X2 X=2 2
11) lim 9"2'2 12) lim 2* 13) lim 2~ 14) lim 0,5 15) lim 0,5
x-0 X X— @ X— — X= @ X— —0
16) |i x - x 1 1 im |
im (1+e) 17) lim (1+e) 18) lim —— 19) |im —— 20) lim log x
Xo® Xo = Xos 0 ex X —0 ex X o
21) lim Inx 22) lim log x? +1) 23) lim '“(1+1J 24) fm 25) lim In—
x-0 X @ X o X X0 1+|Og\/; X —0 X
. 1 2
26) m (1ogx+ 232] 27 i [1+_X] 28) fim [me] 29) jjm 2X*2 30) i (-]
xoe X X2 e e ( X+3 == x°logx e X
2
31) Iim (Inx—3X:2j 32) lim (SX +2|ogx] 33) lim (xz senlJ 34) lim (xz senlj 35) lim (2x3—3x2)
x-0° X x->0* | x2 +3 X0 X X X X0
. 3 2 ) x+1 . 1-x? o 1+x° .
36) lim (2x* -3x*) 37) Jim == 38) lim 39) lim 40) fim Vx-2
X— 0 X—> 0 X— o X X—0 X X— 0
41) jm 21 42) jim 1 43) fim 1
e X x>n  tg X x>%  COS X

(Soluc: 1)3; 2)0; 3)4; 45; 50; 6)1, 770; 80; 990; 10)5; 11) ov; 12) o; 13)0; 14) 0; 15) o0, 16) o0, 17) 1;
18) 0; 19) oo 20) o5, 21) —oo; 22) oo, 23)0; 24) 0; 25) -0, 26) oo, 27) oo, 28) o5, 29) 0; 30) -0, 31) -0, 32) —og
33) 0; 34)indto.; el prox. curso veremos que es 1; 35) -oo; 36) oo} 37) oo} 38) —o0; 39) oo, 40) oo, 41) 0; 42) 7 ; 43)

0)

Resolucion de indeterminaciones:

11. Calcular los siguientes limites de funciones racionales (nétese que en el 2° miembro de la igualdad se
indica la solucion):

3 —
a) im X ~8-3 c) tim =2 -1
=2 x* -4 =2 2x-4 2
2 3
b) lim w:g d . X +X—2=
0 X e 4x—3 7 ) fim X2 _1 2
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. xX*+9x% +24x +16
€) lim - 5 =
x>-4 x> +11x” +40x +48

2_
f) fim X X3,
x=3 x° —5x°+3x+9
2 2
9) lim 2X *ax-3%a__,
x~a 3x° —ax-—2a

3_nay2
h)jim X =3 *4
x>2 3x” —18x° +36x —24
. 3 2
i) 2x° +3x° -1 -t

lim 3 3
x=12 4x° +16x° —19x +5

x* —5x* +6x° +4x-8 _

) lim
x> 2 x® —4x? + 4x
2
K) fm P =bx 1
x>b  h* +5b"x —3bx® —3x* 10b
3
. x* -1
1) lim ————— =1
x>1 X% —-2x+1
2_
m) fim X 22x+5=1
x> 2 X" +6 2
3 3
n) fim X8
X= a X_a

3
0) Iim X*2_
x>-2 x+5
3 _ay2 4
P) lim #:%
2 x°-2x°—4x+8 4
3 2
q) fim X *2¢ -3 _4
x1 x* =1 3
2
X -4
r =t
) x> -2 x343x% -4
x+3+X=2
) im x+1l_g
X— 2 X2
X+
X-2
3
t) l x°+1

m 3 2 =
x> -1 X7+2X° —3X

NOTA: Cuando sefialamos que el resultado de un limite es
+o0, N0 estamos indicando que haya dos limites (recordar
que el limite, caso de existir, es Unico), sino que, a ambos
lados de un valor finito, la funcion diverge a w0 -

12. Calcular (en este cuaderno) los siguientes limites infinitos (en algunos casos figura la solucion):

a) lim =
x>w X5 —4

2
. X +X-2
b) 1im - =
xon Xt 4 XS4+ X-3

C) lim
on 2X— 4

d) lim X +X-2
X—= 0 X° -1
2_
e) lim — X - 4x*3
xome o X® —5X°+3Xx+9
2 2
f) lim 2X° +ax—3a _E

x>-» 3x2_ax-2a® 3

9) Iim 2% +3x2 -1
oo 4x% +16%x% -19x+5

h) ¢ x*-3x2+4
) lim 3 3
x>—»  3x° —18X" + 36X —24

x* —5x% +6x° +4x -8

i) lim
X X3 — 4% + 4x
. . gl
D oaim Xy
X—> @ Xz,az
2
K) fim b” —bx -0
x> p® 4 B5p?x —3bx* —3x°3
2_
|) lim X°—=2x+5

o= X216

3
m) lim x+2
x>»  X+5
. X} -3x?+4
n) lim %
x> X7 —2X° —4X+8
. x¥ -1
0) Im —————
xome XY 42X —-3X
X-2
X+3+——
p) lim X+1:1
x> x? 2
X+
X—-2
. x-3
a) lim .
X X5 —3X+2
2
. X°—3X+2
r lim
X—> -0 X_3
3
x -1
S) lim —
xo - XS -2 +1
2
) jim =4

x>-n %% +3x% — 4
. 4x? +3x+4

U) im ——M =
X— © 2X

2
V) lim 4X+73’2X+4 =2
X—> 0 2X

. 1
W) lim =
x>»  gen X

13. En una empresa se ha comprobado que el nimero de unidades diarias producidas depende de los dias

trabajados, de acuerdo con la siguiente funcion:
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30t
N(t) = ——
= t+4

(donde t viene expresado en dias)

a) ¢ Cuantas unidades se producen el primer dia? ¢Y el décimo?
b) Representar la funcion N(t). ¢ Qué ocurre si el periodo de produccion se hace muy grande?

14. Siendo f(x) = XH2 1

a) lim g(x) = £

e) lim [f() - g(x)] = o0

900 =

— y h( )—
b) 1|mO h(x) =-1/2

f) lim g(x) =1

-1
, hallar:
2

c) lim [f69-g()] = -

9) lim [f09-g()]=0

15. Hallar una funcién f(x) que cumpla a la vez Iimzf(x) = Yy limf(x)=4

d) lim h(x) =2/3

16. Calcular los siguientes limites de funciones irracionales (en ciertos casos en el 2° miembro de la igualdad

se indica la solucién):

a) lim =-2
>0 1 \/x+1
e) lim—>*1 4
o x?+1+1
i) imMX=lo g
x—>0 X
_ / _ 2
m) |im¢:o
x—> 0 X
«/x +2X -
q) )|<—>1 \/7 \/7/6
u) fim VX+3 —2/2
> \J2xX -5
y) |im2\/XT;321:2
X — X _

2
b) fim XX *X _q
X— 0 X

f) lim (x/x_+1—x) =—

X—> ©

) lemi (x+2)(x-3) —x} =-12

n) lim ( x2+1—x):
1 lim—2> -0
o I3+ X+ X

V) lim

X —w

Z) Iirlwm (\/x2 +X —\/x2—+1) =

(m+x):1/2

¢) lim (\/X2+2X—X):1 d) I|m3 x+1-2 =1/4
Ix -1 hY ¢
S Y2 ) lim (\/X+2—\/X—2)=O
X—> X — X—>
k) Im}J Hx_ ) lim (\/x2+1—\/x2—1)=0
0) lim MX*9-3 =4/3 Pp) limX—=""2"< “lrvxyl
>0 x+16 -4 CIYx+1-4x-1
2
s) lim X+X_ 4 t) ||mzi"x+3_]/3
2 —_
w) fim— = ) fim X1
e «/X+ e X
2
12 &) jim X1 g B) fim XX X+l g
X—> -0 X X—> w X

17. Calcular los siguientes limites, aplicando el procedimiento apropiado en cada caso (en algunos casos se
indica la solucién en el 2° miembro de la igualdad):

X>+x-6

a) lim

=2 x3 —6x% +12X — 8

d) Iim

o1 x4 x? —x -1
g) Iim YX=1

xom o x =1

)i lim (\/x2 +ax —M) =

x* +3x% +3x+1

b) lim

x—1

K) lim

N | o

m) lim

X— o0

X— -2

x® —6x* +12x -8 _

X2 +x-6
e) lim (\/x2+3x— x2+1):g

h) lim x® —3x% +3x - 1

X-3

=3 x? ~5X +6

(\/x +4x \/x —1):2 n) lim

X3 -x*-x+1

X*+3x*+3x+2 3

x® +2x° 4

229

C) lim

x2+17x2—1 _ 5
e | X+1  x-1
A ¢ X3 +4x% +5x+2
) lim ———
X +2X°—=x-2

X—>-2

: x* -3x% +3x - 1_
i) fim 222 T
x> o X3 ox?-x+1

3 2
D lim [X TX_X +1]=1

xome | X221 x+1

3 2
. X° +3X°+3x+2
X = X + 2%
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2
P) lim [w_lezg d) lim (\/x2+6x —\/x2+6):3
X—> 2X 2 X—> 0
Continuidad:
RECORDAR:
f(x) continuaen x =a <> lim f(x) = f(a) Es decir: “Una funcion es continua en un punto si el
x>3a limite coincide con la imagen en dicho punto”.

® A efectos practicos, para estudiar si una funcion es continua en un punto, hay que comprobar:
1) que exista imagen
2) que exista limite
3) y que coincidan

18. Indicar en qué puntos son discontinuas las funciones cuyas gréaficas se muestran en los ejercicios graficos
2,5y 7, razonando el porqué e indicando el tipo de discontinuidad.

19. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones, indicando el tipo de discontinuidad. En los sefialados con
un asterisco (%), y con la informacion obtenida, esbozar ademas la grafica:

) 109 =22 (1 b) ) =2 (%) ) fx) = XX d) 100 =X =3 ()
X=2 x> —5X+6 X +x+1

e) f(x) =vx*—x—-6 (%) f) f(x) =Ix*—x-6 g) f(x) =vx* +4 h) f(x)=tg x (%)

i) f(x)=log (x+3) (%) i) f(x)=In(x2-4) K) f(x)=In(x*+4) 1) fx) = — L (%)

sen x
(Sol: a) discont. asintética en x=2; b) discont. asintética en x=2 y x=3; c¢) continua VR; d) continua en [3,~); €) continua

en (-»,-2] U [3, «); f) continua VR; g) continua VR; h) discont. asintética en x=(2n+1)- 7/2; i) continua en
(-3,»); Jj) continua en (-»,-2)U(2, »); k) continua VR; 1) discont. asint6tica en x=n-rrrad donde neZ)

20.Estudiar la continuidad de las siguientes funciones (caso de presentar discontinuidades, clasificarlas) y
representarlas graficamente. Si hay discontinuidad evitable, redefinir la funcién para que pase a ser

continua:
. 2_1 six<0 .
Xx+1 six=0 X x+1 sixe(-»2)
a) f(x)= b) - iX= C) f(x) = '
) {x—l Ssix<0 Y 2 S!X 0 ) 2x-1 sixe(2,x)
2x-1 six>0
x+1 six<3
—x2 six< X Sixe(-xn1)
d) fo = 27X Six=2 e) f(x) = a _ ) f={ x? siz<x<4
2x—-6 six>2 VXx+1 sixe[lmo) .
0 Six>4
x-1 six<1 X—1 ] « ix<0
_ . e six<
9) f(x)= { x>~1 sil<x<2 h) (=i x_2 S*x<C=D i) f(x)={ _
2 sixs2 Lnx sixe[L®) Vx+2  six>0
. e si x<0 K x+1 si x<0
j) fX)={x*+x+1 si0<x<3 ) f(x)= X2X_1
si x>0
2 si x>3 x-1
X-5
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(Soluc: a) discont de salto finito en x=0; b) discont evitable en x=0; c) discont evitable en x=2; d) continua V%,
e) discont asintética en x=0 y de salto finito en x=1; f) discont. de salto finito en x=3 y x=4; g) discontinua de
salto finito en x=2; h) continua V¥, i) discont. de salto finito en x=0; j) discont. de salto finito en x=3;
discontinuidad asintética en x=5; k) discont. de salto co en x=0; discontinuidad evitable en x=1)

21.TEORIA: a) ¢Se puede calcular el limite de una funciéon en un punto en el que la funcién no esta

definida? ¢Puede ser la funciébn continua en ese punto? Razonar la respuesta con
ejemplos.

b) ¢ Puede tener una funcion dos asintotas verticales? En caso afirmativo, poner algun ejemplo.

c) El denominador de una determinada funciéon se anula en x=a ¢Presenta necesariamente
una asintota vertical en x=a? Poner ejemplos.

d) ¢ Puede tener una funcién mas de dos asintotas horizontales? ¢ Por qué?

e) Si Iimzf(x) =5, ¢podemos afirmar que f(x) es continua en x=2?

22. Probar que la funcién
_x-1
x3+7x—8

f(x)=

no es continua en x=1 e indicar qué tipo de discontinuidad presenta en dicho punto.

(Soluc: no es continua pues A f(1); discontinuidad evitable)

23. Considerar la siguiente funcion:

2
-1
f(x)=2
() 1
a) ¢ Es discontinua en algin punto? ¢ Por qué?
b) En x=1 la funcién no esta definida. Ampliar esta funcién de modo que sea continua VR.
(Soluc: discontinua en x=1 pues 7 f(1); basta hacer f(1)=2)

Sy X+
24. La funcién f(x):an no esta definida en x=1. Hallar el valor de a para que sea posible definir el

valor de f(1), resultando asi una funcién continua.  (Soluc: a=-3; f(1)=6)

25. Hallar el valor de k para que la funcién

X .
~— six#3
f()= 1 x-3
k si x=3
sea continua VR. (Soluc: k=6)
26. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:
2x2+3x -2 .
- *1/2
f %=1 27 Bx¥2 six*1/
5/3 six=1/2

(Soluc: discontinua asintotica en x=2)

27. Calcular cuanto debe valer a para que la siguiente funcioén sea continua VR:
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x+1 six<2
f( x)= .
3-ax? six>2
(Soluc: a=0)
28. Se considera la funcion
Lnx si0<x<1
f( x)= { ) .

ax“tb si1sx<w

Determinar los valores de a y b para que f(x) sea continua y f(2)=3

29. Dada la funcién

x2+2x -1 six<0
f( x)=4 ax+b si0<x<1
2 six21

hallar a y b para que la funcion sea continua y dibujar la grafica de la funcién.

30. Dada la funcién

X+3
f(x) = mx +n

six<1
Sil<x<3

—x?2+10x-11 six>3

hallar los valores de m y n para que f(x) sea continua (puede ser Util dibujar la gréafica).

31. idem:
-2x+1 six<-2
fx)=9 ax+2 Si —2<x<2
x? +b Six>2
(Soluc: a=-1/2, b=-3)
32. idem:
-x*+a six<-1
fx)=1 x*-4 si —1<x<2
In(x —b) six>2
(Soluc: a=-2, b=1)
33. idem:
ax+2 six<-1
) .
) = b/x si -1<x<3
CcX si3<x<5
10 six>5

(Soluc: a=-52, b=54, c=2)
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l)DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

En este tema vamos a conocer y emplear un operador matematico muy util, lamado derivada de una
funcion, que opera sobre una funcion y da como resultado otra funcién (habitualmente mas simple). Su
utilidad radica en que, como veremos mas adelante, el signo de la derivada de una funcién en un punto nos
dira si la funcién es creciente o decreciente en dicho punto; ello nos permitira deducir, por tanto, los maximos
y minimos de la funcién, algo muy importante en infinidad de funciones extraidas de situaciones reales:
pensemos en una funcién que represente los beneficios de una empresa, o el coste de fabricaciéon de un
determinado producto, etc.

El tema tiene dos grandes partes: en los apartados I, Il y lll aprenderemos a derivar; en los apartados
IV, V y VI veremos algunas aplicaciones de la derivada.

Concepto previo: pendiente de una recta

Para entender qué es la derivada necesitamos repasar previamente en qué consistia la pendiente de
una recta (tema 4):

La pendiente de una recta, que suele llamarse m, mide la

o1
o . . o Ay
inclinacién de ésta, y se define (ver figura) como el cociente incremental ﬁa !
siguiente: T AX
Ay o
m—R—tga 1) S

Derivada de una funcién en un punto f'(a):

Consideremos una funcién f(x) y un punto P de su grafica
(ver figura), de abscisa x=a. Supongamos que damos a la
variable independiente x un pequefio incremento h (en el dibujo
lo hemos exagerado, para que se pueda ver la situacion...); por

flath) [--=-=--=- : a
)N :O ° lo tanto, nos desplazaremos a un nuevo punto Q de la curva
f@) ----5 oot i préximo. Consideremos la tangente del angulo que forma el
p i " E segmento PQ con la horizontal:
P
a a+h tga:—f(a+h)_f(a) (2)

h

Si h—0, el segmento PQ tendera a confundirse con la recta r tangente a la curva f(x) en x=a, es decir, los
angulos a y a tenderan a ser iguales:

g, = im tgad lim fla+h)-f(a) _ f'(a) 3)

por (2) por definicién

Debido a (1), la férmula anterior -que en el fondo es un cociente incremental- nos da por tanto la pendiente
de la recta tangente a la curva en x=a. Esta férmula se conoce como derivada de la funcion f(x) en el punto
x=a, y se designa como f’(a); por lo tanto:
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«La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente a la funcién en dichol
bunto»|, y se calcula mediante el limite dado por (3)*

Observaciones:

1°) La derivada de una funcién en un punto puede resultar un nimero positivo, negativo o cero®. Como
veremos en el apdo. V, su signo indicara el crecimiento de la funcion.

29 Veamos una expresion alternativa para calcular la derivada:

Supongamos que hacemos el cambio de variable a+th=x = si h—0, entonces x—a, con lo cual (3) queda
como:

f'(@) = lim T = @)
X —>a X-a

(4)

Esta formula es, sin duda, mas comoda que (3), y es la que mas usaremos.
3°) «Una funcién es derivable en un punto x=asi 3 f ‘(a)»
4°) «Una funcion es derivable en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo»

Ejercicios final tema: 1,2y 3

FUNCION DERIVADA f"(x)

Supongamos que nos piden la derivada de una funcion en, por ejemplo, diez puntos distintos.
¢Haremos diez limites? Es evidente que no; para evitar tanto trabajo, vamos a definir la funcion derivada, que
se designa como f'(x), y es la derivada en un punto genérico x (y sustituiriamos a continuacién en ella cada
uno de los diez puntos); por lo tanto, se obtendra reemplazando en (3) a por x:

f'(X) = h|iﬂ10 f()(—i_r:‘]ﬂ (5)

Observaciones:

1°) La funcién derivada, es decir, el limite anterior, da como resultado una funcion. Habitualmente
abreviaremos diciendo simplemente “derivada” en vez de “funcion derivada”.

Ay ds

2°) En Fisica se utiliza la siguiente notacion incremental: [F'(x)= lim/ | o bien.p.ej. fv="1-

3°) La notacién que nosotros seguiremos sera la siguiente:

= Si la funcion a derivar se llama f(x), entonces su derivada la denotaremos como f’ (x)

y

yy

Utilizaremos indistintamente ambas notaciones.

Ejercicios final tema: 4,5y 6

Y Por lo tanto, veremos en el apdo. IV que la derivada nos permitira hallar la ecuacién de la recta tangente a una funcién

en un punto dado.
Como veremos también en el apdo. V, los puntos en que la derivada se anule resultardn muy interesantes, ya que
seran los maximos o minimos de la funcion.

2
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[11) DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES (Tabla de derivadas)

[11.1) Funcién constante: |y=K—y'=0| Es decir, «La derivada de una constante es siempre cero»

NOTA: Esta derivada, y todas las de este apartado, pueden ser demostradas, pero ello excede los limites de
este curso. Todas estas reglas de derivacién estan recogidas en la tabla de derivadas que se adjunta al
final del libro.

Ejercicio 1: Hallar la derivada de las siguientes funciones constantes:

a)y=2 V3
&) y=—-

b)y=-

1 f y==n
c) y=—

2 g) y=0,5
dy=0
l11.2) Funcion identidad: |y =x—->y'=1 (6)
111.3) Funcién de proporcionalidad directa: |y =KXx—>y'=k (7)

Ejercicio 2: Hallar la derivada de las siguientes funciones de proporcionalidad directa:

)y =2x f) f(t) :%t
b) f(x) = -5x
9)y=-Xx

c)y=0,01x 5x

« hy=—
d)y== °

2 i) f(t) =7t
e)y=x
l1l.4) Derivada de una potencia: |[y=X"—-Yy'= nx""! (donde n € R) (8)

Ejercicio 3: Hallar la derivada de las siguientes potencias:

a) y=x* d) f(t)=t>
b) f(x)=x> e) y=x'
c) y=x*

Este caso nos permite, dado que el exponente puede ser cualquier nimero real, abordar otros tipos de
derivadas:

Ejercicio 4: Demostrar la féormula de la derivada de: a) y=1 b) y=\/;
X

a)
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Ejercicio 5: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones, pasandolas previamente a forma de
potencia:

a) y=x (SO'ZV':QX*Z)

o) y={he (80':y'=42;)
c) f(X):§/X_2 (Sol ty'= 52 - )
5 Vx
d) y=x2x (Sol:y'=z\/X73)
e) f(t):% (Sol:y‘=—3:t4)

f)y=£3X (S'vzsf)

X

l11.5) ]y = K-u—>y'=k-u" dondeuesfuncion|  es decir, «Las constantes multiplicativas pueden salir
de la derivada» 9)

Ejercicio 6: Hallar la derivada de las siguientes funciones compuestas:

a) y=3x’ 4
. i) f(x) :ﬂ
b) y = 4x 2

c) f(x) = -2x* (SO' Y E ; ij)

2

_X _ 3x*
) y—? )] VZ—T
e)y=-x k) f(t) = -2’
25 3
Dy=3t ) 109=2
3

g)y=-x
m) y=2x Yx

h) y:3%/X74

(SO|:y'=43/§) (sm;y':l:g/;)
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111.6) Derivada de la suma (resta):

y=uxzv-oy'=uz+Vv

donde u y v son funciones (10)

Es decir: «La derivada de la suma (resta) es la suma (resta) de las derivadas»

NOTA: Esta regla, l6gicamente, se puede generalizar a mas de dos sumandos.

Esta regla, combinada con las anteriores, es muy Util para derivar polinomios, como puede verse en el

siguiente ejemplo:

Ejercicio 7: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a) f(x) = x* + x°

b)y:x4+5
c)y:x2—2
dy=x-2
e)f(t)=3t-5
f) y:3x2 -x*
g)y:2x3—3x4

h) s(t) = 2t* —t*+ 3

D) y=x*+x>+x®+x+1
i) y=x>-3x*+5x-8
k) f(x) = —3x> +4x® = x + 2
) y=2(x*—x+1)

4
X

m =—+5x

)Y >

(Sol: 2x3

+5)

3 2

X X X 1
n :———+___
)y 3 2 5 2

(Sol: x*-x+1/5)
o)y :3(x3—2x2 +5)
4 3 X

f)=x® -2+ X gx2 4 X
P) f(x) 378 3

(Sol: 2x3+x)

Ny =—2[2x2 —§+1j

s) f(x) = 0,05x> - 0,001x* + 0,1x — 0,02

_3x6—x3+6x—5
3

t)

(Sol: 6x°-x2+2)

I11.7) Generalizacién de la derivada de una potencia a una funcién compuesta (Regla de la

cadena):

En el apdo. IIL.IV vimos que y =x" — y'=n-x""1. Ahora vamos a generalizar esa férmula para el caso en que
la base no sea simplemente x sino una funcion mas general, que llamaremos u:

y=u"—>y'=n-u

n-1,

u'

Esto se conoce como Regla de la cadena.

(donde n € R) (11)

Ejercicio 8: Hallar, utilizando la regla de la cadena, la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a) y= (2x+1)3
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c) (De dos formas, y comparar) y = (—4x3 + x2)2

d) y=(x-7)
e) y:(x2+x+1)2
f) (De la forma mas rapida) y = 2(x—3)2

g) (De dos formas) y = (x —3)3

111.7) Derivada del producto: |[y=U-V = y'=u'v+uV' (12)

Esta regla se puede generalizar a tres o0 mas funciones: y=U-V-W = y'=UVW+UV'W+UV W'

NOTA: Para derivar un producto, una alternativa, a veces, es operar previamente hasta transformar en un
polinomio, y luego derivar.

Ejercicio 9: Hallar, utilizando la féormula méas adecuada en cada caso, la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

a) (De dos formas, y comparar) y = (2x+3)(3x-2)

(Sol: 12x+5)
b) y = (x-2)(x+3)
(Sol: 2x+1)
c) f(x) = (2x+3)(x-5)
(Sol: 4x-T7)

d) f(x) = (x*+2)(3x-1)
(Sol: 9x*-2x+6)

e) y = (x*-5)(3x-1)+7
(Sol: 9x?-2x-15)

f) (De dos formas) y = (2x-3)?
Sol: 8x-12)
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g) f(x) = (x+2)°
Sol: 3(x+2)2
h) y = (1,2-0,001x2) x (sol: 3(x+2)2)

(Sol: -0,003x%+1,2)
) y=(2x*-3)?

(Sol: 16x3-24x)
j) f(t) = 300t(1-t)

(Sol: 300-600t)
k) f(x) = (-4x>-2x)?

R . (Sol: 96x°+64x°+8x)
) y=(t°+t+1)

(Sol: 3(t*+t+1)(2t+1))
m) y = (3x-2)(2x-3)(x+5)

100 (Sol: 18x%+34x-59)
n) f(x) = (2x-3)

Sol: 200(2x-3)%°
0) s(t) = 5(t°-1)* (so (2x-3)%)

, (Sol: 20t*-20t)
p) f(x) =3(x"+1)(2x-3)

(sol: 3(6x*-6x-2))

111.8) Derivada del cociente: Y=; -y (13)

Ejercicio 10: Demostrar, utilizando la derivada del producto, la formula anterior (Ayuda: poner u/v como u-v'l)

Ejercicio 11: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

2x -3
a =
)y 3X+2
.13
( (3X+2)2)
x?+1
b —
)y x2-4
‘o -10x
()
X+3
C) fi =
) 100 =2
,__—6
(= 5r)
2
d =
)y x2+1
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2
e) (De dos formas) y=X+—X+1

2
~1
f) o0 ==
) ® X+1
(y=1)
x% -1
=3
9) y=3-—

J/,=3)(2—4)(+7
(=)

B NOTA: Lo que hemos calculado hasta ahora es la funcién derivada de una funcion dada, o mas comunmente
llamada derivada de una funcion. Por lo tanto, por tratarse de una funcién, podemos también evaluar la
derivada en un punto dado, obteniendo como resultado un niimero. Es lo que se conoce como derivada de
una funcién en un punto, ya visto en el apartado I. Veamos, a continuacién, un ejemplo:

Ejercicios final tema: 7 a 13

Ejercicio 12: Para cada una de las funciones que figuran a continuacién, hallar el valor de su derivada en el
punto indicado:

a) f(x)=x* en x=2
b) f(x)=2x-5 enx=1
c) y:x3 en x=-2
d) f(x):x2+x+1 en x=0

e) y:xz—x en x=-1

IV) RECTA TANGENTE A UNA CURVA EN UN PUNTO

Recordatorio previo: recta en forma punto-pendiente

k . ., . o
Conviene preVIamente recordar que la ecuacion punto-pendlente !
1
1

A
de la recta que pasa por el punto (a,b) y tiene pendiente m es [ver (a,b) y
. . iy LS
figura]: AX
y-b=m(x-a) (14) m=tg a=Ay/AX
N

Ecuacidon de la recta tangente:

Hay que recordar también que, como se vio en el apartado

tgte. I, la derivada de la funcién f(x) en el punto de abscisa x=a, la cual

se designaba como f*(a), es la pendiente de la recta tangente en

dicho punto (a,f(a)); por lo tanto, la ecuacion de dicha recta

tangente [ver figura] en ese punto se obtendra sustituyendo
convenientemente en (14):

f(x)

P(a,f(a))

y-f(a)=f'(a)(x-a) (15)

1
1

]
'
|
|

1

1

|
a
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Ejercicio 13: Hallar la ecuacién de la recta tangente en x=3 a la curva f(x):x2—5x+8. Dibujar la situacién, e
interpretar el resultado. (Sol: y=x-1)

Ejercicio 14: Hallar la ecuacion de la recta tangente a las siguientes funciones en los puntos que se indican:

a) f(x):x3—5 en x=1

b) y= 1 en x=-2
X

c) f(x)=Vx*>+1 enx=0

X
d) f(x)= en x=1
x2+1
e) y= = en x=0
XZ

Ejercicios final tema: 14 a 17

V) INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO. My m

V.1) Idea intuitiva:

f (%) \

f (xa) f (x2) AN
f (x2)
.
/ X1 X2 X1 X2 \
f(x) CRECIENTE f(x) DECRECIENTE
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V.2) Definiciones:

f (X) es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple:
X, <X, = f(x;) < f(x,)

f (X) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple:
X, <X, = f(x;) > f(x,)

O, dicho con palabras:

“Una funcidn es creciente en un punto si, en las proximidades de dicho punto, a medida que aumentan las x
aumentan también las imagenes correspondientes”.

“Una funcién es decreciente en un punto si, en las proximidades de dicho punto, a medida que aumentan las x
disminuyen las imagenes correspondientes”.

Acabamos de ver el concepto de funcion creciente en un punto. Ello es facilmente ampliable a un intervalo,
diciendo que «una funcion es creciente en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo».

En general, las funciones no son siempre crecientes

o0 siempre decrecientes, sino que presentan 'Vll
intervalos de crecimiento, también llamados de !
monotonia: E
i

<4— CREC.—»—DECREC—»<— CREC.

.
'
|
m
En un maximo (M), la funciéon pasa de creciente a

decreciente de forma continua. Se llama maximo relativo o local.

En un minimo (m), la funcién pasa de decreciente a creciente de forma continua. Se llama minimo relativo
o local.

NOTA: Al final de este apartado veremos otros tipos de M o0 m, los absolutos.

V.3) Teorema 1: f'(a) > 0= f(x) crecienteenx =a

0, dicho con palabras: «Si la derivada de una funcién en un punto es positiva, entonces la funcién es
creciente en dicho punto”.

Observaciones:

1°) La justificacién de este teorema es obvia: teniendo en cuenta que la derivada era la pendiente de la recta
tangente, si la derivada es positiva significard que la recta tangente tiene pendiente positiva, es decir,
gue la recta tangente es creciente, y, por lo tanto, también sera creciente la curva.

2°) El reciproco no siempre es cierto: una funcién puede ser creciente en un punto y no ser necesariamente
positiva su derivada (piénsese, por ejemplo, en y:x3 en x=0).

3°) Naturalmente, otra forma alternativa de enunciar este teorema es decir que:

|f ‘(@) <0 = f(x) decrecienteen x =a
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4°) Por lo tanto, el procedimiento préactico para hallar los intervalos de crecimiento sera estudiar el
signo de f’(x) (debido al teorema anterior). Para ver como cambia el signo de f’ (x), se recomienda hallar
sus raices, y construir una tabla (ver ejercicios 15, 16 y 17 que figuran a continuacion). De los intervalos
de crecimiento deduciremos facilmente los posibles M y m.

59 Los intervalos de monotonia se expresan siempre con respecto al eje x, como veremos en los
mencionados ejercicios.

V.4) Teorema 2: x=aesMomde f(x)=1f'(@)=0} (iEl reciproco no siempre se cumple!)

O, dicho con palabras: «<En un M 0 m la derivada siempre se anula”.

Justificacion grafica: En un M o m la tangente es horizontal, es decir, su pendiente sera nula, y por tanto su
derivada también:

M TGTE
a
a
TGTE
m

Observaciones:

1°) El teorema dice que la condicion necesaria (pero no suficiente) para que exista
un M o un m en un punto es que la derivada se anule. De hecho, puede
ocurrir que la derivada se anule en un determinado punto, pero no
cambie de signo a ambos lados; por ejemplo, y:x3 entra en el origen con
tangente horizontal -es decir, derivada nula-, pero no presenta M ni m, sino lo
que se conoce como punto de inflexién 2.

2°) Puede haber varios M 0 m, no haber, o infinitos.

39 Silaf(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

4°) | Los candidatos a M 0 m son los que anulan f’ (x)

59 | Si f ‘(X) no se anula nunca, ho hay M ni m

Ejercicio 15: Dada la parabola f(x)=x>-2x-3 se pide: a) Representarla graficamente

b) Estudiar el signo de f*(x) y deducir sus intervalos de
crecimiento y el M, comprobando que coinciden con
la informacion de la grafica.

Los puntos de inflexion se estudiaran el proximo curso en profundidad.
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bola y =-x*+4x+12

a
con esa informacién, su gréfica.

Ejercicio 16: Idem con la par
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siempre y cuando se respete la mencion de su autor

Ejercicio 17: Hallar los intervalos de monotonia y los posibles M y m de la funcion f(x)=x3—3x2—9x+7; dibujar,
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es)

Ejercicio final tema: 18
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V.5) M o m absolutos:

Dada una funcién continua en un intervalo [a,b], pueden darse varias situaciones en dicho intervalo, que se
resumen en las siguientes:

M absoluto

M relativo M absoluto y relativo

m absoluto y relativo

fig. 1

m relativo

1 1 ]
a X1 X2 / b a x X2 b
m absoluto
<+—— M absoluto En resumen:

® Los M y m relativos (los que hemos visto en los
subapartados anteriores) son maximos “locales”, mientras
que para los absolutos hay que tener en cuenta todo el
m absoluto intervalo.

® Puede haber varios extremos relativos, o puede no haberlos
fig. 3 (fig. 3), pero siempre hay M y m absolutos.

! ® Puede coincidir el M (o el m) absoluto y relativo (fig. 2); en
a b caso contrario el M (o el m) absoluto l6gicamente estara en
un extremo (figs. 1y 3)

Ejercicio 18: Unos grandes almacenes abren a las 10 horas y cierran a las 22 horas. Se ha comprobado que
el nimero de visitantes puede representarse, en funcién de la hora del dia, como
N(t)=-t®> +36t+260, con 10 < t < 22 a) Representar graficamente dicha funcién. b) ¢A qué
hora se da la maxima afluencia de clientes? ¢Cual es el maximo numero de clientes que
registran? c¢) ¢A qué hora se da la minima afluencia de clientes? ¢De qué nimero de clientes
se trata? d) ¢Cuantos clientes quedan a la hora de cerrar?
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VI) REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

A la hora de representar una funcién conviene hallar, por este orden, los siguientes aspectos:

1°) Dom(f): ¢ Recordar que es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen f(x)

¢ Las reglas para hallarlo son practicamente las mismas que las vistas en el tema anterior para
estudiar la continuidad de las funciones mas usuales (Por ejemplo, recordar que las funciones
polinémicas tienen Dom(f)=R).

2°) Corte con los ejes:

CORTE CON: ¢(COMO SE CALCULA? ¢(CUANTOS CORTES PUEDE HABER?

haciendo y=0

eje x ; L
) (habra que resolver una ecuacion)

ninguno, uno, o varios

ejey sustituyendo x=0 uno o ninguno

Ejercicio 19: Hallar el posible corte con los ejes de las siguientes funciones:

a) y=x>+2x-3

b) y=x3+4x%>+x-6

3°) Intervalos de crecimiento => M y m: Se obtienen, como hemos visto en el apartado IV, estudiando el
signo de f*(x)

4°) Célculo de las posibles asintotas: Ya hemos visto en el tema anterior como se calcula la ecuacion de
las posibles asintotas horizontales y verticales de una funcion, y el comportamiento de la grafica en las
proximidades de dichas asintotas:

Definicién de asintota vertical: |im f(x) = o & X=4 AV, (16)
Definicion de asintota horizontal: |IMm f(x)=L<y=L AH. (7)
(0—<)
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-
=

W Observaciones: 1° La grafica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x
2° En cambio, la gréafica de una funcién nunca puede cortar a una A.V.

3° Como méximo puede haber dos A.H. (una cuando x—o0 y otra cuando Xx—-),
aungque normalmente es una sola.

4° En la practica, en la mayoria de los casos las A.V. seran las x que anulen el
denominador, pero no el numerador, aunque a veces hay excepciones.

5° Puede haber una, ninguna o varias A.V.

Vamos a ver a continuacion otro tipo, las asintotas oblicuas:

[
; =x-1 A.O.
3
2 ()
. X
' m= lim =2
] Tz 3 a1 5 xow (0 -) X = y=mx+n esA.O.
2 n= lim [f(xX)—mX]
3 Xx— (0 —0)
-4
W (18
X°—X+2
f0)=—"— (no lo vamos a demostrar)
Ejercicio 20: Hallar las asintotas de las siguientes funciones:
X% —X+2
a) fX)=——7— (Sol: A.V. x=0; A.O. y=x-1)
X
Xx? —5X+6
b)) y=——-— (Sol: A.V. x=-3; A.O. y=x-8)
X+3

2 —

c) f(x)= X 14 (Sol: AV. x=1; A.O. y=x+1)
X —
3

d) f(x)= v (Sol: A.V. x=#2; A.O. y=x)
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B Observaciones: 1) Si sale m=x (0 -©) 0 m=0 = no hay A.O.

2) IMPORTANTE: Una funcién no puede tener por el mismo lado (o 0 -») alavez AH.y
A.O.

3) La gréfica puede cortar a la A.O. para valores finitos de x, pero no en el «

4) IMPORTANTE: una funcion racional tiene A.O. si el grado del numerador es una
unidad superior al del denominador.

5) IMPORTANTE: Los polinomios no tienen asintotas de ningun tipo (lo que presentan
son ramas infinitas)

6) Un método alternativo para hallar asintotas oblicuas consiste en hacer la division
polinébmica del numerador y el denominador: la expresion del cociente resultante sera
la ecuacion de la A.O. (naturalmente, esto sélo es posible en el caso de funciones
racionales).

5°) Finalmente, a la hora de representar una funcion, a veces puede ser Util completar la informacién anterior
confeccionando una pequefia tabla de valores con los valores mas imprescindibles.

Ejercicios final tema: 19 a 23

Resefia historica:

El calculo infinitesimal fue desarrollado a la vez y de manera independiente por el aleman Wilhelm Gottfried Leibniz
(1646-1716) y el inglés Isaac Newton (1642-1727) antes de 1680. Ambos encontraron la importante relacion entre el calculo
diferencial e integral. Aunque Newton en esta disciplina llegdé mucho mas alla que Leibniz, éste inventd una notacion superior a
aquél: mientras Newton escribia la derivada como y’, Leibniz escribia dy/dx. Desgraciadamente, ambos mantuvieron en sus
Ultimos afios una disputa en torno a quién fue el primer descubridor del calculo, que se hizo extensiva, tras su muerte, a sus
discipulos. Actualmente, esta claro que a Leibniz le corresponde la primacia de la publicacién y a Newton la del descubrimiento.

Leibniz se dio cuenta bastante pronto de que la diferenciacion y la integracion como sumacion eran procesos inversos. En
1676 obtuvo que dx"=nx"'dx y también utilizaba la regla de la cadena. En 1677 dio las reglas para la diferencial de la suma,
diferencia, producto, cociente, potencias y raices. Aunque era doctor en Leyes, sus primeros trabajos fueron sobre combinatoria.
Con motivo de una mision diplomatica se establecié en Paris, donde el fisico y matematico holandés Christian Huygens (1629-
1695) le hizo una puesta al dia en las Mateméticas de la época.

Newton, por su parte, empleé el método de "fluxiones", con el que consigui6é calcular tangentes a curvas, areas y
longitudes, y maximos y minimos y puntos de inflexion. Aparte del célculo infinitesimal, descubrié la ley de gravitaciéon universal,
el primer telescopio funcional, demostroé las leyes del movimiento planetario de Kepler, el teorema binomial, la teoria de errores y
el método de aproximacion de las raices de una ecuaciéon que lleva su nombre. También descubrié que la luz blanca esta
compuesta de todos los colores. Y todo esto en 1665 y 1666, aunque al principio no publicé sus trabajos. Su obra maestra,
dedicada a la mecénica celeste, son sus Principia (1687). Por cierto, se considera que los forjadores de la ciencia moderna son
Newton, Descartes, Galileo y Huygens (y, quiz&, Copérnico y Kepler).

Las notaciones que empleamos hoy en dia para las derivadas sucesivas y para la 12 derivada las debemos al italiano
Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813).
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23 EJERCICIOS de DERIVADAS

Derivada de una funcién en un punto [f’'(a)]:

(1) () = lim 1) =f(&)
x>a  ¥X—a

(2)

f(a+h)—f(a)
h

Férmulas: |f'(a)=lim
h—-0

1. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion, hallar el valor de su derivada en el punto
indicado, utilizando la férmula que se sefiala:

a) f(x)=x* en x=2 mediante (1) f) f(x)=1/x en x=-1 mediante (1)
b) f(x)=2x-1 en x=-3 mediante (1) g) f(x)=x*+x+1 en x=0 mediante (2)
c) f(x)=2x-5 en x=1 mediante (2) h) f(x) =+/2x en x=2 mediante (1)

—y3 — :
d) f()=x" en x=2 mediante (1) ) f(x)=1/x en x=1 mediante (2)

€) f(x)=4/x en x=4 mediante (2)

(Soluc: a) 4; b) -12; c) 2; d) 12; e) 1/4; ) -1; g) 1; h) 1/2; i) -2)

2. Volver a hacer el ejercicio anterior por la formula alternativa en cada caso, y comprobar que se obtiene
idéntico resultado.

3. Hallar la derivada de f(x):xz—x en x=1. Dibujar la funcién y trazar la recta tangente en dicho punto. Hallar
el angulo que dicha tangente forma con OX" e interpretar el resultado.

Funcion derivada f’ (x):

Formula: f'(x):giﬂw 3)

4. Hallar la derivada de las funciones del ejercicio 1 y sustituir el punto indicado en cada caso, para
comprobar que se obtiene el mismo resultado.

5. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones, y a partir de ella obtener f'(2), f'(-1) y f*(0):

a) f(x)=3x-2 b) f(x)=x2-5x+6 ¢) f(x)=x>+1 d)f(x) = /x2 +1 €) f(x) = il
X+

6. Hallar la derivada de f(x)=x>-3x en x=1 mediante la definicién de derivada (es decir, mediante un limite).
(Sol: -1)

Reglas de derivacion. Tabla de derivadas:

7. Utilizando la derivada de la funcién potencial, | y=x" = y=n-x"" (vneR) | hallar la derivada,

simplificada, de las siguientes funciones:
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b) y:x3 c) y:3x4 d) y:—2x5 e) y= %x“

9) y=+/x h) y =+x* i) y=3x y=24x*

X8
k) y:i )y =x>Vx m) y— \/g n) y=-2x° 0) y="r-
Jx X
p) y=2vx q) y=3§/x_3 r y:@
) ) ) ) ) ) : 2
(Soluc: a)y'=2x; b) y'=3x% c)y=12x% d)y=-10x"; e)y=6x% f)y=x/2; g)y'=—~_: h) y =3 /x: )y = :
y 2Ix y > X y 3%
: 3 . = 5 5. -3x . 195 oy 7. 1.
Dy = poK)y = oDy =2Yx3; m) y = ;on)y=12x>;,  o)y'=2x";  ply'=_—;
e Yot Dy =g =" v=
q) y' = 9 ;o y':_\/g)
58/x% 2x

8. Utilizando la férmula de la derivada de la suma de funciones, hallar la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

2

a) y=x’+x+1 b) y=2x>-3x°+5x-3 c)yzx?_§+1 d)y=3x —x® +2Jx
. — . — . 2 1. 1 3 1
(Soluc. a) y'=2x+1; b)y'=6x°-6x+5; ¢) y' = Sx = d) y' = _ o
Y=3%75 Y73 xz 4¥Ux Ix

9. Utilizando en cada caso la férmula mas apropiada de la tabla de derivadas, hallar la derivada
simplificada de las siguientes funciones compuestas:

2
a)y=—1 b)y=— = o)y=yx*+1 d) y=(x* -3)? &) y="5
X X°+2x-3 X
f)y=(x*+x+1)*> 9) y=32x*>-3 hyy-__1 )y =3(x%+1)%° i) y=2(3x% -1)*
x?+4
2
Ky-_ 2 _
Y (x? +1)3
_ —6 2 2
(Sol: A y="2;b)y=___2X*¥2 . c)u-_ X ;d)y=4x’-12x; €) y'= > ; f)y=3@x+1)x>+x+1)%
Y= y (X2 +2x — 3)? y x2+1 Y x*
9 y=_ 2 o hyy=_ X i)y=60x(C+D)% ) y=48x(@C-1)% k) yr= 12X )

3J@x® -3y g VO +4)° (x*+1)*

10. idem:
a) y=xx* b)y=(2x-3)x*-5) ¢ y=x23x  dy=2x-3)¢x® € y=(2x+1)(x* - 3)’

0l

Xx+1

(Soluc: a)y' :21/)(3 . b)y=6x’-6x-10; ¢) y' =13/x—4; d)y :14X\/—_9; e) y '=10x*+4x>-36x%-12x+18;

3 4 x
f) y = -3x+1 )

T 2(x+1)*Vx
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11. Utilizando la férmula para el cociente de funciones, hallar la derivada simplificada de las siguientes

funciones:
2 \/; 2 3 2
a)y-X=° b) y="> c) y=2* d)y—— > &) y__%
X+2 X X -5 (2x© +1) VXx+1
. . X?+4x+5. , 3 . , X2 +4x+5 . . 3-18x% . 2
(SOI a)y = b y'=— A ) C)y:—ﬁ, d y:273, e y':&
+2) 2x*/x (x* -5) (2x* +1) 2(x+1)Vx+1

12. Derivar las siguientes funciones, utilizando en cada caso el procedimiento mas apropiado, y simplificar:

x* +1 2x* —3x+1 x+1 x? 3x* —2x* +5
a = b = C = — d = — e g —
)y ="7 )Y < ) y=1— )y 7 )y >
2X
f) y=(3x*+5) =
) y=(3x+5) 9y x?+x+1
. , 2. , 27 -1, , 2 . ,  3Nx . ' — 53 . ; 2 4
(SOl- a) y =5 b) y' = praall c) y :(7_)()2, d)y = 5 €) y'=6x"—2x; f) y' =30x(3x? +5)

9) ,:ﬁ)
d (X2+X+7)2

~ . u u-v . .
13. Hallar la formula para la derivada de y =—— e y = ——, siendo u, v y w funciones.
VW w

Ecuacion de la recta tangente:

14. Hallar la ecuacién de la recta tangente a las curvas en los puntos que se indican:
a) f(x):3x2+8 en x=1 (Sol: 6x-y+5=0) | c) f(x):x4—1 en x=0 (Sol: y=-1)
b) y:2x5+4 en x=-1 (Sol: 10x-y+12=0) -2

3
X~ enx=2 (Sol: y=-12x+30)
X -3

d) f(x)=

15. ¢En qué punto de la gréfica de la parabola f(x)=x’-6x+8 la tangente es paralela al eje de abscisas? ¢Qué
nombre recibe ese punto? ¢ Cual es la ecuacién de la tangente? Dibujar la situacion.
(Soluc: y=-1; vértice (3,—1))

16. ¢En qué punto de la grafica de la funcidn anterior la tangente es paralela a la bisectriz del primer
cuadrante? Dibujar la situacion. (Soluc: (7/2,—3/4))

17. (S) Determinar los puntos de la curva y=x>+9x*-9x+15 en los cuales la tangente es paralela a la recta
y=12x+5  (Soluc: (1,16) y (-7,176))

Intervalos de crecimiento. My m. Representacion de funciones:

18. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los M y m de las siguientes funciones. Representarlas
graficamente.

a) f(x)=x b) f(x) = x* — 2x?

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 251




Mateméaticas | DERIVADAS

ALFONSO GONZALEZ
I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

c) y:x3—3x2+1 i) f(x):x4—4x3+1
d) f(x) = x> - 6x* +9x - 8 ) y=§—§—GX+3
e) f(x)= x> —4x? +7x-6 k) y:2x3-9x2

f) f(x)=x3 ) f(x)=x>-6x>+9x

—u3
g) 00 =x* +8x +18x* 10 m) y=x’-12x

h) y=x3 3% -9x+1

(Soluc: a) F(0,09 & (-00); b) F(-1,0)U(L,09) & (-00-1)U(0,1); €) F(-20,0)U(2,2) v (0,2); d) & (-0,1)U(3,09) v (1,3);
e)F VxeR, f) FVxeR @) ¥(-00) F(0,0); h) F(-0-1)U(3,29) &(-1,3); i) & (-x3) ”(3.00))

19. Dada f(x):2x3—3x2 se pide: i) Dom (f) i) Posible Simetria. iii) Posibles cortes con los ejes. iv)
Intervalos de crecimiento a partir de f'(x), y posibles M y m que se deducen. v) Ecuacion de las asintotas,
en caso de existir. vi) Con la informacién anterior, representarla graficamente.

20. idem para:

a) f(x)=x-3x b) y = X*+2 c) y=x*-2x2 d) yo_2X e) f(x)=x>-3x>
x—-1 x2+1
x? 3 9 . 16— 8x : X
f) f(x)= =-X"+12X h — 1) f(x) = =
) (%) il 9)y ) £(x) v ) f(x) v ) v
K) y=— X ) y- 4x m) y=+-x*+4x+5
X —x+1 (x—l)z

21. Hallar los maximos y minimos de las siguientes funciones , y a partir de ellos los intervalos de monotonia y
su representacion grafica:

2
Ay=2> b)) =) ) fo)=—- d)y=— &) f0)=Ix]
X x“+1 x"+3 x° +x
(Soluc: a) M(-4,-8) m(0,0); b)M(0,1); c)M(0,1/3); d)notiene; e)m(0,0))
22. Hallar los My m y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
f(x)=3%/x?+2x+3 (soluc: m(-1,3/2); & (ma-1) & (-1,9))

23. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion

4x+5
2x—-3

(Solucién: decreciente v'x e Dom(f))

f(x)=
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73 DERIVADAS (con SOLUCIONES)

B Hallar las derivadas simplificadas de las siguientes funciones:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

y=3

y=X

y=5x

y=x’
y=x4+x3+x2+x+1
y= 4x*-x3+3x°-7

5 3

X X

=—— 4 -—+—-3
y 6 2

5

y=3(x"+x+1)

y=4(3x3-2x*+5)+x*+1

2x3 —=3x* +4x -5

2
y=(x"+1) (2x°-4)
y=1/x
y=1/x°
y=2/x"
VIR x

y =x
y=3
Y3

y=23/x7—3x2+%

[y':—x4 +16x°3 —%xz +xj

(y'=0) |20. y=(x+1)°
(y=1) |21. y=(2x2-3x+1)®

(v=5) |22, y=(x2+1)™®

(y’:3x2) 23. y:x_+l
x-1
=43 +3x%+2x+1
g ) 12 y=—=
x? +1

(y'=16x%-3x*+6x)

2
25. y:3 2x° -1

4
26. \_ 2X -3
y [x+4)

(y=3(2x+1)) |27 y=Vx’+1

(y'=36x"-14%) |28, y—2 * —x?+1 (2°+3)

(y’=3x2_3x+2) 29 y _i_ﬁ_l_xi_}
3 4 2 x
(y'=10x"+6x"-8x)
30. y=2/x
(y'=-1/x%)
31. y=3 (x*-x+1) (x*+x-1)
= -3/x* 2
(r=-ant) |, X1
x*+1
(y = -10/x°)
33. y=x/2

34. y:1+£2+ia
X X X

25
( *N;j 35. y=(2x*-1)(x*-2)(x>+1)

1-x°
0 y= x2+1

38. y=(3x°+2) (2x+1)°

J
( -3 J 37. y=(x2+1) (3x+2)°
o)

(y’:5(x+1)4)
(y'=3 (2x*-3x+1)? (4x-3))

(y’=200 X (x2+1)99)

[yf(x 1)j

(y e +1)2

( L =2x* +3x% 4+ 4x
y_
x +1

Y _44(2x-3)° 3)°
T (x+4p

J
Zenr )
[y J—J
[YZMA nx+w4ﬂﬂ

\/X -Xx“+1

(y’: —3x3+x2+x+1/x2)

(y’: —2/x2)

(y’:3(4x3—2x+2))

oty
y (X% +1)7

(y'=1/2)

L1 4 9
XX X

(y'=14x°-25x*+8x*+6x°~10x)

C (=X =3 -2 X+l
y:
2 (2 +1)2 V1-x°

(y'=(3x+2)? (15x*+4x+9))

(y'=(2x+1)? (30x*+6x+12))
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39. yo__ Lt A543 56. y=2 (3x°-2)° (y'=324x°-432x>+144x)
X -x*+2 ( = 33 +2)2J )
57. y=—= {y.ZX]
40. y=x*-2x*+3 [y‘= 2x° - 2x ] x+1 2 (x+1)x+1
Vxt -2 3
i 58. y:i_£+ﬂ . A2 +4x-9
X2 +1 X X y=——a
41. Y =1 (y' —ox/x? -1 J
X1 (¢* =D*x* +1 59 ¥ X XX
TR A
42. y:?/x7+l
60. y=i x° — 2y
43. y:LXZH [ . ax —4xj 61. y=\/§
5 X
3
44. y___ S g - _20x-20¢ 62. y_1. X3
xt—2x% +1 Y x> +2
x —2x? +1)
63. y[X+! ’
45. y=3(x+1® IYx+1 ( oslx+1 ) x—1
1
46. y:x3\/; [ =7X22\/;] 64. y:4x3+§
1 65. y-Yx*1
47. y:32 1 y'= X+2
X+
,l 2x+1 66 , )
48. y=2x(x*+1)(2x-1)(x+2) Vx+1
49, y_g X-1'(x+2) y_3 2¢+3C5) |67 y=(x*-3) (2x-1)
x+1 (x+1)
68. y__1
50. , _2x+4 {y'— X+ 4 ] 24/x
x+3 (x+3)° 69. X2 +x+1
51, y X _2¢ X x 1 X -x+1
4 3 2 5 Xx 70. y:3x2+1
(y'=3x>-2x*+x-1/5-1/x?)
71. y:ig s
52. y=4(x* -1y’ [y'_ 3x° ] X y=-=
53 1 —6X 72 y:g 24_X2 [yl= 12_X2 J
YT N ‘= 2
y (x*+1)° (y (x+1)4j 24 —x
-4 16
2X2—3 , 10x 73. y=— y,=_
e [y=(3x2—2)2) (2x+2) (2x+2)
55. y:ﬁ' . —18x
X2—4 _(X2_4)2
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82 DERIVADAS (con SOLUCIONES)

B Hallar las derivadas simplificadas de las siguientes funciones:

1. y=5 (y=0) 1 1 1 3 2 1
20, y=—"+S+=+1 Y=-—F-3"7%
2. y=3/2 (y=0) x> x* X XX x
3. = 3X '=3 1 2
Y v=3) 21, y=—H—— (yr=2“
4., y=2x-3 (y':2) X“+2x -3 ( x~ +2x-3)
5. y=-X (yI:_l) 3 3x2 - 4x
22. y= =3 2 y' = _372
6. y:§_5 (y=1/2) X" -2x" +5 (X~ =2x" +5)
3 .2 2 _
7. y=xt (y=4x®) | 23. y=X =2 *5 [yf Bl
3
8. y=2x (y=10x*)
1
X3 3X2 24. y= \/; ( j
9. y="— y' = 24x
2 2
3
10. y= X Hx2+x+1 (y'=3x2+2X+1) 25, y= J6x ( T]
11. y = 2x*-3x°+5x-8 (y'=8x%-6x+5) -
26. y=x"+x+1 ( )
5 3 2 1 + X +
12.y:X__X_+X__§+5 (y’=x4_x2_X_J m
5 3 4 7 2 7 )
27. y=3%x (yz ]
13. y=—x* +% (y=-4x%) 32
1 28. y=3x* .
14, y-1 (yezj y m
X X
3 3 29. y=2§/x74—3\/x+1 y_f{_
15'y:_ Y= 24x + 1
X X
30. y=(x*+1)° (y'=4x>+4x)
. = — y | p—
Y=3x 3x° 31. y=(x*+1)'® (y'=200x(x*+1)*)
17 y= L (yr: _ 2] 32. y=(2x*-3x+5)° (y'=3(2x3-3x+5)(6x2-3))
X2 X3
33, y=5(/x +1 ( St 1)]
. = + y' =
18. y- 2 (y'zij x
x3 X
5 4
oy R s I N )
Y= -5 X
y 2x* YT
35. y=(2x*-3)(x*-3x+1) (y'=8x3-18x*-2x+9)
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36. y = (x2+x+1)(x>-x+1) (y'=4x>+2x) 1 [ 3 X]
53 - y' =__
y 3
37. y = (x°-3)(2x%-5)° xx
38. y = (x*+1)(X-3)(x*+x) (y=5x"-8x-6x*-4x-3) | 5, y=x X [ J
5
39. y:XZ\/; (y'=X\/;
2 B5. yo__ Lt (y' j
(X* +x+1)7 x +x+1)°
4f 3 14x - 9
40. y = \/X7 2x-3 y' =
v s -t x
56. y:
x?+1
2x -3 , 12
41. y = 2X y=— 2
X+3 (2X+3) 57. y_X -1
x2+1 (x +1)°
42, ;2_3 y’—2X +2X+6 o ) (x2+2x—1) 1
X+1 2 1 . — y' =
(X+ ) Y X+1 2(x+l)2\/x2+l
43, ., 2% -1 yo x+1 -1
. =" 2 2 59. y=,— y' = ——
xX*+2 (x +2) x-1 (x-2)"Wx +1
-6x s
44. - 3 [y': , Zj 60. y=x° y =
X2 -1 *" -1 2
45. ,_ X [,: ! 61 i 2 , 3x +8
. = — . — y = —
Vx N; y X 2x3\/x +2
1 -1
46. y= |11 [y,_— 2x% + 6x +14
x Jx2 62. y__2X+3 yooo e
XX x Yo iax—1 o+ ax - 1)°
2 , 30x 2
47.y-3 X2 veoa || es o 3 yoo o
X +1 (x +1) x2 -4 x -4
(3x2 _1) 108x” +108x° — 108x" + 20x 64. y= X (
48. y= 3 = 2 2 x-1 (x 71)
X" +1 (x +1)
65. y=+/x2—5 (
3
49 y = N X3 y' = 7
4\/; 6 4 5 3
66. y=x"-10x"+8x-3 (y' = 6x°-40x>+8)
i
50.y:i [y——xz 67 _X3—X+1 y':2X379x2+2
\/; 2 - x-3 (x—3)2
-1
51. ,- 1 y = ) .
T [ sl )| 68, y=_X y=o
X" —25 (x2 - 25)
52, _ X i
' yzﬁ Ay 69. y=5x"+x’-x+6 (y' = 20x°+3x*-1)
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3,7
732
70. y=3/2x (y= -
3x
-5
71. y_§+ X2 (y'_2+&
X X
2 _ 2x + 3
72-y:X +X-2 Y=X +X:
X+1 (x+1)
73. y=x"-10x°+8 (y' = 4x*-20x)
1
74. y =8x [y’= 65)
6 Vx
-10 1
At ( T)
83. Deducir la formula de la derivada de y = Q/; ey= Q/G

84.
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u-v

Deducir las derivadas de y — Y uv
w

V-w

ey:

del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es)
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

y = 4x+3/x
y:5x+g
X
y = 5x° (3x+2)°
- xx
X+2
y= 2%
5x+8
y:(x3+8x)10
_ 3x-1
x® —4x

(v = 45x® (3x+2)? (4x+2))

VX (x + 6)
y=—
2(x +2)
. 16
v = (5x+8)?

(y' = 10 (x*+8x)° (3x*+8))

—12x” +5¢" —4

y=———3")

(o)
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;r', Matematicas | ESTADISITICA UNIDIMENSIONAL

) INTRODUCCION. DEFINICIONES

La Estadistica es la rama de las Matematicas que utiliza conjuntos de datos numéricos para obtener
inferencias basadas en el célculo de probabilidades. Es una ciencia relativamente reciente, pues sus origenes
se remontan al siglo XVIII. Pero su implantacion hoy en dia es muy acusada:

—Se disefian encuestas para recopilar informacién previa al dia de elecciones y asi predecir el
resultado de las mismas.

—Se seleccionan al azar consumidores para obtener informacion con el fin de predecir la preferencia
con respecto a ciertos productos y/o servicios.

—Los economistas consideran varios indices de la situacidn econdmica durante cierto periodo y
utilizan la informacién para predecir la situacion econdmica futura.

—Su utilidad es evidente también para los asesores financieros que han de evaluar las oportunidades
de inversioén a través de las bolsas de valores.

—Los portales de apuestas deportivas online recurren a la Estadistica para, de acuerdo con todos los
datos hasta la fecha, determinar el nivel de confianza de cada una de los posibles resultados.

La Estadistica se divide en dos grandes ramas:

—La Estadistica Descriptiva se dedica a recolectar, ordenar, analizar y representar un conjunto de
datos, con el fin de describir apropiadamente las caracteristicas de éstos. Utiliza para ello las
llamadas «medidas de centralizacion», que veremos en el apartado V. Esta es la que estudiaremos
este curso.

—La Estadistica Inductiva o Inferencial tiene como objeto obtener conocimientos sobre un colectivo,
utilizando para ello las observaciones de una muestra, para asi poder inferir resultados®. En este
proceso se utiliza el célculo de probabilidades.

Para todo lo anterior, la Estadistica trabaja con una serie de aspectos, cualidades o propiedades de los
individuos de la poblacion, llamados caracteres; los valores que recorre un determinado caracter se llaman
variables estadisticas. Pueden ser de varios tipos:

p
( discretas: sélo toman valores puntuales
(p. €j. numero de hijos, talla

N . . de ropa, etc.
cuantitativas:son medibles, es decir, se< P )

describen mediante nimeros [continuas:puede tomar cualquier valor
entre dos cualesquiera (p. €j.
\ estatura, peso, edad, etc.)

variables<

cualitativas: no son medibles, por lo que se describen mediante “modalidades” (p. €j.
color del pelo, sexo, estado civil, etc.). También se llaman atributos.
\

Poblacion es el conjunto de elementos gque se investigan, muestra es una parte representativa de la
poblacién, e individuo es cada uno de los elementos que forman la poblacion.

Ejemplo 1: Una poblacion puede ser los 90 individuos de los tres grupos de 1° de Bachillerato de un centro.
Para estudiarla con mayor comodidad, podemos tomar una muestra formada por los 5 primeros

! Es decir, pretende tomar como generales propiedades que solo se han verificado para casos particulares. Las preguntas
tipicas que se hace la Estadistica Inferencial son: ¢ Como se elige la muestra? ¢Qué grado de confianza tiene el resultado
obtenido? Por el contrario, la Estadistica Descriptiva no intenta extraer conclusiones para un grupo mayor.
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de la lista de cada grupo. Ejemplos de variables que podemos analizar son su nivel de inglés
(variable cualitativa), numero de hermanos (cuantitativa discreta) y edad (cuantitativa continua).

Ejercicios final tema: 1y 2

) ERECUENCIAS y TABLAS

Ejemplo 2: En un instituto hay una clase de 1° de Bachillerato cuyos 20 alumnos presentan las siguientes
edades:

16 16 16 16 16 16 16 16 17 16
16 16 19 18 18 18 16 16 17 17

La variable que vamos a estudiar en esta distribucion es la edad (variable cuantitativa), que llamaremos
X;. Para ello, vamos a construir la siguiente tabla?:

Edad (afios) fi Fi i b
16 13 13 0,65 0,65
17 3 16 0,15 0,80
18 3 19 0,15 0,95
19 1 20 0,05 1
>:=20 alumnos >=1

La 22 columna recoge la frecuencia absoluta, f;, que es el niimero de veces que aparece cada valor
de la variable.

La 32 columna refleja la frecuencia absoluta acumulada, F;, que se obtiene sumando la frecuencia
absoluta de cada fila con las anteriores (es decir, F;=f; +f, +...+f;). Por ejemplo, el dato 16 de la 22 fila
significa que hay 16 alumnos que tienen 17 afios o0 menos. Mas adelante veremos (apdo. 1V.2) que sirve para
calcular la mediana.

En la 42 columna tenemos la frecuencia relativa, h;, que es la frecuencia absoluta dividida por el n°
de datos, N:

fi
h; = N (1)

Obviamente, la suma de las frecuencias absolutas es N, y la de las relativas es 1:
3 =N dh =1 (2)
i=1 i=1

Esto ultimo es muy Util a la hora de detectar posibles errores en los datos de una tabla. Las h; pueden

verse como un tanto por uno. Por ejemplo, el dato 0,15 de la 32 fila nos dice que el 15% de la clase tiene 18
afnos.

Finalmente, la Gltima columna recoge la frecuencia relativa acumulada, H;, que se obtiene sumando
la frecuencia relativa de cada fila con las anteriores. Por ejemplo, el dato 0,95 de la 32 fila significa que el
95% de los alumnos tienen 18 afios o menos.

% La idea de utilizar una tabla es gue asi un gran nimero de datos se pueden visualizar mas comodamente. Por tanto,
cuando la distribucion esté formada por pocos datos, no tiene sentido hacer una tabla, sino que basta con presentarlos
ordenados.
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Ejemplo 3: En la misma clase del ejemplo anterior los 20 alumnos presentan las siguientes estaturas (en cm):

164 175 165 170 168 157 167 172 177 160
168 160 164 174 170 182 161 171 173 194

Nétese que hemos indicado los valores minimo y maximo subrayados. La variable que vamos a estudiar
ahora es la estatura (variable cuantitativa). Para confeccionar la tabla utilizaremos intervalos de amplitud 10
—llamados intervalos de clase—, comenzando por 155:

Estat u)(f:al (cm) fi Fi i Hi
[155-165) 6 6 0,30 | 0,30
[165-175) 10 16 0,50 | 0,80
[175-185) 3 19 0,15 | 0,95
[185-195] 1 20 0,05 1

>=20 alumnos =1

Adviértase que en cada intervalo de clase se incluye el extremo inferior pero no el superior, salvo en el
ultimo. El punto medio de cada intervalo de clase se llama marca de clase, y lo denotaremos por x;.

¢, Cuando utilizar un tipo de tabla u otro?:

1°) Tablas con los valores de la variable individualizados (como en el ejemplo 2): cuando, ya sean
pocos o muchos datos, la variable toma pocos valores diferentes (es decir, los valores se repiten
mucho).

2°) Tablas con los valores de la variable agrupados en intervalos de clases (como en el ejemplo 3):
cuando el niamero de datos y de valores diferentes que toma la variable son grandes. Con ello
perderemos algo de informacién pero ganaremos en claridad...

En este Ultimo caso, ¢cuantos intervalos de clase utilizar? Existe un criterio orientativo segun el cual el
n° de clases debe ser aproximadamente igual a la v/ del nimero de datos:

ne clases = N (3)

En el ejemplo anterior seria v/20~4,47, es decir, 4 intervalos vendrian bien. A continuacion, se
determina la amplitud de los intervalos teniendo en cuenta los valores minimo (157 cm) y maximo
(194 cm) de la distribucién:

194cm-157cm 37cm

. =— =9,25cm/intervalo 4)
4intervalos 4intervalos

de modo que 10 cm por intervalo es lo apropiado. A la hora de decidir donde comienza el primer
intervalo se recomienda que, finalmente, los extremos de los intervalos no coincidan con
ninguno de los datos.

Notese que en la practica el elegir un tipo de tabla u otro puede ser relativo: ¢qué se entiende por “pocos
datos™? Veremos que una misma distribucion se puede estudiar con dos tablas no necesariamente iguales, y
las dos pueden ser perfectamente validas.

También, téngase en cuenta que en ciertos casos los intervalos no tienen por qué ser necesariamente de
igual amplitud (véase el ejemplo 4)

Ejercicios final tema: 3y 4
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lIl) REPRESENTACIONES GRAFICAS

I11.1) Diagrama de barras/Histograma

Consideremos la distribucién del ejemplo 2. En unos ejes cartesianos situamos en el eje horizontal las
edades y en el vertical la frecuencia absoluta f;. Levantamos, a continuacion, barras cuya altura es la
frecuencia. Obtendremos asi un diagrama de barras 5

fi
14 i
12
Xi £
Edad (afios) ! 10
16 13
8 DIAGRAMA DE BARRAS DE
17 3 FRECUENCIAS ABSOLUTAS
18 3 6
19 1 4
>=20 alumnos )
0 T T I—P
16 17 18 19
Edad

Si hacemos lo propio con el ejemplo 3 pero, esta vez, dando a las barras el ancho de los intervalos,
obtendremos un histograma:

f,
10 g
9
Xi o 8
Estatura (cm) !
[155-165) 6 /
[165-175) 10 6
HISTOGRAMA DE
[175-185) 3 5 S ABSOLUTAS
[185-195] 1 4
»=20 alumnos 3
2
1
0]

155 165 175 185 195

Estatura (cm)

¢,Cudl es la diferencia entre el diagrama de barras y el histograma?

—El diagrama de barras visualiza las frecuencias como alturas, y se utiliza para variables discretas
(y también para cualitativas)

—En el histograma el area de cada rectangulo representa la frecuencia correspondiente, y se
utiliza para datos agrupados en intervalos (i.e. variable continua, o discreta agrupada en
intervalos).

% Obviamente, la idea de representar graficamente los datos de la distribucion es poder visualizar mejor ésta. Por tanto, si
se trata de pocos datos, no tiene sentido ni tabularlos ni hacer una gréafica: basta con presentarlos ordenados.
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En el histograma anterior, y puesto que los intervalos tenian la misma amplitud, los rectangulos tienen
la altura correspondiente a la f;. Ahora bien, si son de distinta amplitud, entonces habra que ajustar la altura a;
de cada rectangulo mediante la siguiente férmula:

area =f =amplitud-a, =|a, =f—i. ®)
amplitud

Veamoslo en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4: Las calificaciones de una evaluacién de los 20 alumnos de 1° Bachillerato A son:
10 8 7 5 5 7 7 7 5 7
10 7 4 6 6 8 7 8 7 4
Confeccionar la correspondiente tabla agrupando los datos en intervalos de suspensos (0 a 5),

aprobados (5 a 7), notables (7 a 9) y sobresalientes (9 a 10). Construir el histograma de frecuencias
absolutas.

o ﬁ’é"acién fi Fi | a=fifamplitud | h; | H
[0-5) 2 2 2/5=0,4 0,10 | 0,10
[5-7) 5 7 5/2=2,5 0,25 | 0,35
[7-9) 11 18 11/2=55 | 0,55 | 0,90
[9-10] 2 20 2/1=2 010 | 1

»=20 alumnos ¥=1

Adviértase que en la 42 columna se ha tenido que ajustar la altura a; de cada rectangulo, de acuerdo
con la férmula (5), de forma que su area sea igual a su f;. De esta forma, el histograma quedaria de la
siguiente forma:

g

G

HISTOGRAMA DE
FRECUENCIAS ABSOLUTAS

5 7 9 10

Calificaciones

[11.2) Poligono de frecuencias

Uniendo los extremos superiores de las barras de un diagrama de barras, o los puntos medios
del lado superior de cada rectangulo de un histogramav“, obtenemos el llamado poligono de frecuencias.
Veamoslo para los ejemplos anteriores:

* En el caso del poligono de frecuencias acumuladas en datos agrupados en intervalos, y como veremos en el apartado
IV, para poder obtener graficamente la mediana no se unen los puntos medios, sino los extremos derechos...
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HISTOGRAMA y POLIGONO
fi de FRECUENCIAS
DIAGRAMA de BARRAS y ABSOLUTAS 3
fi POLIGONO de 10 g HISTOGRAMA y POLIGONO
FRECUENCIAS ABSOLUTAS ai de FRECUENCIAS
14 9 ABSOLUTAS
A 6a

8

12

10

\ 6
8 \ .
6

4
4 \ 3
2
2
Y,
0 T T T
0
16 17 18 19 155 165 175 185 195 5 7 9
Edad Estatura (cm) Calificaciones

Observaciones:

1°) En los ejemplos anteriores lo que se representaba era la frecuencia absoluta. Pero, evidentemente,
también existen diagramas de barras o histogramas de frecuencias relativas, de frecuencias
acumuladas, poligonos de frecuencias absolutas o relativas acumuladas, etc. Por ejemplo, en el
caso del ejemplo 2:

F
20 A
18
16

14

12 A DIAGRAMA de BARRAS y
POLIGONO de FRECUENCIAS
10 A ABSOLUTAS ACUMULADAS

o N B O
I

16 17 18 19
Edad

2°) En el caso de datos agrupados en intervalos, mas adelante explicaremos como obtener el poligono
de frecuencias (absolutas o relativas) acumuladas, el cual se utiliza para hallar graficamente la
mediana.

3°) Obviamente, si la variable es cualitativa, no tienen sentido los graficos acumulativos....

[11.3) Gréafico de sectores

Si dividimos un circulo en sectores circulares de area” proporcional a cada frecuencia absoluta
f;, obtendremos un gréafico de sectores. Vamos a obtener, mediante regla de tres, la férmula que nos indique
cuantos grados a; corresponden a cada sector:

® Légicamente, si el area del sector circular es proporcional a fi, también lo sera su amplitud.
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fi
- 360° - N f —
:>|0Li =-1.360°= h,-360° (6)
N o —> f N —_—

Vamos a aplicarla al caso concreto del ejemplo 4:

Calificacion fi hi | ai=h;- 360°
[0-5) 2 0,10 360
[5-7) 5 0,25 90°
[7-9) 11 0,55 198°
[9-10] 2 0,10 360

>»=20 alumnos | X=1 N=360°

Notese que, si la tabla esta bien confeccionada, obviamente todos los «; sumaran 360°. Ademas, se
suele indicar el % que corresponde a cada sector.

Por dltimo, conviene indicar que, en el caso de variables cualitativas, existen otros tipos alternativos de
representaciones graficas (si bien, las dos primeras obedecen mas a fines de tipo publicitario que a
consideraciones de tipo matematico...):

—pictograma: en lugar de una barra se utiliza una figura alusiva de altura o tamafio proporcional a la
frecuencia. P. ej. para indicar la produccion de automoéviles de distintos paises. Tiene el
inconveniente de ser poco preciso.

—cartograma: es un mapa coloreado en distintos tonos y colores con una leyenda al margen que
indica su significado (v.g. la informacion meteoroldgica).

—diagramas de columnas apiladas: p. €j. la misma columna se divide en porcentaje de hombres y
mujeres.

—piramide de poblacién: es un tipo de gréafico muy conocido pues se utiliza mucho en Ciencias
Sociales para cuestiones demograficas.

CUADRO-RESUMEN:

p

discreta: diagrama de barras <> poligono de frecuencias

— diagrama de sectores

cuantitativa:
continua: histograma <> poligono de frecuencias

variable < diagrama de sectores

cualitativa: diagrama de barras (jnunca frecuencias acumuladas!) <= poligono de frecuencias
diagrama de sectores
pictogramas, cartogramas, piramides de poblacion...

Ejercicios final tema: 5y 6
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IV) MEDIDAS de TENDENCIA CENTRAL (media, mediana, moda)

IV.1) Media aritmética

Se define como la suma de todos los valores x; dividida por el nimero de valores, N. Se designa
cComox :

M-

T
N

X

(7)

i:

N

Esta es la tipica formula que se utiliza, por ejemplo, para calcular la nota media de una serie de
examenes. Ahora bien, en general, cada valor x; se repetird con una frecuencia f;. En ese caso, la formula
seria:

x="1 (8)

Observaciones:

1°) En el caso de valores agrupados en intervalos, X; f
intermedio de cada intervalo.

ica la marca de clase, es decir, el punto

2°) Obviamente, no existe la media si los datos son cualitati
agrupados y alguna clase esta abierta (p. €j. si en una encuest
60 afos”)

s. Ni tampoco si los datos estan
el dltimo grupo fuera “mayores de

3°) La media es el centro de gravedad de la distribucién; es decir, si las barras tuvieran peso
representaria el punto donde habria que sostener la base del diagraina para que no se venciera.

Vamos a ver cédmo se calcula la media en los ejemplos 2 y 3: /\1
Edad (xi) fi fi Xi Estatura (cm) xi 1 f; fi Xi
16 13 208 [155-165) 160 6 960
17 3 51 [165-175) 170 10 1700
18 3 54 [175-185) 180 3 540
19 1 19 [185-195] 190 1 190
=20 alumnos | =332 afios =20 alumnos | $=3390 cm

— > X —_— Zn:fi X, —_—
X = =L :ﬁzleleaﬁos |i=‘:1—=@=169,50m
— N 20— N 20—

Obsérvese que es fundamental no olvidarse de indicar las unidades. Las unidades de la media, por
ejemplo, son siempre las de la variable X;.

IV.2) Mediana

Es un valor de la variable x; tal que la mitad de los valores de la distribucion son menores o
iguales que él, y la otra mitad mayores o iguales °. Se representa como Me. Para calcularla, cabe distinguir
tres posibles situaciones:

19) Distribuciones con pocos valores, es decir, series estadisticas: Se ordenan crecientemente dichos
valores, y la mediana sera el valor central (si el nUmero de datos es par, se toma el promedio de los
dos centrales).

6 . . . . . . . .
Es decir, la mediana deja por debajo y por encima de ella el mismo n° de valores, esto es, la mitad. De ahi su nombre...
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Ejemplo 5:

Los sueldos mensuales (en €) de 7 trabajadores de una empresa son los siguientes:
3000 915 650 825 700 775 1580

Si calculamos la media (1206,43 €) observamos que no es muy representativa de los
datos de esta distribucion, ya que éstos se encuentran muy dispersos. Obtengamos la
mediana:

650 700 775 825 915 1580 3000

El valor obtenido, 825 €, si es representativo de la mayoria de los datos.

29 Variable discreta (como en el ejemplo 2): construimos la tabla de frecuencias absolutas acumuladas,
F;, calculamos N/2 y buscamos los valores de F; que verifiquen:

N
F —<F 9
|71<2<| ()

La mediana sera entonces el valor x; de la variable correspondiente a F;, es decir, el primer valor de
la variable cuya F; excede a N/2.

NOTA: Si coincide F_, :g< F, se toma M, :% (10)
Ejemplo 2:
Edad (afios) fi Fi
M, ——> 16 13 | 13— g= 10
17 3 16
18 3 19
19 1 20
>=20

3°) Variable agrupada en intervalos (como en el ejemplo 3): como en el caso anterior, construimos la
tabla de frecuencias absolutas acumuladas, F;, calculamos N/2 y buscamos los valores de F; que

verifiquen:

Fi71<E<F
2

El intervalo mediano —es decir, en el que esta la mediana— sera entonces aquel correspondiente a F;.

Ejemplo 3:

NOTA: Si coincide F , = g <F, se toma, como antes, M, :%
Estatura (cm) fi Fi
[155-165) 6 6
Intervalo mediano > [165-175) 10 16 €— g _10
[175-185) 3 19
[185-195] 1 20
$=20
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-
=

Ahora bien, ¢Cémo saber el valor exacto de la mediana? El método mas sencillo es el grafico, que
consiste en dibujar el poligono de frecuencias absolutas acumuladas en papel milimetrado. Para ello,
supondremos que la frecuencia se distribuye de manera uniforme a lo largo de cada intervalo (algo
I6gico), de modo que asignaremos los sucesivos valores de cada frecuencia acumulada al extremo
superior del intervalo correspondiente (en negrita en la tabla inferior):

Fi
20 1L
Estatura (cm) ex"en;(t’s"p' F; i LT
18 H
155 0 1
16 ;
[155-165) 165 6 14
[165-175) 175 16 12 7
N_10»
[175-185) 185 19 2 YV Jﬂ
8
[185-195] 195 20
6 ]
A
4 1
2 2
0 . : >
155 165 175 185 195

Estatura (cm)

|Me:169 cm

Seguidamente, trazamos una linea horizontal a la altura de N/2=10, la cual corta al poligono de
frecuencias en el punto de abscisa 169 cm, que es precisamente la mediana.

Ello se puede obtenef también analiticamente ’, recordando la interpolacion lineal vista en el tema 2:

1 Obtenemos, en primer lugar, la recta que pasa por los puntos

16 (175,1})/ (165,6) y (175,16):
y=mx+n
(165,6) > 6=165m+n } -6 =-65m-n
(16if2‘/
6

(175,16) > 16=175m+n 16 =175m+n

10=10m
/.

m=1=n=-159

10

:‘*L\\\\

' Por tanto, el tramo de poligono de frecuencias correspondiente
175 al intervalo mediano tiene la ecuacién y=x-159. Finalmente,

Mo sustituyendo y=10 se obtiene

_t___________

165

NOTA: Existe una formula general para calcular la mediana en estos casos, cuya obtencion,
procediendo como acabamos de explicar, se escapa de las pretensiones de este curso:

Y existe otra tercera forma, aplicando semejanza de triangulos en la figura.
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clases f; =
N F
Fi- o " Tid _
- Intervalo M, =L+ 2 7 *C;|=165 +%-10 =165+4=169cm (11)
[LisrLi) fi “*“Tmediano :
v
Ci=Li-Li-

Observaciones:
1°) Evidentemente, las unidades de la mediana son las mismas que las de la variable x;.
2°) Curiosamente, la mediana depende del orden de los datos y no de su valor.

39 La mediana se puede calcular, evidentemente, en distribuciones de tipo cuantitativo, pero también
en las de tipo cualitativo cuyas modalidades se pueden ordenar.

4°) Ademas de la mediana, existen otros parametros de posicién, como por ejemplo los cuartiles®,
percentiles ®, etc. cuyo calculo es similar al de la mediana.

IV.3) Moda

«Es el valor de la variable que tiene mayor frecuencia». Se representa como Mo. Representa el
valor dominante de la distribucion; por ejemplo, en unas elecciones la moda seria el partido mas votado.

Ejemplo 2: Edad (afios) fi
M, —» 16 13

17 3

18 3

19 1

Ejemplo 3: Estatura (cm) fi
[155-165) 6
Intervalo modal —» [165-175) 10
[175-185) 3

[185-195] 1

Observaciones:
1°) Sus unidades son las mismas que las de x;.
29 La Mo existe siempre ™, en cualquier tipo de distribuciones (cualitativas o cuantitativas).

3° Vemos que en las que presentan los datos agrupados en intervalos se habla de intervalo modal o
clase modal. Para este caso existe una formula —que sobrepasa las pretensiones del presente

8 El primer cuartil, Q1, deja el 25% de la poblacion por debajo de él; por lo tanto, el Q; coincide con la mediana. Y el Qs
dejara el 75 % de los individuos por debajo de su valor.

° El percentil px es el que deja al k% de los individuos por debajo de él. Por ejemplo, Q1=pzs, Me=pso, Q3=p7s.

1% salvo el inusual caso en el que todas las fj sean iguales...
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curso—, del estilo de la vista para la mediana, para hallar en qué punto concreto del intervalo modal
se halla la moda.

4°) En una distribucion solo hay una media y una mediana, pero puede haber mas de una moda. Y no
tiene por qué situarse en la zona central.

Ejercicios final tema: 7 a 10

V) MEDIDAS de DISPERSION (recorrido, varianza, desviacion tipica)

Tienen por objeto dar una idea de la mayor o menor concentracion de los valores de una distribucion
alrededor de los valores centrales.

V.1) Recorrido

«Es la diferencia entre el mayor y el menor valor de una distribucién».

Ejemplo 6: Las notas de los exdmenes de Matematicas de dos alumnos a lo largo del curso son:
Carlos: 5 7 7 7 9
Ana: 2 6 8 10 9
Puede comprobarse que ambos tienen la misma media, 7. Pero Ana tiene sus notas mucho mas
dispersas que Carlos:
Recorrido notas Carlos=9-5=4

Recorrido notas Ana=10-2=8

V.2) Varianza y desviacion tipica

Antes de definir la varianza, conviene considerar en una serie de datos su desviacidn respecto a la
media, que seria la diferencia entre cada dato y la media, en valor absoluto (para que siempre sea >0):

d = x - x| (12)

La varianza, V, se define como «la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones
respecto ala media»:

n

Df (xi —;)2
voiz (13)
N

Observaciones:

1°) No es necesario el valor absoluto en las desviaciones x, —X, puesto que éstas estan al cuadrado
(es decir, son siempre positivas).

2°) Puede comprobarse 1 que la férmula (13) es equivalente a la siguiente:

V==X (14)

y esta es precisamente, por su comodidad, la més utilizada en la practica.

11

Mediante demostracion —no es muy complicada— 0, mas recomendable, comprobando con ejemplos concretos que
ambas formulas conducen al mismo resultado.
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39) Las unidades de la varianza son al cuadrado, p.ej. cm?, afios?, €°, etc.

4°) La varianza siempre es positiva.

Como la varianza, por estar expresada en unidades cuadradas, no se puede comparar con la media, se
utiliza la desviaciodn tipica, s, que se define como la raiz cuadrada de la varianza:

(15)

Observaciones:
1°) La s tiene las mismas unidades que la variable X;.

29 La varianza y la desviacion tipica no tienen sentido en distribuciones en las que no se puede
calcular la media aritmética.

3°) Es bastante habitual nombrar la varianza como s?.

4°) La s nos dice como de alejados de la media, es decir, como de dispersos se encuentran los
datos *: cuanto mas agrupados estén los datos en torno a la media, menor sera s. De hecho, para
poder comparar varias distribuciones y ver cuél esta mas dispersa respecto a la media se
utiliza el llamado coeficiente de variacion o dispersion:

CV.= (16)

x| »

gue habitualmente se expresa en %.

Ejemplo 6: Las notas de los examenes de Matematicas de dos alumnos a lo largo del curso son:
Carlos: 5 7 7 7 9
Ana: 2 6 8 10 9

Antes vimos que ambos tienen la misma media, x=7. En un caso tan sencillo como este, es
decir, en una simple serie estadistica, la formula de la varianza se simplifica:

. 2
X
=0 3 :52+72+72+72+92 o

Y _ 25+49+49+49+81 253
Carlos — N 5 - 5

~49="7"-49=50,6-49 =16

= SCa\rlos :\/1176 l26

X’
; Xt 2> +6°+8°+10°+9° o2

Vv _4+36+64+100+81 285
Ana N 5 5

~49=""-49=57-49=8

=|s, =+8=283
Ana

Vemos que Sc,,,s < Sana 10 cual confirma lo que ya sabiamos...

Ana’

2 Enel proximo curso, cuando se vea la Distribucion normal, se explicara graficamente el significado de s en relacion con X .
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Ejemplo 2:
Edad f.i f.i Xij f.i Xij .2 n
(xi) DX,
16 13 208 3328 X = i:lN _ 32302 _ 16,6 afios
17 3 51 867 ;
18 3 54 972 . fix? ~2 5528
V== === _16,62 = 276,4 - 275,56 = 0,84 afios?
19 1 19 361 N 0
=20 | x-a32 | n-sezs | |- V084 =092afios
alumnos afos afios?
Ejemplo 3:
Estatura (cm) Xi fi fi Xi fixi? if
i X
[155-165) | 160 6 960 153600 | x-=  _3390 _1605cm
N 20
[165-175) 170 10 1700 289000 .
f x2
175-185 180 3 540 97200 R -
[ ) voig 32 5715900 46452 _ 28795 28730,25 = 64,75 cm?
[185-195] 190 1 190 3100 | N 20
s =/64,75 =8,05cm
$=20 | ¥£=3390 | ¥=575900 ||___
alumnos cm cm?

V.3) Obtencién de los parametros estadisticos con la calculadora

Vamos a explicarlo para una Casio fx-82 MS, uno de los modelos mas
extendidos entre los estudiantes ™. Para cualquier otro modelo se suele
proceder de forma bastante analoga. Utilizaremos los datos del ejemplo 3:

fx-82MS

4E1

= lr-! ;--l .=E :"’:-ﬂ "

6978594 120

% 1°) Ponemos la calculadora en modo SD (estadistico): MODE| 2
]

2°) Borramos, por precaucion, los datos previos de la memoria:
SHIFT|CLR 1 [

3°) Introducimos los datos:

160X 6 DT 170K 10 DT 1803 DT 1901 DT

-

NOTA: Podemos utilizar A y V¥ para ver los datos ya introducidos. Incluso
podemos modificar alguno y luego pulsar B 0 borrar pulsando |SHIFT| CL

4%)[SHIFT][S-SUM] 1 — ¥x;°=575900 1— x=169,5
[SHIFT][S-SUM| 2 — %fx;=3390 2 — $=8,0467385

ISHIFT][S-SUM| 3 — N=20

3 puede descargarse el manual en https://www.dropbox.com/s/nr5glmhcupv7t8s/manual_casio fx 82_ms.pdf
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Ejercicios final tema: 11y ss.

Resefia historica:

El término Estadistica proviene del aleman Statistik, introducido por el economista aleman Gottfried Achenwall (1719-
1772) en 1749, para referirse al analisis de datos del estado. En efecto, en su origen la estadistica fue utilizada por los estados
para recoger gran nimero de datos sobre la poblacién, alimentos, bienes econémicos, etc. De hecho, esto ya fue llevado a cabo
en cierta medida en las antiguas civilizaciones, que ya elaboraban censos poblacionales: Egipto, China, Roma, etc.

Pero hasta el siglo XIX el término estadisitica no adquiere el significado de recolectar y clasificar datos. Este concepto fue
introducido por el militar britanico Sir John Sinclair (1754-1835). Desde entonces la Estadistica ha ido de la mano de la teoria de
probabilidades, sobre todo con la contribucion de los britAnicos Francis Galton (1822-1911) y Karl Pearson (1857-1936),
fundadores de la moderna Estadisitica Matematica.
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16 EJERCICIOS de ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

Conceptos. Definiciones:

1.

De los siguientes caracteres de una poblacion, indicar razonadamente los que son cualitativos y los que
son cuantitativos (discretos o continuos):

a) Sexo d) Numero de hermanos g) Estatura
b) Nacionalidad e) Color del pelo h) Numero de calzado
¢) Edad f) Nota de Mateméticas

De las siguientes variables cuantitativas, indicar razonadamente las que son discretas y las que son
continuas:

a) Numero de vecinos de un | c) Nota de Matematicas en un | e) Contenido en cm? de una lata

edificio examen de conservas
b) Nimero de horas que un | d) Nota de Mateméaticas en el

determinado individuo ve la boletin de notas

television

B Pasos a seguir alahora de abordar un ejercicio de Estadistica:

1°9) ¢Cuél es la variable, x;?
2°9) ¢Queé tipo de variable es: cuantitativa (discreta o continua) o cualitativa?

3°) Agrupar los datos en funcion del tipo de variable y empezar a construir la tabla estadistica, adjuntando,
de momento, dos columnas: x; y f;.

4% En funcion de lo que nos piden (i, s, histograma, etc.) afladir las columnas necesarias: F;, H;, 2f;X;, Yfix; 2,
etc.

Frecuencias y tablas:

3.

El nUmero de hermanos de 40 alumnos es:

3 4 2 3 4 3 4 4 4 2
3 4 4 3 4 1 2 3 5 4
2 2 2 5 3 4 4 6 2 6
4 3 2 1 2 3 2 4 3 1

a) ¢De qué tipo de variable se trata? Construir una tabla estadistica en la que figuren todas las frecuencias.

b) ¢Cuantos alumnos tienen 5 0 mas hermanos? ¢ Cuantos 3 0 menos?

Se aplica un test de inteligencia para averiguar el cociente intelectual de 40 alumnos de 1° de Bachillerato,
obteniéndose los siguientes resultados:

106 136 81 110 95 92 99 106 81 95
110 103 88 81 81 99 110 114 128 103
103 74 95 136 95 88 106 121 106 114
117 92 85 125 95 110 132 95 103 81
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a) Razonar qué tipo de variable es. Construir una tabla estadistica en la que figuren todas las frecuencias.
b) ¢Cuantos alumnos tienen un Cl por debajo de 1007?
c) Si se consideran superdotados a los que tienen CI>130, ¢hay alguno en clase?

d) ¢Qué porcentaje de alumnos tiene de Cl 110 o0 mas?

Representaciones graficas:

5.

Construir el diagrama de barras y poligono de frecuencias absolutas, y el diagrama de sectores, de la
distribucion del ejercicio 3.

Construir el histograma y poligono de frecuencias relativas, y el diagrama de sectores, de la distribucion del
ejercicio 4.

. . ., Malaga % Levante
Parametros de centralizacion: 4 @
Real Madrid a.,‘ .4,, Espanyol
7. En la figura adjunta aparecen los resultados de la dltima jornada g
de la Liga de fatbol 2013-2014. Se pide: Barcelona (g Bl Atietico
a) Formar con los goles/partido una tabla estadistica apropiada Valencia T’}.ﬁ ";:* Celta
para responder a los apartados siguientes. .
o ) ) ) R. Sociedad 2 @ Vilarreal
b) Dibujar el diagrama de barras, poligono y diagrama de =
sectores, todos ellos de frecuencias absolutas Almeria g % Athletic
c) Calcular la media de goles/partido, moda y mediana. Osasuna {J 2, Betis
Sol : x=24 goles / partido) ‘
Rayo ## \;j_} Getafe
8. Elnimero de horas de sol registradas en un determinado mes en Valladolid & ¥ Granada
50 estaciones meteorologicas es: bl
Sevilla %’ % Elche
83 82 78 72 107 107 93 72 85
98 71 76 75 83 72 126 102 76
112 99 155 118 150 129 119 148 181
151 167 156 180 173 149 80 131 121
110 200 162 214 176 186 187 186 141
212 186 199 198 219
a) Razonar de qué clase de variable se trata. Confeccionar una tabla estadistica de cara a los siguientes
apartados.
b) Dibujar el histograma de frecuencias relativas y el poligono de frecuencias absolutas acumuladas
c) Calcular la media de horas de sol, la moda y la mediana. Sos: x =134 h / mes)
9. En latabla figuran los datos de las pulsaciones de un equipo de atletismo después de una carrera:

Pulsaciones | 70-74 | 75-79 | 80-84 | 85-89 | 90-94 | 95-99
N° de atletas 3 3 7 10 12 8

a) ¢ Qué tipo de variable es? Construir una tabla apropiada para lo que se pide a continuacion.

b) Hallar la media. (Sol: ~88,2 pulsaciones)
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¢) Hallar la mediana ¢, Qué significa el valor obtenido? (Sol: ~89,25 pulsaciones)

d) Hallar la moda.

e) Construir el histograma y el poligono de frecuencias absolutas.

10. A un conjunto de cinco notas cuya media es 7,31 se le afiaden las calificaciones siguientes: 4,47 y 9, 15
¢ Cudl es la nueva media?

Parametros de dispersion:

11. Los datos que siguen corresponden a las medidas del térax, en cm, de cien hombres adultos. Construir la
tabla estadistica necesaria para responder a las siguientes cuestiones:

a) Hallar la media.  Sof : x = 96,6 cm)

Medida del N° de
térax (cm) Mepikres b) Calcular la mediana. ¢ Qué significado tiene el valor obtenido?

[80,85) 4 c) Hallar la moda.

85,90) 10 d) Obtener la desviacion tipica.  So/ : x = 6,74 cm)

[90,95) o4 e) Dibujar el histograma y el poligono de frecuencias absolutas acumuladas.
[95,100) 32 12. En un centro militar se ha tomado una muestra de 16 jovenes, obteniéndose
[100,105) 22 las siguientes estaturas (en cm):

[105,110] 3 160 172,4 168 167 175 179 180 198
164 166 174 177 182,5 185 191 173,5

a) Construir una tabla estadistica apropiada.

b) Obtener el histograma y el poligono de frecuencias absolutas acumuladas.

c) Calcular la media, moda, mediana y desviacién tipica. (Sol: x 176,25 cm; Me=175 cm; s~9,9 cm)

13. Se han medido los pesos y las alturas de 6 personas, obteniéndose los datos siguientes:

Peso(kg) | 65 | 60 | 65 | 63 | 68 | 68
Altura (cm) | 170 | 150 | 168 | 170 | 175 | 180

a) ¢Qué medidas estan mas dispersas, los pesos o las alturas? Utilizar el coeficiente de variacion.
(Sol: Las alturas, puesto que CVa=6%>CV=4%)

b) Comprobar lo anterior graficamente.

14. La tabla siguiente nos da las puntuaciones obtenidas por un grupo de 20 alumnos en un test:

Puntuaciones 0-20 20-40 40-50 50-60 60-80 | 80-100

N° alumnos 3 6 5 3 - 3

Al mismo grupo de alumnos se le hace otra prueba y las puntuaciones obtenidas son:

10 11 20 5 10 8 11 12 5 9
14 11 3 9 11 12 11 8 9 11

a) ¢Qué datos se hallan mas dispersos? Utilizar el coeficiente de variacion.
(Sol: Las puntuaciones, ya que CV1254,7%>CV,234,6%)
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b) Comprobar lo anterior graficamente.

15. Las calificaciones de los 25 alumnos de 1° de Bach. A son:
6 6 7 6 7 5 5 6 7 5 4 5 4
9 3 3 5 5 5 9 5 4 5 4 8
mientras que las de los 20 alumnos de 2° Bach. B son:

6 6 7 3 10 3 5 5 2 5 4 3 9
4 9 5 6 6 6 7

Calcular en qué grupo las notas estan mas dispersas. (Sol: En el B, puesto que CV;228,6%<CV,238,9%)

16. Hallar la media, moda, mediana y desviacion tipica del ejercicio 4. (Sol: X =3 hermanos; s21,22 hermanos)
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INTRODUCCION. DEFINICIONES

PP G EP Pt . :
! columnas de partidos ganados (G) y perdidos (P):
Eﬂ" Atlético 3828 6 4 90
@ 3827 65 87 [ G [28[27[27[20[18 [17 [16 [13[ 14 [12 [12[13[11[11[12] 9 [11[10[ 7 |
- Barcelona [P 4[5 | 5|8 |11 43|41 |45 |47 |14 |47 | 21 | 18 | 48 | 21 | 16 | 20 | 19 | {6 |
%' Real Madrid 3827 6 5 87
¥ Athletic 3820108 70 Se trata de una tabla de distribucién bidimensional, pues contempla dos
rﬂﬁ Sevilla 3818 911 63 Variables, G y P, para cada equipo.
® vilarreal 38 17 8 18 59 Ahora bien, podemos agrupar cada variable en una tabla de doble
% entrada, p. €j. en intervalos de amplitud 5:
R. 38 16 1111 59
Sociedad
ﬁ'?' Perdidos
Valencia 38 13 1015 49
& [0-5) [5-10) [10-15) [15-20) [20-25]
I Celta 38 14 7 17 49
L 38 12 1214 48 Elche
¥ Levante [5-10) . Betis 1
W s Valladolid 2
Ma|aga 38 12 9 17 45
" Rayo 3813 4 21 43 Valencia
Getafe
W Getafe 3811 9 18 42 Celta Rayo
[10-15) Levante 1 dlaga 6 | Almeria 3
@ Espafiol 3811 9 18 42 pa?”]ol Granada
¥ Granada 3812 52141 Osasuna
0
¥ Elche 38 9 1316 40 § Sevilla
2 ] c | [15-20) Real Soc. 3
¥ Almeria 38 11 7 20 40 8 Villarreal
W Osasuna 3810 9 19 39
& valladolid 38 7 1516 36
>3 Betis 2 8 |7 25 [20-25) Athletic 1
Barcelona
[25-30] | Atlético 1 R Madrid 2
4

Por ejemplo, hay 2
equipo —el Levante— entre [10-15) ganados y [10-15) perdidos, etc. Cada uno de estos valores, 1, 2..., se
llama frecuencia absoluta bidimensional:

Ejemplo 1: De la clasificacion final de la Liga 2013-2014 consideramos las

ipos —Barcelona y R. Madrid— entre [25—-30) ganados y [5-10) perdidos, hay 1

variables».

«Frecuencia absoluta bidimensional f;; es el nimero de veces que aparece cada par (x;,y;) de las

Légicamente, «la suma de las frecuencias absolutas bidimensionales es igual al nUmero total de
elementos, N», en este ejemplo, 20:

Zfij -

N

@)

«Distribucion bidimensional es aquella en la que, para cada elemento, se consideran los valores
correspondientes a dos caracteristicas distintas» (partidos ganados y perdidos en este caso). Una tabla
de doble entrada como la anterior, que contiene las frecuencias correspondientes a las dos variables
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consideradas, se denomina tabla de contingencia. Se aplican tanto a variables cuantitativas (ejemplo
anterior) como cualitativas.

Dividiendo cada frecuencia absoluta bidimensional por el niumero total de elementos, N, se
obtienen las frecuencias relativas bidimensionales, h;:

Perdidos
[05) | [5-10) | [10-15) | [15-20) | [20-25]
[5-10) 0.1 0,05
2| [10-15) 0,05 03 0,15
g [15-20) 0,15
8| [20-25) 0,05
[25-30] | 0,05 0.1

Se trata de las frecuencias en tanto por uno. Multiplicandolas por 100 las tendremos en %. Por ejemplo,
el valor 0,3 significa que el 30% de los equipos (es decir, 6 en total) han ganado entre [10-15) partidos y

perdido entre [15-20).

NOTA: Las tablas de doble entrada se utilizan cuando el nimero de datos, N, es grande, en cuyo caso
se agrupan en intervalos. Cuando el nimero de observaciones es muy pequefio, se considera una
tabla simple de dos filas como la del principio del tema. Esto ultimo sera lo habitual.

Ejercicio 1: Clasificar los datos del ejemplo anterior en intervalos de amplitud 10. Obtener las frecuencias
absolutas y relativas bidimensionales.

ll) FRECUENCIAS y GRAFICOS

Frecuencias marginales

Si en la tabla de doble entrada sumamos las frecuencias por filas y por columnas obtenemos una
nueva fila y una nueva columna que representan las frecuencias absolutas marginales, f; y f;:

Perdidos
[0-5) | [5-10) | [10-15) | [15-20) | [20-25] & .
[5-10) 2 1 3 f,
2| [10-15) 1 6 3 10
8| [15-20) 3 3
&| [20-25) 1 1
[25-30] 1 2 3

c 1 3 4 8 4 $=20
f;
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Vemos que, l6gicamente, la suma de ambas frecuencias absolutas marginales coincide con la suma de
las frecuencias bidimensionales:

2fi=21=21f=N (2

Estas frecuencias marginales tienen en cuenta una sola variable, por lo que se puede construir con ellas
sendas distribuciones unidimensionales y obtener parametros representativos (De hecho, en el apartado IV
veremos que es necesario calcular alguno de ellos), como haciamos en el tema anterior:

Partidos £ Partidos £l
ganados perdidos !
[5,10) 3 [0-5) 1
[10-15) | 10 [5-10) 3
[15-20) 3 [10-15) 4
[20-25) 1 [15-20) 8
[25-30] 3 [20-25] 4
=20 $=20
xe = 15,25 partidos xp = 15,25 partidos
S = 6,22 partidos Se = 5,58 partidos

Ahora bien, en la practica veremos que esto se hace en una sola tabla, de doble entrada. Es decir, no
es necesario separar en dos tablas. Ademas, recordemos del tema anterior que la media y desviacién tipica
sélo se pueden obtener® en el caso de variable cuantitativa. En el caso de variable cualitativa sélo podemos
obtener porcentajes. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2: Los 20 alumnos de 1° de Bachillerato A se clasifican por sexo y color de pelo de acuerdo con los
datos de la siguiente tabla de doble entrada, en la que también hemos reflejado los porcentajes:

Pelo
Moreno | Castafio Rubio fi %
Chica 5 2 4 11 55
) Chico 4 5 9 45
o f 9 7 4 | ¥=20
% 45 35 20 >=100

Se pueden construir diagramas de barras de frecuencias absolutas bidimensionales agrupadas
por una u otra variable:

= Moreno

|
‘T
Ny S S

= Chica

[
'kﬁm

g
'kﬁ'klk‘[

¥ Castafio

N W~ 0O

?”j”)”i
:

0
=
(]
o

lL”\”\”\

# Chico

' Rubio

&\I}’%k
S\

el
o
5 I
o

o B N W &~ U1 O

Moreno Castafio Chica

! En el caso de distribuciones bidimensionales no se puede calcular la mediana, y la moda no tiene sentido.
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«Las frecuencias absolutas marginales divididas por el total de observaciones, N, nos dan las
frecuencias relativas marginales, h;y hj.,:

Pelo
Moreno | Castafio Rubio h;
Chica 0,25 0,1 0,2 0,55
o "
%| Chico £0:2 0,25 0,45
n
h 045 0,35 02 |3=1

Vemos que, por ejemplo, el 20% de la clase son chicos morenos.

Frecuencias condicionadas

Supongamos que nos planteamos preguntas de este estilo: (Qué % de alumnos de pelo moreno son
chicas? ¢ Qué % de chicas tienen el pelo moreno?, etc.

En primer lugar, si para cada color de pelo (TOTALES) calculamos las frecuencias relativas, se
obtienen las frecuencias relativas condicionadas al color del pelo:

Por ejemplo, del total de alumnos castafios, el 29%
son chicas y el 71% chicos.

¢ |
Moreno | Castafio Rubio TOTALES
Chica | 5/9=0,56 | 2/7=0,29 4/4=1
Chico | 4/9=0,44 | 5/7=0,71
=1 =1 y=1

Pero también podemos hallar, para cada sexo, las frecuencias relativas, obteniéndose asi las frecuencias relativas

condicionadas al sexo:

" i} Moreno Castafio Rubio
TOTALES Chica | 5/11=0,46 | 2/11=0,18 | 4/11=0,36 =1
Chico 4/9=0,44 5/9=0,56 =

Del total de chicos, el 44% son morenos y el 56% castafos.
No hay rubios

«Las frecuencias relativas condicionadas nos permiten conocer el % de los valores de una variable
condicionada a cada valor de la otra variable».

Observacion: Las frecuencias condicionadas son siempre relativas.

Ejercicio 2: Responder a las dos preguntas del comienzo de este epigrafe, y a otras que formule el profesor.
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RESUMEN: Hemos visto 5 tipos de frecuencias:
f.
Frec. absoluta bidimensional:  f;, ===} Frec. relativa bidimensional: h;, =ﬁ

f.
Frecs. absolutas marginales: f, y f, === Frecs. relativas marginales: h; :NI y h =

z |

Frecs. relativas condicionadas: Son relativas al total de cada variable.

Ejercicios final tema: 1y 2

[I) NUBE de PUNTOS

Sobre unos ejes cartesianos vamos a representar los puntos (G,P) del ejemplo 1:

28|27 |27 |20|18 (17 (16|13 |14 |12 |12 |13 |11 |11 (12| 9 |11 |10 | 7 6
P | 4 5 5 8 (11|13 |11 |15 (17 |14 |17 |21 |18 |18 |21 |16 |20 | 19| 16 | 25

30 ‘\| 1 1 1 T 1 1 1 T T T T 1 1 1 T T 1 1 T T T T T T
it S o et ol et S ol it et e Bl i S s e e A
r-—rtr-rr+--rt-1—t-rq-kF4-F-l=-fr-m7r-HA-pFA-r—- =+ -+ -l-+ - 1|
i bl L e B e S e R el o o e o el o e e e |
U PRSR N R PR R RN S TR { N Ry N U U I R P O | S U I [ U |

25 | T T | 91! | I I | [ T | | I T | | I I I |
T D P TT NI N T ETTO TTN E E T A I  A
111 L1 o [T [T ror
SO O T M A A L S N D A T O A SO S O L L D I
LI O A T A [ S v T e I T O R I B R B
Fa-r=—rq-rta-1t-1—1-1-8-@ A-Fq-r——4-|-dA-pF -+ —|-+—=-+-I- |

20 Y S - 1 1 1 T T N B |
ai il o e R R e e e el ol e o B Sl o e e R R el
S PR T D E _,.J._I__l___|—I-—I_J.__J_l__l_L__L_I_L_I_I
A N R N Y R Y O __b_l_.*___l Lot e L L L
JR [ R R N T I o I O e e
[N 1 |+— [ [ [ o

15 T 1 T 1 T 1T T 1 T T T ! T T ! Tt
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—1-rAa-rq-rt-rAa-rHA-F-l-d - -k -+ - -Fq-F4-F -1
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Esta representacién gréafica del conjunto de pares de valores (X1,¥1), (X2,Y2), (X3,¥3), ..., (Xn,Yn) recibe el
nombre de nube de puntos o diagrama de dispersion. La nube de puntos es la representacion gréfica de
las distribuciones bidimensionales cuando el nimero de datos es pequefio y, por lo tanto, no estan
agrupados en intervalos. Légicamente, siempre va a ser posible en el caso de variables cuantitativas (si al
menos una de las dos variables es cualitativa, no sera posible). Pero si se trata de una distribucién cuyos
datos estén agrupados en intervalos la opcién? es asignar a cada dato un punto de tamafio proporcional a su
frecuencia. o bien poner agrupados tantos puntos como indique la frecuencia.

La relacion que existe entre las variables partidos ganados, G, y perdidos, P, no es de tipo funcional :_
es decir, no sigue ninguna ley o férmula— sino estadistica.

2 Otra opcién —complicada— es hacer un estereograma, levantando barras de alturas proporcionales a cada frecuencia.

% Una relacion funcional seria, por ejemplo, el espacio s recorrido por un automovil que viaja a 90 km/h y el tiempo t
empleado: s=90t.

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 281




Matematicas | ESTADISITICA BIDIMENSIONAL

ALFONSO GONZALEZ
I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

La nube de puntos nos permite apreciar si hay una mayor o menor relacion o dependencia entre las
variables. En el ejemplo anterior se observa algo lo6gico: cuantos mas partidos gana un equipo, menos pierde.

El proceso inverso también es posible, es decir, a partir de una nube de puntos podemos obtener la
distribucion:

Ejemplo 3: Las calificaciones en Matematicas y Lengua de los 18 alumnos de 1° de Bachillerato A son las
representadas por la siguiente nube de puntos:

12 A T T T T T T
1 1 1 1 1 1
I Y - | I J R R | I N R S | P,
0 | | | | L
1 1 : 1 1 :
[ D R | I B | I D R [
: : : : : !
8 : : : . :
L e e
g -: 1 -: 1 1 1
m 6 1 1 1 ’ 1 1
< : : ! : : :
- ERlrRbl Bt REE REh TRl R S RS b
1 1 1 1 1 1
4 : — 9 : :
R e Bhh. Bt EEEEEEEY B TR PR EEE P
1 1 1 1 1 1
2 : : ° : ° :
I SR . AN I SRR S N JE S
K i H | | |
0 | | | | | | :I
0 2 4 6 8 10 12

Matematicas

A partir de esta nube es inmediato deducir la distribucién:

Mateméticas | 3 |3 |4 |5|5)|5|6]|6]|6|7|7]|7|7|7|8|8]|9]10

Lengua 3|714|12]|4)|6]|3|4|8|1|3|4]|5]|7]|6]|8]2]10

Observaciones:

1°) Hay nubes de puntos en las que los puntos estan muy dispersos entre si, como en el ejemplo 3: los
alumnos buenos en Lengua no tienen por qué ser siempre buenos —o malos— en Matematicas. Por
el contrario, en otros casos los puntos se concentran aproximadamente en torno a una linea
aproximada, como ocurre en el ejemplo 2: cuantos mas partidos ha ganado un equipo normalmente
ha perdido menos partidos. Esto lo estudiaremos en el préximo apartado.

2°) En resumen, tenemos dos formas de representar una distribucion bidimensional: mediante
tabla o mediante nube de puntos.

Ejercicios final tema: 3,4y 5

IV) AJUSTE de una NUBE de PUNTOS: RECTA de REGRESION
Ejemplo 4: La estatura y el peso de 20 alumnos de 1° de Bachillerato son:
(164,53)  (175,62)  (16548)  (170,60)  (168,47)  (157,52)  (167,50)
(172,52)  (177,63)  (160,54)  (168,63)  (160,51)  (164,50)  (174,80)
(170,65)  (182,63)  (161,60)  (171,62)  (173,63)  (194,86)

Dibujamos la nube de puntos:
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Nuestro objetivo es obtener la recta de la figura, es decir, la que mejor se ajusta* a la nube de puntos.

Aplicando un procedimiento denominado de minimos cuadrados —cuyo nivel se escapa a las
pretensiones de este curso °_ se obtiene que la ecuacion de la recta de ajuste es:

— S —
_ > xy _
vy (x-x) 3)
Xy ——
donde |s,, =Z'Wy'—xy se llama covarianza. Puede ser negativa. 4)
i=1

4 Supongamos que los puntos fueran localidades. Entonces la recta buscada representaria el trazado de una carretera
que diera servicio equitativamente a todas ellas.
® La ecuacion de la recta de ajuste, y=ax+b, va a ser aquella tal que ay b cumpla las dos siguientes condiciones:

1°) Que la recta pase por el punto (i, y) <— centro de gravedad de la nube

2°) Que la suma Zn:df :Zn:[yi —(ax, + b)}2 sea minima.
Py i1

Esta 22 condicion, graficamente, significa que la suma de los cuadrados de las distancias di, d2, ds, da4..., es decir,
di2+do2+d3?+ds2+... ha de ser minima:

. Por otra
parte, la 12 condicién significa que §= ax+b=b :§— ax. Sustituyendo ay b en y =ax+b se obtiene (3).
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La recta de ajuste dada por (3) y (4) se llama® recta de regresion de y sobre x.

- S,
NOTA: También esta la recta de regresion de x sobre y, que seria’ X —x = (y y)

2
Y

Vamos a obtener la recta de regresion del ejemplo 4:

Estatura Peso n
(cm) (ko) Xi i xi? o2 3302
Xij Vi X =12 =169,6 cm
N 20
164 53 8692 26896 Zn:
Yi
175 62 10850 30625 y= ;\l 122(3)4 ~ 50,2 kg
165 48 7920 27225 202032
170 60 10200 28900 Z == 169.6:59,2=6128cm-kg
168 47 7896 28224 Z”:
X; 2
157 52 8164 24649 s? = ile -X = 572368 -169,6% = 69,24 cm?
167 50 8350 27889
172 52 8944 29584 Con estos parametros, la recta de regresion (de y sobre
177 63 11151 31329 X) sera:
160 54 8640 25600
6], 28
168 63 10584 28224 y-59,2=—"""(x-169,6) =]y =0,89x - 9174
160 51 8160 25600
164 50 8200 26896 gue es la recta del gréfico de la pagina anterior.
174 80 13920 30276
170 65 11050 28900 Utilidad de la recta de regresion: Con ella
podemos hacer estimaciones. Por ejemplo, un alumno
182 63 11466 33124 que mida 180 cm pesara:
161 60 9660 25921
y =0,89-180 — 91,74 = 68,5kg
171 62 10602 29241
173 63 10899 29929 La validez de la estimacion estara en funcion del grado
194 86 16684 37636 de correlacpn Qe ambas varllablesi, gomo veremos en el
5 apartado siguiente. Ademas, légicamente hay que
Txi=339 | Lyi=118 | ¥xiyi=202032 | Zxi :572666 hacerlas en el intervalo de las variables o muy cerca de
2cm 4 kg cm-kg 8cm ellas.

Obtencién de los parametros de regresion con la calculadora

Vamos a explicarlo, como hicimos en el tema anterior, para una Casio fx-82 MS, uno de los modelos
méas extendidos entre los estudiantes®. Para cualquier otro modelo se suele proceder de forma bastante
analoga. Utilizaremos los datos del ejemplo anterior:

1°) Ponemos la calculadora en modo REG (regresion): MODE| 3

® Como curiosidad, se llama de regresion porque el inglés Francis Galton (1822-1911), al estudiar la estatura de los
padres en relacion con la de los hijos, encontré que a padres altos corresponden hijos altos, pero no tanto; y a padres
muy bajos corresponden hijos no tan bajos. Es decir, parece que la estatura de los hijos regresa hacia la media de la
poblacién...

" Se obtendria de forma analoga a la anterior, pero considerando minima la suma de los cuadrados de las distancias de
cada punto a la recta en horizontal, no en vertical.

® Puede descargarse el manual en https://www.dropbox.com/s/nr5glmhcupv7t8s/manual_casio fx 82_ms.pdf
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2°) Elegimos, en el menu que aparece, 1: lin (regresion lineal)

fe-52MS

3°) Borramos, por precaucion, los datos previos de la memoria:

[SHIFTICLR 1§

4°) Introducimos los datos:

164 53DT  175[|62DT  165[]48DT  170[]60DT etc.

rot

Xi Yi

NOTA: Podemos utilizar A y V¥V para ver los datos ya introducidos. Incluso
podemos modificar alguno y luego pulsar E| o borrar pulsando [SHIFT| CL

Sl Al 59SHIFT 1 — £x,°=576668 1 — sy
[SHIFT][S-SUM 2 — x,=3392 [SHIFT|[s-suMp]2 — =y,

3 — N=20 [>] 3 — x;y;=202032
[SHIFT|[S-VAR|1 — x=169,6 [SHIFT][S-VARI[>] 1 — y=59,2
[SHIFT|[S-VAR|2 — s,=2,88 [SHIFT|[S-VAR| ]2 — s,
[SHIFT][S-VAR|[>|[»] 1 — coef. b

[SHIFT][S-VAR|[>][»] 2 — coef. a

[>|[»]3 — coef. correlacion r

NOTA: La calculadora nos da la recta de regresion de y sobre x. La otra debemos calcularla a a partir de los
parametros.

y=ax+b

Ejercicio 3: Las temperaturas maxima y minima (en °C) en una determinada localidad a lo largo del afio han
sido las siguientes:

ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL AGO SEP OCT NOV DIC
Maxima [ 16 | 17 | 19 19 | 21 | 25 | 28 | 27 23 | 21 | 18 | 17

Minima | 7 10 12 13 15 19 21 22 18 15 12 9

a) Dibujar la nube de puntos.

P T S I R A ER A I R R R S R I N BN A RN R R
oI ICTICTCICCCCCCTCCICoCoa”a”aCC
R S U DU U (DU (U N Y [N IS U S N SN N DU DR DU
I N o Dy B A TR I TR T DY R I S Dy B

1o J N N N ST R I T S O MO TR T T DO S S
Fe=r====m==a=1=-1t=-1=-ft-T-r-r-r=fF-----"1--1--
F=r=- a1 T Tt TTfTT T rororrTrrT T T TAaT T
Il e b D Db Bt S N AP AR RO SN R S N S S b D

ST N e i T e e el s ol e el et el iy ey ol
L o d 4 1Ll L_L_ L J_J_.
Y DU Do B S ARSI T TR TR I S S P P
I P P P S ST Ao N T T E A P pE P
T N O I Y IR i e R

10 T T T T T T T T T T T T T T T T
Co -1 I- T I_T_ T C-CCpP-”a”73°°C
I N N U DU D (SR U NN AN A I IS I S S N S D D
Y A N U B R B SRR AT TR TR T A T T D B

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I P U AU S I P P P
F--=-1m=1—4-q-4-t-t-t-t-t-t-Fr—-F—fF-I--I—-94—-4- -
F=1==1===q==q=-t-t-t-t-r-r-r-rFr-fF---—---"1--
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-
=

b) Obtener la ecuacién de la recta de regresion utilizando una tabla estadistica apropiada.

Maxima Minima
(°C) (°C) XiYi Xi2 X
Xi Yi X = ile = ( Sol :20,92)
16 7
17 10 .
19 12 - leyi
y=t—= ( Sol :14,42)
19 13
21 15
s =YX 5y
25 19 Il = N
28 21
p- -~ ( Sol :17,37)
n
23 18 PR
2 _ =l _y =
21 15 SN
18 12
- . ( Sol : &=
YXi= dyi= 2XiYi= EXi«2=

¢) Dibujar la recta de regresion sobre la nube de puntos anterior.

d) ¢Qué temperatura minima corresponderd a una maxima de 30°?

V) CORRELACION

Observemos los siguientes tres ejemplos de nubes de puntos correspondientes al ejemplo 1. Nos
servirdn para ver el concepto de correlacion, es decir, el grado de dependencia entre las dos variables:

100 4 100 o 100 3
90 an $ a0
an 20 a0
o 70 - 70
@ 60 @ w0 " @ &0
£ s0 g w0 v . . El s
o 4 a4 LIPS . a4
EI £l 0
20 1 20 * 20
10 10 10
o T T - (1] (1]
0 10 20 n 0 5 10 15 20 o 10 20 30
Partidos ganados Partidos empatados Partidos perdidos
—Al aumentar el valor de una variable —No existe ningin grado de —Al aumentar el valor de una variable
aumenta el valor de la otra. dependencia entre las  dos disminuye el valor de la otra.
variables.
—CORRELACION DIRECTA —CORRELACION NULA —CORRELACION INVERSA
(o positiva) (0 negativa)
—Recta de regresion CRECIENTE —No tiene sentido la recta de —Recta de regresion DECRECIENTE
regresion
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Para conocer si la correlacion es directa o inversa sin necesidad de observar la gréafica basta con ver el
signo de la covarianza. En efecto, como vimos en el apartado anterior la pendiente de la recta de regresién
venia dada por:

S
a=—> (5)

Como el denominador es siempre >0 por ser un cuadrado, se deduce que el signo de la pendiente
vendra dado por el signo de S,y. Por lo tanto:

Syxy>0 => correlacion directa

Sxy <0 => correlacion inversa

Ahora bien, para determinar o cuantificar el grado de dependencia entre variables vamos a definir un
nuevo parametro, el coeficiente de correlacion, r:

r= ©®)

Observaciones:

1°) El por qué se define precisamente asi escapa a las pretensiones del curso. Pero veremos en los
ejemplos y ejercicios que este coeficiente asi definido efectivamente indica muy bien el grado de
dependencia entre variables. De hecho, lo primero que se calcula es r, para ver si tiene sentido
0 no obtener a continuacion la recta de regresion.

29 No tiene unidades.

39 Puede demostrarse que -1<r 1. Las posibilidades son las siguientes:

r=1 r~1 r~o r~-1 r=-1
Dependencia Correlacion fuerte Correlacién débil Correlacion fuerte Dependencia
funcional (directa) (directa) (o dispersion fuerte) (inversa) funcional (inversa)

Por ejemplo, en las tres nubes del comienzo de este apartado tenemos r=0,99, r=-0,29 y r=-0,95
respectivamente.

4% Cuanto mas proximo sea |r| a 1 mas tenderan a ser coincidentes las rectas de regresion de y sobre
x y de x sobre y.

Ejemplo 4: Vamos a calcular el coeficiente de correlacion correspondiente a la recta de regresion calculada
en el apartado anterior para la estatura y el peso de 20 alumnos de 1° de Bachillerato.

Recordemos que obtuvimos: s, = 6128
2

S, 269,24 = s, =832

Con estos parametros, la recta de regresion (de y sobre x) era: y =0,89x — 91,74

Vemos que para calcular r mediante (6) nos falta s,.. Por tanto, tendremos que afiadir una nueva
columna, correspondiente a Eyiz:
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Estatura Peso N
(cm) (kg) Xi Vi xi? yi v
. ; i-Yi i i 3 ;yl 1184
i Yi y= =" =59,2kg
164 53 8692 26896 2809 ':I 20
175 62 10850 30625 3844 2
D2 T Y ,
165 48 7920 27225 2304 S =N Y T 992 =696 kg
170 60 10200 28900 3600 =, 2985 kg
168 47 7896 28224 2209
157 52 8164 24649 2704
167 50 8350 27889 2500 Finalmente, sustituyendo Sy, Sy y Sy
172 52 8944 29584 2704 en (6) obtenemos
177 63 11151 31329 3969
160 54 8640 25600 2916 ;o> _ 6128 6128 .
168 63 10584 28224 3969 | s.s, 832985 8196
160 51 8160 25600 2601
164 50 8200 26896 2500 es decir, las estimaciones a partir de la
174 80 13920 30276 6400 recta de regresion tienen una fiabilidad
170 65 11050 28900 4225 del 75%.
182 63 11466 33124 3969
161 60 9660 25921 3600 En resumen, cuanto mas se aproxime r
171 62 10602 29241 3844 a 1 o -1 mayor validez tendra toda
173 63 10899 29929 3069 estimacion obtenida de la recta de
194 86 16684 37636 7396 regresion. A partir . de _r,::t0,80 se
5 > puede aceptar la estimacion.
3x;=339 | Xy;=118 | Xx;y;=202032 | Xx;"=57666 | Xy;"=72032
2cm 4 kg cm-kg 8 cm? kg2

Ejercicio 3: Calcular el coeficiente de correlacion correspondiente a la recta de regresion calculada para las
temperaturas maxima y minima (en °C) en una determinada localidad a lo largo del afio:

Xi Vi
16 7 112 256 s?=14,91
17 10 170 289
19 12 228 361 y=14.42
19 13 247 361
21 15 315 441 n
25 19 475 625 . ;yiz _)_/2 _
28 21 588 784 Y TN
27 22 594 729
23 18 414 529 ( Sol :s, =4,60)
21 15 315 441
18 12 216 324 Sy _ ¢ Sof :=0,98)
17 9 153 289 S, S,
wxi=251 | Ly;i=173 ?Xiyi:%z ™xi2=5429 | nyi’=

Ejercicios final tema: 6 y ss.
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13 EJERCICIOS de ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

Frecuencias, tablas y graficos:

1. Dos fotégrafos hacen una exposicion de fotos grandes, medianas y pequefias, cuyo nimero es:

Grandes Medianas | Pequefias

Fotdégrafo 1 9 8 7

Fotdégrafo 2 10 11 5

a) Calcular los 5 tipos de frecuencias vistos en el tema (utilizando cuatro tablas en total):
— frecuencias absolutas bidimensionales
) una tabla
— absolutas marginales
— relativas bidimensionales
una tabla
— relativas marginales
— condicionadas — dos tablas
b) Diagramas de barras de frecuencias absolutas bidimensionales

2. Los ingresos mensuales, en €, en cuatro sucursales de loterias y apuestas, han sido los siguientes:

Lot_eria Primitiva DS Bonoloto Euromillones Gor'do'c'ie

Nacional por Internet la primitiva
Centro 10529 5139 1288 1053 568 311
Aeropuerto 3179 1259 314 218 200 97
E;é”:f;?]” 2115 1495 376 229 135 106
Bagiilzrde' 7386 4875 1015 950 417 309

a) ¢Qué % supone la Loteria Nacional por sucursal? (Construir la tabla necesaria para responder a esta
cuestion) ¢ Qué tipo de frecuencia es?

b) ¢Qué % se ha jugado en la sucursal del aeropuerto en cada tipo de apuestas? (Construir la tabla
necesaria para responder a ello) ¢ De qué tipo de frecuencia se trata?

Nube de puntos:

3. Se pregunta a los 20 alumnos de una clase sobre la talla de su calzado y el nUmero de hermanos
(contandose él), obteniéndose los siguientes resultados:

(38,4) (41,2) (38,2) (37,2) (37,3) (36,2) (37,3) (38,4) (42,5 (38,3)
(40,2) (38,3) (42,3) (46,4) (38,2) (39,3) (43,1) (48,1) (40,2) (36,2)
a) Obtener la nube de puntos.
b) Razonar si se trata de una relacion funcional o estadistica.

c) ¢Si compararamos talla de calzado y estatura la nube seria tan dispersa?
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4. En una copisteria los precios de las fotocopias son los siguientes:

N° fotocopias | 1

4

10

Precio (cent)

10

15

20

25

30

35

40 | 45

50

a) Representar la nube de puntos.

b) ¢Se trata de una relacién funcional o estadistica? En caso de ser funcional, indicar la ley o férmula que

siguen.

5. Las temperaturas maxima y minima (en °C) en una determinada localidad a lo largo del afio han sido las

siguientes:
ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL AGO SEP OCT NOV DIC
Méaxima | 16 17 19 19 21 25 28 27 23 21 18 17
Minima 7 10 12 13 15 19 21 22 18 15 12 9

a) Representar la nube de puntos.

b) Razonar si es una relacion funcional o estadistica.

¢) Indicar qué grado de dispersion se observa y si hay o no cierta correlacion entre ambas variables

NOTA: En los ejercicios que siguen, y en el examen, a la hora de hallar los parametros estadisticos que
conduzcan a la obtencién del coeficiente de correlacion y a la recta de regresion es obligatorio construir
la tabla estadistica apropiada, aunque también se recomienda comprobar los calculos mediante
calculadora (0 mediante Excel).

Correlacién y regresion:

6. Para cada una de las distribuciones bidimensionales que siguen dibujar la nube de puntos y construir una
tabla apropiada para hallar el coeficiente de correlacion y, si procede, la recta de regresion de y sobre x:

a) d)
N° horas N° horas | N°suspensos

estudio (E) TV (T) (S)
X 2 3 4 5 6 4 2 1
y 4 2 5 4 6 5 15 0
4 2,5 3
b) 2,5 4 2
6 0,5 0
Clasificacién 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 0,5 55 6
Ganados (G) 27124120 (18|19 |16 |18 | 15| 15| 15 5 2
Empatados (E) | 12 |15 |11 (11| 9 [13| 9 |14 |12 |12 4 °
. 2,5 3

Perdidos (P) 5 5113 |15|16 |15 |17 |15 | 17 | 17
4,5 1,5 2

Puntos (PT) 66 | 63 | 51 | 47 | 47 | 45 | 45 | 44 | 42 | 42
3 3,5 4
para las variables (G,P), (G,PT) y (G,E). 15 S 3
3,5 2,5 4
c) 5,5 3,5 1
Gastos en publicidad 11 213lals|el7]s 25 _ 3,5 3

(miles €) para las variables (E,T), (E,S) y (T,S)
Ventas (miles €) 15|16 |14 | 17 | 20 | 18 | 18 | 19
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7. La evolucién de los asuntos que entraron por la via civil y penal en una determinada localidad se expresa en

la siguiente tabla:

Anos | Juzgado civil | Juzgado penal
2010 134 87
2011 171 107
2012 196 135
2013 199 143
2014 216 168

¢,Cudantos asuntos cabe esperar en el juzgado penal un afio que se hayan recibido 300 en el civil?

8. Laevolucion del SIDA en Espafa desde su aparicion viene expresada en la siguiente tabla:

Afo N° de casos N° de muertos
1981 1

1982 6

1983 17 17

1984 46 43

1985 164 128
1986 437 274
1987 624 322

En un afio que se vayan a presentar 700 casos, ¢cuantos muertos se prevén? ¢ Tendria sentido hacer una
estimacion para, por ejemplo, 1000 casos? (Sol: y=0,53x+14,21)

9. Se determina la pérdida de efectividad de un determinado preparado farmacéutico con el tiempo y se

obtiene el siguiente resultado:

Tiempo (meses)

Actividad (en %)

90 | 75

42

30

21

a) ¢Qué % de actividad quedara a los 6 meses?

b) ¢En cuanto tiempo la actividad se reduce al 50 %?

10. La evolucion del IPC y la tasa de inflacion en los primeros nueve meses de un afio viene reflejada en la

siguiente tabla:

ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL AGO SEP
IPC 07111 | 1,7 2 19119129 29| 3,8
Inflacion 6 6 6,3 162584914945 |44

¢, Qué tasa de inflacién es razonable esperar en un mes en el que el IPC sea 4,57

11. El nimero de separaciones matrimoniales y divorcios en una determinada provincia en el periodo 2010-2014

se distribuye segun la siguiente tabla:
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Afio | Separaciones Divorcios
2010 2357 4000
2011 2586 3428
2012 2689 2903
2013 2821 2711
2014 3073 2910

¢Cuantas separaciones se prevé que se produzcan en un determinado afio sabiendo que hubo 3600
divorcios? (Sol: y=-1,63x+7605,97; 2457 separaciones)

12. Las puntuaciones obtenidas por un grupo de escolares en una bateria de test en la que se trata de medir la
habilidad verbal y el razonamiento abstracto, son las siguientes?
Habilidad verbal
[10-20) | [20-30) | [30-40) | [40-50]
o [15-25) 5 3
S ol [25-35) 2 6 1
= O
§ 8| [35.45) 1 4 2
s A
g ©| [45-55) 3 3
[55-65] 1 2
¢ Qué puntuacion en razonamiento abstracto esta previsto que tenga un alumno que tuvo 45 en habilidad
verbal?
13. TEORIA:

a) Si el valor absoluto del coeficiente de correlacion lineal es muy préximo a la unidad, ¢podemos estar
seguros de que las previsiones que realicemos seran fiables? ¢Podemos extrapolar los resultados
obtenidos?

b) ¢Puede ser la varianza de una variable negativa? ¢, Y la desviacion tipica? ¢ Y la covarianza? Razonar las
respuestas.

¢) Los nimeros 0,95, -0,29, -1, 0,75 y 0,89 son los coeficientes de correlacion de las distribuciones
bidimensionales cuyos diagramas de dispersion se adjuntan. Asignar a cada diagrama su coeficiente:

.. = '.
- . -
. :...' e . ! . . .'.E:n
1 2 3
! .
. .
.
.
.
. e, .
» .. . .
.
ce .t .
4 . 5 .
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d) Razonar qué tipo de relaciéon —correlacién directa o inversa, funcional, etc. — presentan los siguientes
pares de variables:

Goles a favor y goles en contra de los equipos de futbol de 12 division.

Estatura media de los padres y de los hijos de una serie de familias.

Notas de los alumnos de 1° Bachillerato B en Filosofia y Educacion Fisica en una evaluacion.
Notas de los alumnos de 1° Bachillerato A en Matematicas y Fisica en una evaluacion.

Edad del marido y la mujer en un conjunto de matrimonios.

Altura de un objeto que se deja caer y tiempo de caida, en una serie de lanzamientos desde
diferentes alturas.

Distancia de lanzamiento y niumero de canastas de un jugador de baloncesto tras una serie de
intentos.

indice de mortalidad infantil y promedio de horas de televisién por habitante de un conjunto de
paises.

indice de mortalidad infantil y nimero de médicos de un conjunto de paises.
Kwh consumidos en las viviendas de un edificio en un mes y coste del recibo de la luz.
Numero de personas que viven en cada casa y coste del recibo de la luz.

e) Si conocemos el signo de la covarianza, ¢podemos afirmar algo sobre la correlacion? ¢ Qué valor toma r
cuando la covarianza es nula?

f) ¢Tiene sentido calcular la recta de regresion de una distribucion bidimensional sabiendo que r=0,17?
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FORMULAS de TRIGONOMETRIA

m

o
180°

REGLA DE TRES :

GRA‘;DEl

SUSTITUIR T rad = 180°

v
[RADIANES

cateto opuesto
sEno= — @ coseco= )
hipotenusa seno
cateto adyacente
tos e = : @ seCo = (5)
hipotenusa CosSo
cateto opuesto SEno 1 —
tg e = = (©)) ctgo = —— = (6)
cateto adyacente COSc e Seno

30° 450 60° . " @
SeMfo+cos o =1
sen 1 £ N3
2 2 2 N n
T+t o= ———=sec a| B
cos ﬁ £ 1 Ccos o
2 2 2
- 1 .
tg £ 1 V3 T+ctya = — =cosec o (9)
3 SEN o
Sen [—o)=—5en
- DL}T (-a)=-1tg o
cos (-a)= cosa
Aplicar
180°- ANGULOS OPUESTOS

. Sustituir
Aplicar

180°+a

(10)

sen (180%-a)= sena

cos (180%-g) = -cos o

} tg (180°%-a)= ~tg o | (A1)

ANGULOS SUPLEMENTARIOS

gen (180°+a) =-sen o
cos (180%+4a) = - cos o

} tg (180°+e) = tg oo | (12)

sen (Q0%-q) =cos o
cos (90°-o)=senow

ANGULOS que DIFIEREN 180°

} tg (-] =ctgae| (13)

ANGULOS COM

PLEMENTARIOS

sen (P0%+a) = cos o

gen (wtfpl=seno cosptcose senf

tgee 2ty
Txtge tgp

cos (90°+o) = —sen o

} tg (90°+o) = - cig o | (14

cos (e tp)=cos e cospFsena senp

}:‘» tg fo +p) =

RAZONES de la SUMA y RESTA

(15)

ANGULOS que DIFIEREN 90°
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[
sen2o = 2 seno COS sEn —-=
* - * m = tg2m=2t—gf‘ (16) 2
COSZo. = COS™ ol— Sen ~o 1- 0w o
CO0S — =
ANGULO DOBLE 2
senA+senbB = 2 sen A;B COS A;B
send-senB= 2 cos A+B sen A-B
2 2 (18)
cosA+cosB= 2 cos A;B COs “EEB
cosA-cosB =-2 gen A;B SEn A;B

TRANSFORMACIONES de SUMAS o RESTAS en PRODUCTOS

a 1] o
sen A senB senC

TH. del SENO

(19)

a=b"+c*-2bc cosA
b*=a*+c*-2ac cosB

cf=a*+b*-2ab cosC

TH. del COSENO

295

ANGULO MITAD

C
a b
B c A
1
A=—bcsend
2
(20) A= i ac senB (21)
2
1
A=—ah C
5 ab sen

AREA del TRIANGULO
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FORMULAS de VECTORES

COORDENADAS DEL PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO: M

COORDENADAS DEL VECTOR QUE UNE DOS PUNTOS: |AB=B-A

_A+B
2

@

@

de los vectores de la base, es decir,

IapeR! w=rutpv »

- - >
«Se dice entonces que Ayp~son las coordenadas de W en la base {u,v}»

- > —
«{u,v} forman una base de V? si cualquier w se puede expresar como combinacion lineal

©)

DEFINICION: «Dos vectores son ortonormales si son L y unitarios»

DEFINICION: «Dos vectores son ortogonales si son L»

=
. - 2 2
MODULO DE u = (a,b): Jul=~va*+b
—>/ -
VECTOR CON LA DIRECCION DE u Y UNITARIO: u/|ul
5 Q
PQ —>
P DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS: d(P,.Q) =|PQ|
d(P.Q)
N - - - -
v DEFINICION DE PRODUCTO ESCALAR: (U Vv =[[u]| || v || cosa
-
o u -> -
EXPRESION ANALITICA DEL PRODUCTO ESCALAR: |U-V =(a,b) - (c,d) =ac +bd

- - - o
CONDICION DE PERPENDICULARIDAD: uv=0<uly
VECTOR L A 4= (a,b): n=(-ba)
\
- -
i u-v
ANGULO ENTRE DOS VECTORES: Cosa =— =
. u [Jull Il vl

del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 296
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(6)

@)

®)

(©)

(10)

(11)

(12)

(13)
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RESUMEN de RECTAS

X=a+Aiu X—a -b =
b 7\} =Y Ax +By +C =0| donde u, =(-B,A)
y=0b+av despejar 1 u % operando -
; i RAL. o IMPLICITA
PARAMETRICAS ~ © lgualar CONTINUA GRAL. 0 c
agrupando
términos
v
y-b=m({x-a) |dondem=— =my+n
(-] q=nF
PUNTO-PENDIENTE EXPLICITA
y A
y=k /
: y=X x=k’
(bisgétriz del 1% cuad.)
=tga
X
y=-X
(disectriz del 2° cuad.)
-+ = Ui
uru$]=—1 ! S_I (€]
a1
tgo = e = m| ©
T+ m,m,

()

COND. de
PARALELISMO

CONDICION de PERPENDICULARIDAD

|4, + By, +C|
- AT

DISTANCIA PUNTO-RECTA

diP.n ®)
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COCIENTE EN FORMA POLAR:

POTENCIA EN FORMA POLAR:

FORMULA DE DE MOIVRE:

RAICES EN FORMA POLAR:

ro (1
e )
o a—-o

(r.)'=(r") . ©®)

[r(cos<>c+isena)]n =r"(cos no.+isen na) @)

2D N ALFONSO GONZALEZ
ea . |.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS
FORMULAS de COMPLEJOS
DEF: i0:1
.1,
i =i
i’=-1| es decir, J-1=i @)
.3
iT=-i
eje C . r=~a? + b?
FORMA BINOMICA — FORMA POLAR
z=a+bi a+bi b " (@)
bl----------5 ] i a=arctg N (jHacer dibujo!)
1
. HE] :
|“ 1
a=arg(z) | ejeR
a FORMA -
TRIGONOMETRICA
r (cosa+isena)
PRODUCTO EN FORMA POLAR: ol = (r -r’)am, @)

R=4r
yr, :Rﬁ,donde

_ a+k-360°
n

p

,donde k=0,12,....n-1

®)

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 298



-~ S

2

Fernando de Mena™

1LES. "I
rr—

Cuted Anal)

Matematicas |

Transformaciones de funciones

y=f(x)tk

TRASLACION
hacia ARRIBA

TRASLACION
hacia ABAJO

y=f(xtk)

TRASLACION
haciala
IZQUIERDA

TRASLACION
hacia la
DERECHA

y=k-f(x)

k>1

CONTRACCION

O<k<1

EXPANSION

-1<k<0

(Reflexion +)
EXPANSION

k<=1

(Reflexion +)
CONTRACCION

y=-f()

REFLEXION
respecto al EJE
X

y=f(-x)

REFLEXION
respecto al EJE
Y
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GRAFICAS MAS REPRESENTATIVAS

y=x’

[N

N

2] b
ICA™

w

1¢ CUADRANTE

- N s e o

':]ZHII-’I:I-

~

ICAC
2

En general, las curvas y=x", siendo n
positivo par, tienen esta forma.

(cuanto mayor es n, mas acusada es
la curvatura)

En general, las curvas y=x", siendo n
positivo impar (%1), tienen esta forma.

(cuanto mayor es n, mas acusada es
la curvatura)

En general, la grafica de y=|f(x)| se
obtiene reflejando la de f(x) respecto
al eje OY en el semiplano superior.

En general,
_ax+b
cx+d

donde c#0, es una hipérbola.
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y=1/x*

T

,12 EY - L
_}/

¥ )i 7 ¥

‘ CURVA

e I

Nombre

Alfa
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
lota
Kappa

Lambda

MinUscula @ Mayuscula

a

6,9

K

A

Simbolo

A

B

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

24

My
Ny
Xi
Omicron
Pi
Rho
Sigma
Tau
ipsilon
Fi
Ji
Psi

Omega

[ Y L | S S It N |

TANGENTE

= 940 | m| =z | Z

QX B

1 En honor de Maria Agnesi, matematica italiana del siglo XVIII, que fue la primera en investigar las propiedades de las curvas de este

tipo.
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Scalfomas [usd Anal)

FORMULAS de LOGARITMOS

Definicion de logaritmo:

Sistemas de logaritmos mas utilizados:

loggN = x < a*

=N

(donde a>0, a=1)

NOMBRE BASE NOTACION DEFINICION
Logaritmo decimal a=10 log log N=x <10 =N
Logaritmo neperiano.* a=e Ln, In INN=x<eX =N

Formulas del calculo logaritmico:

(todas son validas en cualquier base)

Casos particulares:

Formula del cambio de base:

@

log(p-q)=log p+log q @
P _
log a =logp-logq ®)
1
logp" = nlogp| [log ¥p = —logp @y©)
log X =x a*%® —x| 6y Ine* =x enX —
Iogaa=1 Ioga1=0 (8)y (9) fine=1] [in1=0]
log x
log, x =2 (14)
log a

! En honor a John Napier (Neper, en latin), matematico inglés (1550-1617) inventor de los logaritmos.

302

donde e = 2,718281828459... se llama
cte. de Euler; es un numero irracional.

(10)y (1)

(12)y (13)
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FORMULAS de ESTADISTICA

f
FRECUENCIA RELATIVA: h, = N' )
N° DE INTERVALOS DE CLASE PARA N DATOS: n° clases = VN @
P fi
ALTURA DE CADA RECTANGULO EN UN HISTOGRAMA: & =—" (3)
amplitud
;i fi o
GRADOS CORRESPONDIENTES A CADA SECTOR EN UN GRAFICO DE SECTORES: oy = N h,;-360 4)

discreta: diagrama de barras <> poligono de frecuencias

o diagrama de sectores

cuantitativa:
continua: histograma <= poligono de frecuencias

variable < diagrama de sectores

cualitativa: diagrama de barras (jnunca frecuencias acumuladas!) <= poligono de frecuencias

diagrama de sectores
pictogramas, cartogramas, piramides de poblacion...

\
> Ex;
MEDIA ARITMETICA: X= ”T (5)
n —\2 n
Zf,(xi—x) D fx? .,
VARIANZA: V=12 =it -X (6)
N N

DESVIACION TIPICA: 7)

) s
COEFICIENTE DE VARIACION: CV.= = ®
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TABLA DE DERIVADAS ELEMENTALES

: FUNCIONES COMPUESTAS
FUNCIONES SIMPLES: (Regla de la cadena)
1 y=k y'=0
2 y=X y'=1
3 y=K-x y'=k y=k-u y'=k-u’
4 y=Xn (I’IER) y,=n'xn—l yzun (neR) y’=n-u"'1-u’
5 y=uzv y'=u'zv'
6 y=u-v y'=u-v+u-v’
u L uv-u-v
7 y - 7 y - VZ
1 1 1 U
8 y=" y=-z y=1 Y=
9 =x y=— =u y=—"4
y= 2Vx y= 2Ju
10 y =%¥x hacer y=x"" y=%u hacer y=u"

NOTA: en esta tabla k es cualquier constante, y u y v son funciones.

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin animo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 304




A Matematicas | 1° Bach. CCNN
~ ALFONSO GONZALEZ
— |.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

FORMULAS de DERIVABILIDAD

Derivada de una funcién en un punto, [f’(a)]:

oo farh)—f(@) . ey e 1) = (@)
f'(a) = lim | @, obien: f'(a) = lim —~a | @
. f(x+h)—f(x
Funcion derivada, f’(x): () = lim % (3)
Ecuacién de la recta tangente a f(x) en x=a: y-f(a)=f'(a)(x-a) (4
Teorema 1- f'(@)>0=f(X) creC|en.te enx=a ®)
f'(a) <0 = f(x) decrecienteen x = a
Teorema 2: x=aesMomde f(x)=f'(a)=0 (6)
Consecuencias: | Los candidatos a M 0 m son los que anulan f’ (x) @)
Si f /(x) no se anula nunca, no hay M nim (8)
Corte con los ejes:
CORTE CON: ¢ COMO SE CALCULA? ¢CUANTOS CORTES PUEDE HABER?
. haciendo y=0 . .
eje x , ., ninguno, uno, o varios
(habré gue resolver una ecuacion)
ejey sustituyendo x=0 uno o ninguno
Definicion de asintota vertical: lim f(x) = WP : & x=a AV. 9)
Definicidon de asintota horizontal: l'[l]c f(x)=L<y=L AH. (20)
)
m= lim @
Definicién de asintota oblicua: oebom) X =y=mx+n esAO. (11)
n= Ilr(n ) [f(X) —mX]
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PRINCIPALES SIMBOLOS MATEMATICOS

SIMBOLO SIGNIFICADO
1 v Para todo
2 3 Existe al menos uno
3 3! Existe un Unico
4 i No existe
5 / Tal que
6 Tal que
7 < Menor que
8 = Igual que
9 > Mayor que
10 < Menor o igual que
11 > Mayor o igual que
12 00 Infinito
13 0 Composicion de funciones
14 oc Proporcional a
15 L Perpendicular a
16 # Distinto de
17| ~ =2 o~ Aproximadamente igual a
18 = Idéntico a
19 U Unién de conjuntos
20 N Interseccion de conjuntos
21 c Contenido en
22 -) Contiene a
23 € Perteneciente a
24 z No perteneciente a
25 1] Conjunto vacio
26 = Implica
27 o Si y solo si
28 > Sumatorio
29 II Productorio
30 N NuUmeros naturales
31 Z NuUmeros enteros
32 Q NuUmeros racionales
33 I Numeros irracionales
34 R NUmeros reales
35 C NuUmeros complejos

! En realidad esta notacion no es muy estandar; la forma correcta de nombrar los irracionales seria R-Q
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