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Unidad 1 – Matrices 

PÁGINA 7 

SOLUCIONES 

1. La resolución de los sistemas puede expresarse de la forma siguiente:

 La segunda matriz proporciona la solución x 5,y 6.= =  

 La última matriz proporciona la solución x y z2, 3, 4.= = =  



2

2. Veamos que P P2 .=  Para ello,

 Las igualdades anteriores son debidas a: 

(1) la definición de la potencia al cuadrado;

(2) la hipótesis PQ P;=

(3) la propiedad asociativa del producto;

(4) la hipótesis QP Q;=

(5) la hipótesis PQ P.=

3. La que indica las relaciones existentes en el grafo es:

Solucionario.es

https://solucionario.es
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PÁGINA 23 

 

SOLUCIONES  

1. Supongamos que la edad de la madre es de 39 años; imponiendo las condiciones del 
problema, obtenemos:  

P H H H H P H H H H

P H H H H

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

393939 39 10101

37 13 7 3 1

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

 

Luego si la madre tiene 39 años, el padre tiene 37 y los cuatro hijos tienen respectivamente, 
13, 7, 3 y 1 años. 

 

Observamos que si partimos de que la madre tiene 38 años obtenemos la misma respuesta, 
e igual que para 37, 36, 35 años. Es decir, independientemente de la edad de la madre, nos 
salen las edades del padre, 37 años, y las edades de los hijos: 13, 7, 3 y 1 años. 

 

En general la madre tendrá xy años xy x y10= + años. 

 

xyxyxy
xyxyxy xy P H H H H P H H H H

xy
1 2 3 4 1 2 3 4= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

Ahora bien: 

 

xyxyxy x y x y x y

xy x y

x y x y

x y x y

100000 10000 1000 100 10

10

101010 10101 10101(10 )
10101

10 10

+ + + +
= =

+

+ +
= = =

+ +

 

 

Descomponemos 10 101 en factores y es: 10101 37 13 7 3 1= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

Luego las edades serán: 

Q H

H H

H

3

1 4

2

37años 3años

13años 1año

7años

= =

= =

=
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2. Llamamos x, y a los números. Se debe cumplir que: 

x
x y x y

y
+ = ⋅ =  

Resolviendo:  

xx y x y
y

xx
x y

xy x yy 2

1

1

+ = ⋅ 
⇒ =

−
⋅ = ⇒ = ⇒ = ±

 

Luego para 
x

y
x

1 1
1

= + ⇒ =
−

no tiene solución. 

Para 
x

y x
x

1
1 1

1 2
= − ⇒ = − ⇒ =

−
 

La solución válida es: x y
1

; 1
2

= = −  
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SOLUCIONES 

1. Realizando las operaciones indicadas y aplicando la igualdad de matrices, obtenemos:

 Resolviendo el sistema, a 5, b 12, c 6, d 4.= = = − = −  

2. La solución en cada caso queda:

3. Los productos quedan:
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4. Los productos posibles son: 

      

5. En general, las igualdades anteriores no son ciertas, ya que el producto de matrices no es 
conmutativo. 

      

6. Llamamos A y B a las matrices numéricas que aparecen en cada uno de los sistemas. 
Resolvemos éstos por el método de reducción y obtenemos: 
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7. En cada uno de los casos queda: 

      
La solución del sistema es c a d0,= =  y b cualquiera. 

Por tanto, las matrices que conmutan con 
1 1

0 1

 
 
 

 son de la forma 
a b

a0

 
 
 

 con a y b números 

reales cualesquiera. 

De una forma análoga obtenemos que las matrices que conmutan con 
1 2

-1 0

 
 
 

 son de la 

forma  
d c c

c d

2− − 
 
 

 

8. Las operaciones quedan: 

a)  ( )tC A 7 1⋅ = −                                    b) t tA B

12 9

0 1

9 4

− 
 

⋅ =  
 − 

 

c) tC C

8 4 12

2 4 2 6

12 6 18

 
 

⋅ ⋅ =  
 
 

                        d) tB A C
3

5

− 
⋅ ⋅ =  

− 
 

9. Toda matriz cuadrada A puede expresarse de la forma 
t tA A A A

A
2 2

+ −
= + . 

En la suma anterior, el sumando 
tA A

2

+
 es una matriz simétrica y el sumando 

2

tA A−
 es una 

matriz antisimétrica. 

Las descomposiciones pedidas son: 
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10. En cada uno de los dos casos queda del siguiente modo: 

 

Calculamos las potencias sucesivas de A y B. 

 

Observamos que las potencias de la matriz A se repiten de cuatro en cuatro. Así: 

 

Calculando las sucesivas potencias de 
0 2

1 0
B

 
=  
 

obtenemos que: 

2 2 0

0 2
B B B

 
= ⋅ =  

 
         3 2 0 4

2 0
B B B

 
= ⋅ =  

 
 

 

4 3 4 0

0 4
B B B

 
= ⋅ =  

 
       5 4 0 8

4 0
B B B

 
= ⋅ =  

 
 

  
Podemos continuar y observar que las potencias pares siguen una recurrencia y las impares 
otra. Es decir: 

Si n es par 
2

2

2 0

0 2

n

n

n
B

 
 

=  
 
 

 y si n es impar 

1

2

1

2

0 2

2 0

n

n

n
B

+

−

 
 

=  
 
 

 

 

Por tanto 
30

59

29

0 2

2 0
B

 
=  
 
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11. Quedan del siguiente modo: 

 

 

 

b) 

a) 

c) 

d) 
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SOLUCIONES  

12. Las triangulares equivalentes son: 

 

      

      

13. Las inversas quedan del siguiente modo: 
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14. Queda: 
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15. Queda: 

      

16. Realizamos operaciones elementales en las filas de las matrices, obteniendo matrices 
equivalentes. 

 

   

 

 

 
 

1 2 2−
3  

0 1 1 
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17. Queda del siguiente modo: 
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18. Quedan: 

 

      

      

19. La solución queda: 
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20. Quedan: 

 

         

        

21. Las respuestas quedan: 

 

a) En el caso de que la matriz A tenga una dimensión m n× , con 1m ≠ , es imposible 

encontrar la matriz B cumpliendo las condiciones pedidas. En el caso de que la matriz A 
tenga dimensión 1 n× , la matriz B tendrá dimensión n m×  y la matriz resultante será la 

matriz fila 1 m× . 

 

b) ( ) ( )t t t t t tA A A A A A+ = + = +   por tanto la matriz ( )tA A+ es simétrica pues coincide con su 

traspuesta. 

 

c) Una matriz A es antisimétrica si tA A= − . 

      Veamos cómo son las potencias sucesivas: 

     2 2( ) ( ) ( ) ( )t t t tA A A A A A A A= ⋅ = ⋅ = − ⋅ − = , luego 2A  es simétrica. 

     3 2 2 2 3( ) ( ) ( ) ( )t t t tA A A A A A A A= ⋅ = ⋅ = − ⋅ = − , luego 3A  es antisimétrica. 

Por tanto, las potencias pares son matrices simétricas y las potencias impares son 
antisimétricas. 

a) 

b) 
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22. Sean X, Z, Y tres matrices de dimensiones m n× , p q×  y r s× , respectivamente. 

Si es posible calcular XZ tiene que cumplirse que n p=  y la dimensión del producto es m q× . 

La dimensión de tY , s r× , debe coincidir con la de XZ, es decir, con m q× ; lo que implica que 

s m=  y q r= . 

Con las condiciones anteriores, las dimensiones de las matrices anteriores son m n×  para X, 

q m×  para Y y n q×  para Z. 

Es posible calcular tZY X−  ya que se puede efectuar el producto ZY  resultando de 
dimensión n m× , dimensión que coincide con la de la matriz traspuesta de X. 
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SOLUCIONES 

23. La solución es:

1. 0b = , entonces 0a =  ó 1a = , y 0d =  ó 1d = . Las matrices solución son:

2. 1a d= − , entonces 2b d d= ± −  con [ ]0,1d ∈ . Las matrices solución son: 

24. Queda del siguiente modo:

 El valor que hace que la última matriz sea la matriz nula es 1k = . 
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25. Queda: 

      

26. Queda del siguiente modo: 

      

27. Queda: 
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28. La solución es: 

      

      

29. Calculamos la posible matriz inversa por el método de Gauss-Jordan, obteniendo: 

 

       

 

      



 

 23

La matriz M siempre es invertible, ya que a y b no pueden ser 0 simultáneamente entonces 
2 2 0a b+ ≠ . 

La matriz inversa de M es: 

      

30. Queda: 

      

      

31. La solución queda: 

 

a) Calculamos 1A−  mediante el procedimiento de Gauss-Jordan. Para ello intercambiamos 
las filas primera y segunda y, posteriormente la segunda y la tercera para obtener: 

 

           

 

b) Teniendo en cuenta que  1tA A−
= siguiendo la definición de matriz inversa obtenemos la 

siguiente expresión 1 1t tA A A A I− −
⋅ = ⋅ =  y 1999 1 1999 1999( ) ( )tA A A A I I−

⋅ = ⋅ = = . 
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32. La solución queda: 

 

     Rango 

1 1 2 0

1 3 1

2 1 5 1

m

m m

 
 
 
 + + 

  =  rango 

1 1 2 0

0 1 1 1

0 1 1 1

m

m m

 
 

− 
 − + 

  =  rango 

1 1 2 0

0 1 1 1

0 0 0

m

m

 
 

− 
 
 

 

 
     Por tanto, si 0m =  el rango es 2 y para todos los demás valores de m el rango es 3. 

33. En cada uno de los casos queda: 

 

     a) 2

1 0 2

2 1 4 2

1 0

x x x

x

− = − −    

La matriz A tiene inversa para todos los valores de x excepto aquellos que anulen el 

determinante de A, es decir, 1 2 2A x−
∃ ∀ ≠ − ±  

 

     b) 1

1 2 2

1 2 3

1 1 1

A−

− − − 
 

= − − − 
 
 

 

 

     c) La matriz X ha de ser de dimensión 3x2. Despejando obtenemos:  1X A B C−
= ⋅ ⋅  

 

         Calculando la matriz 1A− para 1x =  y sustituyendo obtenemos:   

1 2
1

1 2
7

3 1

X

− 
 

= − 
 
 
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Unidad 2 – Determinantes 

PÁGINA 33 

 

SOLUCIONES  

1. Las matrices buscadas son las siguientes: 

 

      

2. Haciendo ceros escalonamos las matrices, obteniendo: 

 

      

 

    
  

, luego el rango es 2. 



 

 2

 

     c) 

2 0 2 0 2

0 2 0 2 0

2 1 0 2 1

0 1 0 1 0

 
 
 
 
 
 

                        

2 0 2 0 2

0 2 0 2 0

0 1 2 2 1

0 1 0 1 0

 
 
 
 − −
 
 

                        

2 0 2 0 2

0 2 0 2 0

0 0 4 2 2

0 0 0 0 0

 
 
 
 − −
 
 

 

 

     El rango es 3. 
 
 

     d) 

1 1 1 1 1 1

1 3 1 1 2 1

1 1 4 1 3 1

1 1 1 7 4 1

3 5 3 5 7 3

 
 
 
 
 
 
 
 

                        

1 1 1 1 1 1

0 2 0 0 1 0

0 0 3 0 2 0

0 0 0 4 3 0

0 2 0 4 4 0

 
 
 
 
 
 
 
 

                      

1 1 1 1 1 1

0 2 0 0 1 0

0 0 3 0 2 0

0 0 0 4 3 0

0 0 0 4 3 0

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

    El rango es 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

F3 – F1 → F3 2F3 – F2 → F3 
 

2F4 – F2 → F4 

 

F2 – F1 → F2 

F3 – F1 → F3 

 

F4 – F1 → F4 

F5 – 3F1 → F5 

 

F5 – F2 → F5 
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PÁGINA 47 

 

SOLUCIONES  

1. La solución queda: 

 

      

 

     Eliminando el parámetro m, obtenemos la ecuación del lugar geométrico:  3 2 3 0y x y ax+ − =  

2. Al construir pirámides tetraédricas de bolas aparecen los números tetraédricos:  

 

1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, … 

 

que forman una progresión geométrica de tercer orden de término general: 
( 1)( 2)

6

n n n+ +
 

•••• Si las dos pirámides son iguales, el mínimo número es 20 bolas, con lo que formaría una 
pirámide tetraédrica de arista 4 a partir de dos tetraédricas de arista 3. 

 

•••• Si las pirámides iniciales no son iguales, el número mínimo de bolas es de 680, número 
obtenido al sumar las bolas de dos pirámides tetraédricas de aristas 8 y 14, y bolas 120 y 
560. 

La nueva pirámide tetraédrica formada por 680 bolas tiene de arista 15, pues: 

 

( 1)( 2)
680 15

6

n n n
n

+ +
= ⇒ =  

 
 

La recta OP es: y mx= ⇒  el punto P es  ( ),aP a
m

. 

Luego el punto Q es ( ),0aQ
m

 y el punto M es el 

punto de intersección de la recta OP y mx≡ = , y la 

recta perpendicular a ésta pasando por Q, que 

quedaría 2m y mx a+ = , por tanto:  

 

2 3 3

y mx a am
x y

m y mx a m m m m

= 
⇒ = =

+ = + +
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SOLUCIONES  

1. Las soluciones son:  

      

2. Aplicando la regla de Sarrus se obtiene: 

 

      

3. Queda del siguiente modo: 

 

      

4. Decimos que:  

 

a) El término 25 51 44 13 32a a a a a  es el mismo que 13 25 32 44 51a a a a a , que se corresponde con la 

permutación de orden 5: 35 241. Ésta tiene siete inversiones, por lo que es una 
permutación impar. El término anterior le corresponde un signo menos. 

 

b) De forma análoga al caso anterior, la permutación es 42 531, que posee siete inversiones 
y también le corresponde un signo menos. 
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5. En cada caso:

6. La solución queda:

3

1 2

1

2

F

F F

F

− =

−

1

1 2

3

2

F

F F

F

−

− − =

1

1 2

3

2

F

F F

F

− =

1

2

3

2

F

F

F

− =

1

2

3

2

F

F

F

− = 2 8A− = −

7. Queda del siguiente modo:

a) Sumamos la segunda y la tercera columna y el resultado lo colocamos en la tercera
columna. De la tercera columna sacamos factor común a b c+ + . Quedaría:

( )

1 1 1 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1

a b c a a b c a

b c a b a b c a b c b

c a b c a b c c

+ + +

+ = + + = + + =

+ + +

 

 El último determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo. 

b) Sumamos la segunda y la tercera columna y el resultado lo colocamos en la segunda
columna. De la primera sacamos factor común a a y de la tercera a d b c+ + . Quedaría:

( )

1 1

1 1 0

1 1

a c d b a b c d b b

a b d c a b c d c a d b c c

a b c d a b c d d d

+ + +

+ = + + = + + =

+ + +

 

 El último determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo. 
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c) Multiplicamos (y dividimos) la primera fila por a, la segunda por b y la tercera por c. 
Sacamos factor común a abc de la primera columna y 2 de la segunda. 

      Obtenemos: 

2 2

2 2

2 2

2
2 1 1

12 2 2 1 1 0

2 1 12

bc a
a abc a a

ac b abc b b
b abc

abc c c
ab c

c

= = =  

 

            El último determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo. 

8. En cada caso queda: 

 

a) Puede observarse que los números 121, 198 y 506 son múltiplos de 11. Operando en 
cada fila, multiplicamos la primera columna por 100, la segunda por 10 y sumamos ambos 
resultados en la tercera columna. Quedaría: 

 

1 2 1 1 2 121 1 2 11 11 1 2 11

1 9 8 1 9 198 1 9 11 18 11 1 9 18

5 0 6 5 0 506 5 0 11 46 5 0 46

⋅

= = ⋅ =

⋅

 

 

b) Procediendo de forma análoga: 

 

1 9 1 3 1 9 1 3 1 9 1 3

2 6 1 8 2 6 1 8 2 6 1 8

2 2 1 3 2 2 1 3 2 2 1 3

1 5 1 9 1221 9625 1111 3839 11 111 11 875 11 101 11 349

1 9 1 3

2 6 1 8
11

2 2 1 3

111 875 101 349

= = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=

 

 

c) Procediendo de forma análoga: 

 

3 0 1 4 3 0 1 3014 3 0 1 11 274 3 0 1 274

9 7 2 4 9 7 2 9724 9 7 2 11 884 9 7 2 884
11

2 3 5 4 2 3 5 2354 2 3 5 11 214 2 3 5 214

4 0 5 9 4 0 5 4059 4 0 5 11 369 4 0 5 369

⋅

⋅
= = =

⋅

⋅
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9. En cada uno de los casos queda: 

 

En el caso de A1, multiplicamos y dividimos la primera columna por -5, después sacamos factor 

común a 1
5

 y obtenemos: 

( 5)
8 25 40

8 25 40 ( 5)
40 25 40

2 2 ( 5) 1
3 2 3 2 2 3 2 0

5 5 ( 5) 5
0 27 0

0 27 0 0 27 0

−
− ⋅

− −

− −
− = ⋅ − = ⋅ − − =

−
 

El último determinante es nulo al tener dos columnas iguales. 

 

En el caso de A2, multiplicamos la segunda columna por 2 y le sumamos la tercera colocando el 
resultado en la tercera columna. Podemos sacar factor común a 5. 

 

5 2 1 5 2 5 5 2 5 1 5 2 1

4 7 6 4 7 20 4 7 5 4 5 4 7 4

6 3 9 6 3 15 6 3 5 3 6 3 3

⋅

= = ⋅ = ⋅

⋅
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SOLUCIONES  

10. La solución en cada caso es: 

 

a) En la matriz A:  
11

α  = 5  ; 
23

α  y 
32

α   no existen  ; 
21

α  = 2 

En la matriz B :  
11

α = -20 ; 
23

α  = -10 ; 
32

α  = -8 ;  
21

α = 8 

En la matriz C :   
11

α = 2 ; 
23

α  = 2 ; 
32

α  = 6 ;  
21

α = -6 

 
b) En la matriz A :  A11 = 5 ; A23 y A32 no existen  ; A21 = -2 

En la matriz B :  B11 = -20  ; B23 = 10 ; B32 = 8 ; B21 = -8 
En la matriz C :  C11 = 2 ; C23 = -2 ; C32 = -6 ; C21 = 6 

 
c) Las matrices adjuntas son: 

     
5 1

4 2

dA
− 

=  
− 

            

20 7 25

8 11 10

17 8 11

dB

− − 
 

= − − 
 − 

           

2 4 4 10

6 2 2 2

10 6 6 8

7 0 7 7

dC

− 
 

− − − =
 − − −
 

− 

 

11. Las soluciones son: 

 

      

 

      

12. las soluciones son las siguientes: 
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13. Las matrices inversas son las siguientes: 

 

      

 

     c) La matriz  
a b

c d

 
 
 

 tiene inversa si ad bc−  es distinto de cero. En este caso la matriz buscada  

         es la siguiente: 

 

 

             

14. El rango según el parámetro queda del siguiente modo: 

 

      

15. Los determinantes pedidos son: 

 

      

      [ ]
2

det ( ) det ( ) 4dA A• = =  
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16. En cada caso queda: 

 

a) El determinante de la matriz A es det ( ) 1A = − . La matriz in versa es: 1

1 1 1

1 0 1

1 1 0

A−

− 
 

= − 
 − 

 

b) La ecuación es 

1 1 1

1 1 0

1 1

x

x

x

− −

− − =

− −

. 

 

   Desarrollando el determinante obtenemos 2(1 )(1 ) 0x x+ + = . 

   Las soluciones de la ecuación son 1x = −  y los números complejos i y i− . 

17. Al ser det ( ) 19 57A a= − + , este determinante se anula para 3a = . Para este valor de a la 

matriz A no es invertible. 

18. En cada caso queda del siguiente modo: 

 

a) Utilizando la propiedad det ( ) det ( ) det ( )A B A B⋅ = ⋅ , se tiene: [ ]
22det ( ) det ( )A A= . Por tanto, 

[ ] [ ] [ ]( )
2 22det ( ) det ( ) 0 det ( ) det ( ) 0 det ( ) 1 det ( ) 0A A A A A A− = ⇒ − = ⇒ − = . Luego ocurre lo 

siguiente: det ( ) 0A =  ó  det ( ) 1A = . 

 

b) Teniendo en cuenta las propiedades det ( ) det ( )tA A=  y det ( ) det ( ) det ( )A B A B⋅ = ⋅ , se 

obtiene: 2det ( ) det ( ) det ( ) 1 det ( ) 1tA A I A A⋅ = ⇒ = ⇒ = ± . 

 

c) 
1 1

det ( )
det ( ) 3

A B I B
A

⋅ = ⇒ = =  
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SOLUCIONES  

19. La solución en cada caso es: 

 

a)  

2

2 2 2 2 2 4 2

(1) (2) (3)
2 2 2

0 0

2 2 0 2

3 3 0 2

abc ab a a a a a

b c b ab ab c b b b ab c b b a b c

b c b c abc bc bc bc bc bc

− −

− − = − − = − =

− −

 

 

(1) Hemos sacado factor común a de la tercera columna, b de la segunda y bc de la primera. 

(2) La suma de la primera y segunda columna a la segunda. La diferencia de la primera y la 
tercera columna a la tercera. 

(3) Desarrollando por la diagonal principal. 

 

b)  
(1) (2) (3)

1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1

1 0 0 1 0 1 0 1
1 1 0 2

0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

−
−

= = = −  

 

(1) La diferencia de las dos primeras filas a la segunda fila. 

(2) Desarrollando por la primera columna. 

(3) Utilizando la regla de Sarrus. 

 

c)  

1 1 1 1

2 2 2 0
0

3 3 0 0

4 4 3 1

= , al tener dos columnas iguales. 

 

     

0 0 0
0

0 0 0 0
d) ( )

0 0 0
0 0

0 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( )( )( )
0

0 0

a b c a b c b c a b c b c
b b

a c b a b c c b b b
a b c c b c a

b c a a b c c a c b c a
a c

c b a a b c b a a c

b
a b c c

a b c a c b c a b a b c b a c a b c a b c
a c

a c

+ + + +
−

+ + −
= = = + + − − =

+ + − −
−

+ + −

+ − −
= + + + − − = + + = − + + + −

−
−

 

 

e)  3

1 1 1 1 4 1 1 1 4 1 1 1

1 1 1 1 4 1 1 1 0 1 1
(4 )

1 1 1 1 4 1 1 1 0 0 1

1 1 1 1 4 1 1 1 0 0 0

a a a

a a a a
a a

a a a a

a a a a

+ + +

+ + +
= = = +

+ + +

+ + +

 



16

20. Las ecuaciones quedan:

a) Desarrollando el determinante obtenemos: 22 16 12 0x x+ − = . Las soluciones son las

siguientes: 4 22x = − ± . 

b) 2

1 0 3 1 1 1
2 2 1 3

2 2 1 3 0 2 2 1 3
3 4 6 9 9 6 73

3 4 6 0 0 3 4 6 9
1 4

0 1 4 0 1 4

x x
x

x
x x x

x
x

x x

− − −
− − − −

= = − + − = − − +
− + −

−
− −

c) 3

(1) (2) (3)

3 3 3 3 3

3 3 3 3 0 3
(3 3)(3 )

3 3 3 3 0 0 3

3 3 3 3 0 0 0 3

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x
x x

x x x x x x x x

x x x x x x x

+ +

+ −
= = = + −

+ −

+ −

(1) Sumando todas las columnas y el resultado a la primera.

(2) Restando de todas las filas la primera.

(3) Desarrollando.

21. La solución del ejercicio queda:

 Sustituyendo 3a =  obtenemos el determinante: 

2 3 5

4 9 13

8 27 35

El valor del determinante es cero ya que la tercera columna es suma de la primera y la 
segunda. 

22. El valor del determinante de la matriz es 2 2det ( ) ( 1) ( 1)A a a= − ⋅ + . Esta expresión nos permite 

realizar el siguiente estudio:
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Respecto a la matriz inversa de A, en el caso de 1a =  no existe, y en el caso de 0a = , la 

inversa de la matriz 

1 1 0

1 2 1

1 0 0

A

− 
 

= − − 
 
 

 queda del siguiente modo: 1

0 0 1

1 0 1

2 1 1

A−

 
 

= − 
 − − 

23. Las respuestas son:

a) tA A= , ya que según la definición de determinante, los términos del desarrollo del 

determinante pueden ordenarse de igual forma atendiendo a las filas o a las columnas. 

1 1
A

A

−
= ya que al ser 1A A I−

⋅ = , tomando determinantes se obtiene la relación anterior.

b) El valor es 5n D⋅ . De hecho es debido a la propiedad que dice: si los elementos de una

fila (columna) de una matriz se multiplican por un número, el determinante de la matriz
queda multiplicado por dicho número.

c) Podemos escribir la igualdad de la forma 2 2X X= . Tomando determinantes en ambos 

miembros de la igualdad obtenemos: 2det ( ) det (2 )X X=  y aplicando las propiedades de 

los determinantes tenemos que [ ]
2

det ( ) 4 det ( )X X= ⋅  de donde det ( ) 0X =  ó det ( ) 4X = . 

24. La solución es:

El determinante de la matriz A es 2det ( ) 2 ( 1)( 2)A m m m m= − − = + − . La matriz inversa existe 

para todos los valores de m distintos de -1 y 2. 

Para caso de 1m = , la matriz es 

1 1 1

0 1 1

1 1 1

A

 
 

= − 
 − 

 y su inversa 1

0 1 1

1 10
2 2

1 11
2 2

A−

 
 
 = −
 
  − −
 

25. La solución es la siguiente:

Operando en la ecuación matricial aplicando las propiedades de la matriz inversa, de este

modo obtenemos: 12 2 2 2BA B AXA B BA AXA B AX A B X−
+ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =

Hallamos la matriz A-1 y calculamos la matriz X. 

1

1 2 3

2 5 7

2 4 5

A−

 
 

=  
 − − − 

 y finalmente 1

2 8 14

2 6 18 32

4 14 26

X A B−

− − 
 

= = − − 
 − 
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26. La solución dice así: 

Podemos expresar la igualdad de la forma 2 2 ( 2 )A A I A A I I− = ⇒ − =  de donde se deduce 

que la matriz inversa de A es ( 2 )A I− .  

Tomando determinantes en la igualdad anterior [ ]det ( 2 ) det( )A A I I− =  de donde se extrae 

que det( ) det ( 2 ) 1A A I⋅ − = , por tanto det( ) 0A ≠ , es decir, que existe la inversa de A que 

hemos hallado anteriormente. 
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Unidad 3 – Sistemas de ecuaciones lineales 

PÁGINA 57 

SOLUCIONES 

1. Las soluciones son:

2. La discusión en cada caso queda del siguiente modo:



 

 2
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SOLUCIONES  

1. La solución queda:  

 

      

Restando la primera igualdad a la segunda obtenemos: Arturo Carlos 10− = −  

Sumando a ésta la tercera obtenemos: Arturo Diana 64− =  

Esta igualdad es la misma que tenemos en cuarto lugar. Luego no es posible determinar el 
peso de cada uno ya que nos queda un sistema indeterminado con más incógnitas que 
ecuaciones. 

El sistema tiene una única solución si reemplazamos la tercera igualdad, sustituyéndola por la 

expresión: Arturo Carlos 74+ = Kg con lo cual obtenemos que: Arturo pesa 32 Kg; Berta pesa 

37 Kg; Carlos pesa 42 Kg y Diana pesa 32 Kg. 

2. En la siguiente tabla podemos ver todas las situaciones que se pueden plantear: 
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 En todos los casos lleva cinta roja excepto en (2), (5) y (6). 

(2) no es posible, pues en esta situación Luis hubiera sabido que su cinta era roja, ya que si
hubiera sido amarilla Ana hubiera sabido el color de la suya.

(5) no es posible pues en esta situación ana hubiese dicho que su cinta era roja.

(6) no es posible, pues en esta situación Luis hubiera dicho que su cinta era roja. Por tanto en
todos los demás casos la de Clara es roja.

3. Queda así:

1, 3, 6, 10, 15, … Es una progresión aritmética de 2º orden y su término general es 
2

2

n n+
, 

por tanto: 

Vamos a probarlo por inducción: 

Suponemos que es cierto para 1n = , 2n = , …, n n=  y veamos si es cierto para 1n n= + . 

Habría que ver si esa igualdad es cierta. Operando el segundo miembro: 

Es cierta esta igualdad. 

Por tanto queda probado que para «n» se cumple: 
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SOLUCIONES  

1. Las soluciones son: 

 

a) La solución es 2, 1.x y= =  

b) La solución es 3, 2, 0.x y z= = − =  

c) El sistema es incompatible. 

d) Las soluciones son: 5 7 , 2 5 ,x t y t z t= − = − + =  con t∈� . 

e) El sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones son: , 2 3x t y t= = −  con t∈� . 

f) El sistema no tiene solución. 

2. Queda así: 

 

a) Por ejemplo, la ecuación añadida para que el sistema sea incompatible es3 2 5.x z+ =  

b) La ecuación añadida para que el sistema sea compatible indeterminado puede ser 
3 2 2.x z+ =  

3. Las soluciones en cada caso son: 

 

a) Consideraremos cada uno de los casos: 

• Si 1a = , el sistema es compatible indeterminado.  

Sus soluciones son: 1 ,x t y t= − =  con t∈� . 

• Si 1a ≠ , el sistema es compatible determinado.  

Sus soluciones son: 
2

2 2

( 1)( 1)
,

1 1

a a a
x y

a a a a

+ +
= =

+ + + +
  

 

b) Consideraremos cada uno de los casos: 

• Si 0a = , el sistema es compatible indeterminado.  

Sus soluciones son: 0,x y t= =  con t∈� . 

• Si 2a = , el sistema es compatible indeterminado.  

Sus soluciones son: 2 ,x t y t= =  con t∈� . 

• Si { }0,2a∉ , el sistema es compatible determinado.  

Sus soluciones son: 0, 0x y= = . 

 

c) Consideraremos cada uno de los casos: 

• Si 1a = , el sistema es compatible determinado. Sus soluciones son: 1, 1x y= = . 

• Si 8a = − , el sistema es compatible determinado. Sus soluciones son: 10, 28x y= = . 

• Si { }1, 8a∉ − , el sistema es incompatible. 
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4. Queda: 

 

a) Si 1m = − , el sistema es incompatible.  

b) Si 1m = , el sistema es compatible indeterminado. 

c) Si 1m ≠  y 1m ≠ − , el sistema es compatible determinado. 

d) El valor de m es 4
3

− . 

5. Queda: 

 

a) Si 2m ≠  y 1m ≠ − , el sistema es compatible determinado. 

b) Si 2m = , el sistema es compatible indeterminado. 

c) Si 1m = − , el sistema es incompatible.  

6. Para cualquier valor de k el sistema tiene solución única.  

      Ésta es:  

 

7. Queda del siguiente modo: 

 

• Si 1a = − , el sistema es incompatible. 

• Si 1a ≠ − , el sistema es compatible determinado.  

• Para 1a = , el sistema es compatible determinado y sus soluciones son: 
1 1

, , 0
2 2

x y z= = = . 

8. Queda: 

 

• Si 6a ≠ , el sistema es incompatible. 

• Si 6a = , el sistema es compatible determinado y sus soluciones son: 5, 4, 2x y z= = = . 

9. Queda:  

 

a) Si 0b ≠  y 1b ≠ , el sistema es compatible determinado. 

Si 0b = , el sistema es incompatible. 

Si 1b = , el sistema es compatible indeterminado. 

 

b) Si 1b = , resolviendo se obtiene 5 , 1,x t y z t= − = =  con t∈� . 
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SOLUCIONES  

10. Queda del siguiente modo: 

 

a) Sólo para 7
4

k = , el sistema admite solución distinta de la trivial. 

b) Para el valor anterior las soluciones son: 
5 11

, ,
4 4

t t
x y z t

−
= = =  con t∈� . 

11. Queda: 

 

a) Si 2m ≠  y 2m ≠ − , el sistema es compatible determinado y su solución es la trivial. 

Si 2m = − , el sistema es compatible indeterminado y las posibles soluciones del mismo 

son: 2 , , 2x t y t z t= = =  con t∈� . 

Si 2m = , el sistema es compatible indeterminado y las posibles soluciones del mismo 

son: , , 2 2x t y u z t u= = = − −  con ,t u∈� . 

 

b) Es un sistema homogéneo. Si 5m ≠ , el sistema es compatible determinado y su única 

solución es la trivial. 

Si 5m = , el sistema es compatible indeterminado y las posibles soluciones del mismo 

son: 
4

, ,
5 5

t t
x y z t= = =  con t∈� . 

12. En cada caso queda: 

 

      

13. El sistema se plantea del siguiente modo: 

 

Llamamos x, y, z al número de coches vendidos cada día en una sucursal, las condiciones del 
enunciado nos permiten plantear el sistema: 
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Expresado el sistema y aplicando el método de Gauss en la resolución obtenemos: 

  

 

Por tanto, la primera sucursal vendió 100 coches, la segunda 52 y la tercera 25. 

14. El sistema se plantea del siguiente modo: 

 

Llamamos x, y, z a los números buscados. Planteamos el sistema: 

 

 

 

15. Queda del siguiente modo: 

 

a) Llamamos n al número de naranjos, l al número de limoneros y p al número de pomelos. 
Las condiciones del enunciado nos permiten formular el sistema: 

 

 
 

Este sistema tiene dos soluciones: 12, 6, 4n l p= = =  y  13, 8, 1n l p= = = . No consideramos la 

solución 11, 11, 0n l p= = = . Existen otras soluciones del sistema cuyos valores no son 

números naturales. Por tanto, no podemos saber el número de naranjos que hay. 

 

b) Con la tercera solución planteamos y resolvemos el sistema: 

 

  

 

Los árboles del jardín son 12 naranjos, 6 limoneros y 4 pomelos. 
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16. Queda del siguiente modo: 

 

a) Este apartado admite una respuesta abierta a múltiples soluciones. Una de ellas puede 
ser: 

 

 

b) Como ocurre en el caso anterior un ejemplo podría ser: 

 

 
 

c) En este caso: 

 

  

17. La solución es: 

 

      
 

• Si 1a ≠  y 7a ≠ , el rango de la matriz A es 3, el sistema es compatible determinado y su 

única solución es la trivial. 

• Si 1a = , el rango de la matriz A es 2, el sistema es compatible indeterminado y las posibles 

soluciones del mismo son: , ,x t y t z t= = =  con t∈� . 

• Si 7a = , el rango de la matriz A es 2, el sistema es compatible indeterminado y las posibles 

soluciones del mismo son: 5 , , 17x t y t z t= − = = −  con t∈� . 
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SOLUCIONES  

18. En este caso queda del siguiente modo: 

 

Para cualquier valor que tome el parámetro a, el sistema es compatible indeterminado. Sus 
soluciones son las siguientes: 1 , (1 2 ) , 2x t y a t z t= − = − =  con t∈� . 

19. La discusión queda: 

 

• Si 2m ≠ ,el sistema es incompatible. 

• Si 2m = , el sistema es compatible determinado. 

20. Queda: 

 

Llamando M lo que recibe el hijo mayor, m el mediano y p el pequeño e imponiendo las 
condiciones del enunciado obtenemos el sistema: 
 

2 60000

2 0

2 60000

M m p

M m p

M m p

− − =


− + =
 + − =

 

 
Este sistema es compatible indeterminado por lo que no podemos saber lo que deja a  cada 
uno de los hijos con estas condiciones. 

21. Queda: 

 

Este sistema es homogéneo. La discusión quedaría: 

 

• Si 3b ≠ −  y 1b ≠ − , el sistema es compatible determinado y su única solución es la trivial. 

• Si 3b = − , el sistema es compatible indeterminado y la solución en la que 3z = −  es la 

siguiente: 3 3, , 3
2 2

x y z−= = = − . 

• Si 1b = − , la 0z =  por lo que no hay ninguna solución que verifique el enunciado. 

22. La solución es: 

 

Este sistema es no homogéneo. La discusión quedaría: 

 

• Si 7k = , el sistema es incompatible.  

• Si 7k ≠ , el sistema es compatible determinado y su solución es:  

3

7

k
x

k

−
=

−
  ,  

2

7

k
y

k

−
=

−
  ,  

7

k
z

k
=

−
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23. La solución es: 

 

      
 

     Desarrollando el determinante y simplificando se obtiene:  2 2y z− =  

24. La discusión queda: 

 

• Si 0m ≠  y 1m ≠ , el sistema es compatible determinado. 

• Si 1m = , el sistema es incompatible. 

• Si 0m = , el sistema es compatible indeterminado y las posibles soluciones del mismo son: 

1, 1,x y z t= = =  con t∈� . 

25. La solución queda: 

 

Sustituyendo 1, 1, 1x y z= = =  en el sistema, el parámetro debe cumplir: 

 

 
 

Las soluciones de la primera ecuación son: 1a =  y 2a = − , solamente 2a = −  cumple la segunda 

ecuación. 

Por tanto, para 2a = −  el sistema admite como solución 1, 1, 1x y z= = = . Veamos que es cierto: 
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26. Queda del siguiente modo: 

 

Hallando el determinante de la matriz ampliada obtenemos la expresión 318 35a a− −  y 

resolviendo la ecuación 318 35 0a a− − =  obtenemos la solución real 5a = − . 

 
La discusión del sistema es: 
 
Si 5a = −  el sistema es compatible determinado y en caso contrario es incompatible. Por tanto, 

para este valor puede resolverse obteniéndose como solución 1, 1x y= − = − . 
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Unidad 4 – Espacios vectoriales. Aplicaciones lineales 
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SOLUCIONES  

1. La solución queda:  

 

     Operando los vectores e igualando los vectores resultantes, obtenemos: 

      

2. La solución queda:  

 

     Sean los polinomios 1 1( )A x a x b= + , 2 2( )B x a x b= +  y 3 3( )C x a x b= + . 

• Propiedad asociativa. Se verifica al cumplirse: 

        
1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

( ) [ ( ) ( )] [ ] ( ) ( )

( ) ( )

A x B x C x a x b a x b a x b a x b a a x b b

a a a x b b b

+ + = + + + + + = + + + + + =

= + + + + +
 

        
1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 3 3

1 2 3 1 2 3

[ ( ) ( )] ( ) [ ] ( ) ( )

( ) ( )

A x B x C x a x b a x b a x b a a x b b a x b

a a a x b b b

+ + = + + + + + = + + + + + =

= + + + + +
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• Propiedad conmutativa. Se verifica ya que: 

        1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A x B x a x b a x b a a x b b+ = + + + = + + +  

        2 2 1 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )B x A x a x b a x b a a x b b+ = + + + = + + +  

 

• Elemento neutro. Es el polinomio 0 0x + , ya que cumple: 

        ( ) (0 0) ( 0) ( 0)ax b x a x b ax b+ + + = + + + = +  

 

• Elemento simétrico. Para un polinomio cualquiera ax b+ su simétrico es el polinomio  

         ax b− −  ya que: ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0ax b ax b a a x b b x+ + − − = − + − = +  

 

     Son ciertas estas propiedades al ser 1 2 3 1 2 3, , , , , , ,a a a a b b b b  números reales. 

3. Al sumar dos madtrices de este tipo se obtiene otra del mismo tipo. 

 

´ ´

´ ´

x a x b x x a b

a y b y a b y y

+ +     
+ =     

+ +     
 

 

Al multiplicar un número real por una matriz de este tipo se obtiene otra de mismo tipo. 

 

x a tx ta
t

a y ta ty

   
⋅ =   
   

 

      El elemento neutro de este conjunto de matrices es la matriz 








00

00
. El elemento simétrico de     

      la matriz 








ya

ax
respecto de la suma de matrices es la matriz 









−−

−−

ya

ax
. 
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SOLUCIONES  

1. Sumando los kilos de todos los sacos, obtenemos 119 kg. Como un cliente se lleva cierta 
cantidad y otro se lleva el doble de esa cantidad quedando sólo el caso de lentejas, entonces 
al quitar a 119 kg, el saco de lentejas debe quedar un número que es múltiplo de 3, esto se 
cumple con: 

99.20119 =−  

 

Un cliente lleva 33 kg en los sacos de 18 kg y 15 kg y el otro cliente se lleva 66 kg en los 
sacos de 19 kg, 31 kg, 16 kg. El saco de lentejas es el que pesa 20 kg. 

 

2. El caballo y las sotas las señalamos con C S S . Para que verifiquen las condiciones han de 

ser: 

c o cC S S  

Por tanto, las cartas son: 

• Caballo de copas. 

• Sota de oros. 

• Sota de copas. 
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3. Descomponiendo 2 450 en factores, obtenemos: 
22 7524502 ⋅⋅=  

 

Las posibles edades de las tres primas son: 

 

 

 

Una vez hecha la tabla con todas las posibilidades, observamos que hay un resultado suma 
repetido, por tanto ahí está la razón de que Luisa le dijera a Pedro que con esos datos no podía 
saber las edades. La edad de Luisa es de 32 años. Luisa sabe la edad de Pedro. Si Pedro 
hubiera tenido 48 años o menos, no quedaría claro, por tanto Pedro ha de tener 49 años y las 
primas 7, 7 y 50 años. 
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SOLUCIONES  

1. Las propiedades asociativa y conmutativa se verifican ya que la suma de números reales que se 
establecen en los elementos de las matrices cumple las propiedades asociativa y conmutativa. 

El elemento neutro para la suma es la matriz nula 








00

00
. 

El elemento simétrico de la matriz 








dc

ba
 para la suma es 









−−

−−

dc

ba
. 

Veamos que se cumplen las propiedades para el producto. 

2. a)  ( ) ( ) ( ) ( ) , y .t s v t s v t v s v t v s v t v s v t s v V − ⋅ = + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ = ⋅ − ⋅ ∀ ∈ ∀ ∈ 
� � � � � � � � �

�  

 

b)  Sean ,t y v w V∈ ∈
� �

� , se cumple: 

( ) ( )[ ] .)()(( wtvtwtvtwtvtwvtwvt
����������

−=⋅−+⋅=−⋅+⋅=−+⋅=−⋅  

 

c)  Sean Vwvu ∈
���

,, se cumple: 

.00)()( vuvuwwvwwuwwvwwuwvwu
����������������������

=⇒+=+⇒−+=−+⇒−+=−+⇒+++  

 

d)  Veamos la demostración de la condición necesaria. Sea 0
��

=⋅vt y 0≠t , entonces existe 

t
t

11
=

−
y se cumple: 

 

 

Veamos la demostración de la condición suficiente. 

Si 0=t , puede verse en el libro de texto la demostración de 00
��

=⋅t . 

Si 0
��

=v , también puede verse que 00
��

=⋅t . 
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3. La solución en cada caso es: 

 

     a) A es un subespacio vectorial al cumplirse: 

 
 

b) B también es un subespacio vectorial ya que: 

Bsytysxtxsytysxtxyxyxsyxyxt ∈−−−−++=−−+−− ),,(),,(),,( 2121212122221111  

 

c) C es un subespacio vectorial al ser: 

.))(3),(2,()3,2,()3,2,( 212121111111 Csxtxsxtxsxtxxxxsxxxt ∈+++=+  

 

d) D no es subespacio vectorial al cumplirse que: 

El vector (1, 2, 5) pertenece a D, lo mismo que (2, 1, 7); 

pero la suma de ambos (1, 2, 5) + (2, 1, 7) = (3, 3, 12) no pertenece al cumplirse 

.3633 ≠=+=+ yx  

4. Las matrices 








dc

ba
 que conmutan con la matriz 









−
=

12

01
A son de la forma 







 +

dc

dc 0
 

con , .c d∈�  

Sea el conjunto 
0

; ,
c d

M c d
c d

 +  
= ∈  
   

� . 

Forma un subespacio vectorial al cumplirse: 

 

 

5. El conjunto del enunciado es un subespacio vectorial ya que las reglas de derivación permiten 
afirmar que: 
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6.  a) el vector u puede ser cualquier combinación lineal de ,wyv por ejemplo, v + w, es decir: 

).1,3,2()1,1,1()0,2,1( −=−+=+= wvu  

b) en este caso habrá que tomar un vector u que no sea combinación lineal de v y w, es decir, 
que el determinante formado por los tres sea distinto de cero. 

Por ejemplo )1,3,2(=u ya que: 

.02

132

111

021

≠−=−  

7. Tiene que cumplirse para que sean linealmente independientes: 

 

.502040

121

102

61

−≠⇔≠+⇔≠−

−

aa

a

 

 

Para que sean linealmente dependientes: 

 

 

8. Se debe cumplir que el valor del determinante 

 

                                          
 

Sin embargo, 101010

51

53

02
2

+−= xx

x

xx

x

 no se anula para ningún valor real de x. 

Por tanto, no existe ningún valor de x que haga que los vectores sean linealmente 
dependientes. 
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9. Si forman una base al ser linealmente independientes ya que: 

 

Sean a, b y c las coordenadas del vector (1, 1, 1) respecto de la base dada. Se cumplirá: 

 

 
 

Operando y resolviendo el sistema resultante: 

 

 
Las coordenadas son (1, ½, 0) 
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SOLUCIONES  

10. Consideramos a los polinomios xx ,2 y 1 como la base canónica del espacio vectorial dado. 

Los polinomios del enunciado tienen por coordenadas respecto a la base canónica: 

)0,1,1()();1,0,1(1)( 22
=+==+= xxxBxxA y )1,1,0(1)( =+= xxC . 

Los vectores anteriores forman una base al cumplirse .02

110

011

101

≠=  

Sean a, b y c las coordenadas de M(x) respecto a la base {A(x), B(x), C(x)}. 

Se cumple: ).1,1,0()0,1,1()1,0,1()2,1,1( cba ++=−  

Operando y resolviendo: 

 

 

Observa que se cumple: 

)1(0)()1(22 222
+⋅++−+=+− xxxxxx . 

11. Los vectores de S pueden ponerse en la forma: 

)1,0,2()0,1,0(),,2( zyzyz +=  

Los vectores )0,1,0( y )1,0,2(  forman una base de S y su dimensión es 2. 

 

Al ser )1,0,1(),0,( −=− xxx  para los vectores de T podemos considerar el vector )1,0,1( −  como 

una base de T  su dimensión será 1. 

 

En el caso del subespacio E podemos escribir: 

 

 

El vector )1,1,1( −− constituye una base de E y su dimensión es 1. 
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12. Veamos que la aplicación f es lineal. 

Consideremos los vectores ),( 21 xxv =
�

y ),( 21 zzw =
�

de 2
� . Se cumple: 

 

 

).2,2()2,2(),(),( 212121212121 zzzzxxxxzzfxxf −++−+=+  

 

Además se cumple:  

 
Las ecuaciones de esta aplicación son: 

 

 

Su matriz asociada es 








− 21

21
. 

13. Las ecuaciones de la aplicación lineal son de la forma: 

 

 
Teniendo en cuenta las condiciones del enunciado: 
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     Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos: 

 

     Las ecuaciones buscadas son: 

 

 

 

La expresión de la aplicación es: 

),(),,( 331321 xxxxxxf −+=  

14. Las ecuaciones de la aplicación lineal son: 

 

Hallamos )7,5,3( −f : 

 
 

Por tanto, )6,29()7,5,3( −=−f . 

 

Calculamos )1,1(1−f : 

 

 
 

Resolviendo el sistema obtenemos: 

 
 

Por tanto,  
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15. Expresamos el vector )0,0,1(3 =e en combinación lineal de )0,1,0(),0,0,1( 21 == ee y 

)1,2,3(3 =e al formar estos una base y obtenemos: 

 

 

Calculamos )( 3ef teniendo en cuenta que f es una aplicación lineal: 

 
 

La matriz asociada de la aplicación f es: 

 
El nucleo de la aplicación lineal es: 

 
 

Resolvemos el sistema y obtenemos: 

 
 

Por tanto 1 1 1 3{( , , ) } {3 ,2 , }Ker f x x x x t t t t= ∈ = ∈� �  

 

Una base del nucleo es el vector (3, 2, 1) y la dimensión de Ker f es 1. 

La imagen de la aplicación f es: 

 

A partir de las ecuaciones de la aplicación  

 
 

Y eliminando 321 ,, xxx obtenemos la ecuación 0325 321 =−− yyy  

Por tanto : 

 

 
 

Una base del subespacio },)2,35,2()}0,5,2{(Im ℜ∈−= stssttf y su dimensión es 2. 
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16. las ecuaciones de la aplicación, en forma matricial son: 

 
Las condiciones del enunciado nos conducen a: 

 

 
 

Por tanto las ecuaciones de la aplicación son: 

 

 

El nucleo de esta aplicación contiene a los vectores 2

1 2( , )x x ∈� que cumplan 

)0,0,0(),( 21 =xxf , es decir, los que cumplen: 

 
 

El nucleo de la aplicación es )}0,0{(=fKer . 

 

La imagen de esta aplicacion contiene a los vectores 3

1 2 3( , , )y y y ∈� que cumplen: 
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17. El nucleo de esta apicacion esta formado por los vectores 3

1 2 3( , , )x x x ∈� tales que: 

 

Una base del nucleo esta formada por el vector )1,1,0( − y su dimensión es 1. 

La imagen de f está formada por los vectores 3

1 2 3( , , )y y y ∈� que cumplen: 

 

 

 

 

18. La aplicación compuesta fg � tiene por expresión: 

)2,3(),2()],([),()( 1212112121 xxxxxxgxxfgxxfg −−=−==�  

Puede comprobarse sin dificultad que la aplicación anterior es lineal. Las matrices asociadas a 
las aplicaciones f y g son, respectivamente: 

 
 

La matriz asociada a la aplicación compuesta fg � es .
02

13









−

−
 

Es fácil comprobar que: 
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19. La expresión de la aplicación es .2),( 2121 xxxxf −=  La aplicación es lineal al cumplir: 
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SOLUCIONES  

20. La solución en cada caso es: 

 

     a) La matriz de la aplicación lineal es: 

 

 
 

b) El núcleo de f esta formado por los vectores 3

1 2 3( , , )x x x ∈� que cumplen: 

 

 

 

Resolviendo el sistema, obtenemos: 




−=

=

32

31 2

xx

xx
 

 

      

 

 

     El vector )1,1,2( − constituye una base del nucleo y su dimensión es 1. 

     c) La imagen de f esta formada por los vectores 3

1 2 3( , , )y y y ∈� que cumplen: 

 
 

 Eliminando ,,, 321 xxx obtenemos: 02 321 =+− yyy . 

La imagen es 2 3 2 3Im {(2 , , )} {(2 , , ) , }f y y y y t s t s t s= − = − ∈�  

Los vectores )}1,0,1(),0,1,2{( − forman una base de la imagen de f y su dimensión es 2. 

 

d) La imagen del vector )4,2,1( −=v
�

es el vector: 
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21. Veamos que T es un subespacio vectorial de 3
� . Consideramos dos vectores cualesquiera de T 

y un numero real t cualquiera, es decir,  

 

      

22. Determinamos la ecuación matricial de la aplicación f que es de la forma: 

 
 

Imponiendo las condiciones del enunciado, obtenemos: 
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Las ecuaciones de la aplicación f en forma matricial son: 

 

 

Calculamos )7,7,2(1
−

−f y para ello resolvemos el sistema: 

 

 

El último sistema carece de solución, por tanto no existe ningún vector en 
2

ℜ cuya imagen 

mediante la aplicación f sea )7,7,2( − . 

23. Consideramos la combinación lineal nula: 

 

0)()( =+++++ wvucvubua
������

 

 

Operando obtenemos: 

0)()( =++++ wcvcbucba
���

 

 

Al ser los vectores u, v y w linealmente independientes: 

 

 
 

Como los escalares a, b y c son nulos, los vectores, vuu
���

+, y wvu
���

++ son linealmente 

independientes. 

24. Calculamos el determinante: 

 

Para 1≠a los vectores del enunciado forman una base de 3
� . 
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25. Es fácil ver que el subconjunto dado es un subespacio vectorial de 3
�  (véase la actividad 27). 

El subespacio puede expresarse en la forma: 

 

 
 

Cualquier vector puede escribirse como combinación lineal de los vectores (1, 1, 0) y :)1,0,1(−  

 
 

Una base del subespacio la forman los vectores (1, 1, 0) y )1,0,1(− , la dimensión es 2. 

26. Veamos que los polinomios )(),(),( 321 xPxPxP y )(4 xP son linealmente independientes. 

Formamos la combinación lineal nula: 

 
 

Operamos: 

 
 

Por el principio de identidad de polinomios: 

 
 

Luego estos polinomios son linealmente independientes. 

 

Veamos que forman sistema generador, es decir que cualquier polinomio de V de la forma 

dcxbxax +++
23  puede escribirse en combinación lineal de los polinomios dados: 

 
 

Luego efectivamente los polinomios dados son base. El polinomio P(x) respecto a esta base es: 

)(1)1(0)(1)1(11 32223 xxxxxxxxx ++−+++−=+++  

 

Es decir las coordenadas (1, 1, 0, 1) respecto a la base },,,{ 4321 PPPP  
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27. La aplicación lineal f esta definida por .2)( 2 baxcbxaxf +=++ veamos que es lineal. 

 

 

 

El núcleo de f estará formado por los polinomios )( 2 cbxax ++ cuya derivada sea nula, es decir: 





=

=
⇔=+⇔=++

0

0
020)( 2

b

a
baxcbxaxf  

 

Los polinomios del nucleo son los polinomios de grado cero. 
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28. Calculamos la imagen por g del vector ).1,0,0(3 =e
�

este vector puede expresarse: 

 

).1,2,1()0,1,0(2)0,0,1()1,0,0( −−+=  

 

La imagen del vector )1,0,0( por la aplicación lineal g es: 

 

)1,1,8()0,0,0()1,0,3(2)1,1,2()1,2,1()0,1,0(2)0,0,1()1,0,0( −=−−+=−−+= gggg  

 

La ecuación de la aplicación lineal g en forma matricial es: 

 

 
 

Por tanto el único vector que coincide con su imagen en esta aplicación es el vector nulo 

)0,0,0(0 =
�
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SOLUCIONES  

1. La recta 0362 =+− yx  pasa por el punto (0, 1/2) y un vector direccional es ).1,3(=v
�

 

Por tanto, las ecuaciones pedidas son: 

  

2. a) 2=a      b) 3=a      c) 2=a  

3. a) Las rectas se cortan en el punto (2, 1). 

b) Las rectas son paralelas. 

c) Las rectas son coincidentes. 
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4. a) Si 1=a , las rectas son coincidentes. 

    Si 1≠a , las rectas se cortan en el punto 

 

 

b) Si 0=a , las rectas son coincidentes. 

    Si 0≠a , las retas se cortan en el (0, 0). 
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SOLUCIONES  

El término general de la sucesión formada por los sumandos es:  
)12()12(

1

+− nn
. 

 

Descomponiendo este en fracciones simples obtenemos: 
12

2/1

12

2/1

)12()12(

1

+

−
+

−
=

+− nnnn
 

 

Aplicando esta igualdad a cada uno de los sumandos, obtenemos: 
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Sumando todas estas igualdades, obtenemos: 

 
 

Fácilmente se comprueba la igualdad sin más que poner el numero decimal periódico puro 
dado en forma de fracción: 

 
 

Por tanto, la igualdad que plantea el problema es verdadera. 
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SOLUCIONES  

1. a) Los componentes de los vectores pedidos son:  

      
 

b) Existen infinitas parejas de puntos C y D que cumplan la condición pedida. Por ejemplo,       

)0,0,0(C y )3,3,1( −−D . 

 

c) Sea ),,,( cbaF debe cumplirse: ).3,3,1()9,6,3( −−=+−+ cba Luego 3,4 =−= ba y 

6−=c . 

d) Sea G ),,,( cba ′′′ debe cumplirse: =′−′−′− )9,2,3( cba )3,3,1( −− . Por tanto, 

.6,5,4 =′=′=′ cba  

2. a) El vector suma vu
��

+ el )4,0,1(=+vu
��

. Un representante de vu
��

, y vu
��

+ puede verse en el        

dibujo. 

 

    

3. Resolvemos el sistema vectorial 




=+

=+

)3,2,3(2

)5,3,5(32

vu

vu
��

��

 

Multiplicando la segunda ecuación por 2−  y sumando a la primera se obtiene )1,1,1(=v
�

. 

Con este vector sustituido en la segunda ecuación se obtiene )1,0,1(=u
�

. 

Por tanto, los vectores buscados son )1,0,1(=u
�

y )1,1,1(=v
�

. 
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4. Los vectores vu
��

, y w
�

forman una base, ya que el rango de la matriz formada por sus filas es 

tres, al ser: 

 

Las coordenadas del vector )1,1,1(=x
�

respecto de la base anterior son los escalares a, b y c, 

que cumplen: 

 

Operando y resolviendo el sistema resultante se obtiene:  

 

Análogamente, el vector )3,2,1(=y
�

tiene las siguientes coordenadas respecto de la base 

anterior: 

 

5. El determinante 

00

22

111

t

t vale .22 tt −  

Si la expresión anterior es nula, los tres vectores no forman base de 3
� . 

Por tanto, ,022
=− tt es decir, para t = 0 y t = 2. 

6. Las distintas expresiones de la recta buscadas son: 

 

 

 

En la ecuación paramétrica pueden obtenerse los puntos dando valores a t. Así, 
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7. La recta viene determinada por el punto )0,1,1(P y el vector ).1,1,0( −== PQv
�

 

Las ecuaciones de la citada recta son: 

               

8. La recta determinada por los puntos A y B tiene por ecuación: 

 

 

Al sustituir las coordenadas del punto C en la recta anterior, se tiene: 

 
 

Por tanto los puntos no están alineados. 

9. a) Ecuación paramétrica 









+=

−=

+=

tz

ty

tx

34

2

2

 ℜ∈t  

 

          Ecuación como intersección de dos planos: 

          




=−

=+

23

4

zx

yx
 

 

      b) Ecuación paramétrica 









=

+−=

+−=

tz

ty

tx

22

51

  

 

          Ecuación continua: 
12

2

5

1 zyx
=

−
=

+
 

 

      c) Ecuación continua: 
2

3

1

1

1

2 −
=

−

−
=

− zyx
 

 

          Ecuación como intersección de dos planos:   




=−

=+

12

3

zx

yx
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10. Dos rectas paralelas tienen vectores directores iguales o proporcionales. La recta pedida tiene 

por ecuación z
yx

−==
− 22

 

11. La solución es: 

 

12. Pueden ser: 









=

++−=

=

sz

sty

x

2310 , con t y s ℜ∈  

13. La ecuación es: 
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SOLUCIONES  

14. El plano tiene por ecuación 01432110

230

311

42

=−−+⇒=−

+−

zyx

zyx

. 

15. a) El plano tiene por ecuación 02230

010

302

11

=−−⇒=

+−

zx

zyx

 

 

b) Las rectas dadas se cortan en el punto ).1,2,1( − el plano pedido tiene por ecuación 

02320

012

111

121

=−++⇒=

−

−

+−−

zyx

zyx

 

 

c) Todos los planos paralelos al dado tienen por ecuación 0=++− Dzyx ,obligando a que 

pase por el punto (1, 0, 1) hallamos que 2−=D y el plano buscado tiene por ecuación 

02 =−+− zyx  

16. Estas rectas son paralelas pues tiene vectores directores iguales o proporcionales. Para 
hallar la ecuación del plano que las contiene tomamos uno de los vectores y un punto de 
cada una de ellas, con lo que tenemos otro vector y un punto. El plano tiene por ecuación: 

023450

311

711

22

=++−⇒=

−−

−

−−

zyx

zyx

. 

17. La recta paralela a estos planos estará en la intersección de dos planos paralelos a estos de la 

forma 




=++−

=+−−

03

03

Kzyx

Dzyx
 hallamos las constantes D y K obligando a que pasen por el punto 

)2,0,0( − y obtenemos la recta de ecuaciones: 




=++−

=−−−

023

063

zyx

zyx
 

18. a) Los planos se cortan dando una recta de ecuaciones 




=

=+−

15

0

x

zyx
 

 

b) Los planos se cortan dando una recta de ecuaciones 




=++

=+−

42

32

zyx

zyx
 

 

c) Los planos se cortan en el punto )3,1,1( −  
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19. a) El plano y la recta se cortan en el punto )
2

5
,1,

2

5
(

−
 

 

b) el plano y la recta se cortan en el punto )
9

8
,

9

2
,

9

5
(

−−
 

20. Las rectas se cruzan. El plano pedido tiene por ecuación: 

 

05274

322

201

111

=−++⇒=

−

−

−−+

zyx

zyx

 

21. Estudiamos la posición relativa de estas rectas estudiando el determinante formado por el 
vector director de una de las rectas, el vector director de la otra y el vector de un punto de 
una de las rectas a un punto de la otra, de este modo: 

 

3 1

2 1 2 1

3 1 1

b

b

−

− = +

−

 

 

Si 1−=b las rectas son coplanarias, en este caso se cortan. 

Si 1−≠b las rectas no son coplanarias, es decir se cruzan en el  espacio. 

22. Discutimos el sistema formado por la ecuación del plano y las ecuaciones de la recta y 
obtenemos: 

Si 2≠m el sistema es compatible determinado por lo que la recta y el plano se cortan en un 

punto. 

Si 2=m el sistema es compatible indeterminado por lo que la recta está contenida en el 

plano. 
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SOLUCIONES  

23. Sean los valores de a que hagan el determinante 

a

a

11

11

111

distinto de cero. 

El determinante anterior vale ,)1(12 222
−=+− aaa es distinto de cero para cualquier valor                     

diferente de uno. 

24. La ecuación de la recta s es: 
5

4

32

1 −
==

− zyx
 

La intersección de s con el plano π es el punto 
16

1
,

16

39
,

8

5
−−−  

25. La intersección de s con el plano π es el punto 
16

1
,

16

39
,

8

5
−−−  

El vector director de la recta pedida será proporcional al vector director de la recta 

determinada por los dos planos, ).1,1,1( −=v
�

 

 

La ecuación de la recta pedida es: 

111

2

−
=

−
=

− zyx
 

26. La recta viene determinada por el punto (4, 5, 6) y el vector ),1,3,1(=v
�

y su ecuacion es: 

1

6

3

5

1

4 −
=

−
=

− zyx
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27. La solución es: 

      

28. a) La recta r corta al plano π si 
7

23
−≠m  

b) La recta y el plano son paralelos si 
7

23
−=m y 

7

9
≠n . 

c) La recta está contenida en el plano si 
7

23
−=m y 

7

23
−=n . 

29. El haz de planos de arista r tiene por ecuación: 

      0)12()5235( =−−+−+− zyxzxx λ  

 

      Si el haz incide con el punto (0, 0, 1), se cumple: 

       2/30)11(52 −=⇒=−−+− λλ  

 

     Para este valor 2/3−=λ , el plano buscado es: 

      07734 =−+− zyx  

30. Las rectas se cruzan en el espacio al ser cuatro el rango de la siguiente matriz. 

 





















−−

−

−−

2410

4501

2310

1101
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31. La solución queda: 

Si 4−=m , las rectas se cortan en un punto x = 0, y = 3/2, z = -1/2. 

Si 4−≠m las rectas se cruzan en el espacio. 

32. La solución es: 

 

      a) Si 2−≠m , se cortan en un punto.  

    Si 2−=m , se cortan dos a dos. 

 

b) Si 0≠m y 1≠m , se cortan en un punto. 

    Si 0=m , dos planos son paralelos y el otro corta a los anteriores. 

    Si 1=m , los planos se cortan en una recta. 

 

c) Si 7≠m , se cortan en un punto. 

    Si 7=m , se cortan en una recta. 

 

d) Si 1≠m , se cortan en un punto. 

    Si 1=m , se cortan dos a dos. 

33. El punto A, punto de corte del plano y la recta del enunciado, tiene por coordenadas: )3,1,2( −A  

La ecuación de la recta que pasa por los puntos A y B es: 









+−=

+=

=

tz

ty

x

63

1

2

con t∈�  

34. Queda:  

 

Entendemos por rectas coplanarias aquellas que están en un plano, es decir, aquellas rectas 
pueden generar un único plano. 

 

De las cuatro posiciones relativas de dos rectas en el espacio, las que no son coplanarias son 
las rectas que se cruzan. 

 

Dos rectas que se cruzan son: 
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35. Sean ),,(),,(),,,( 333322221111 zyxPzyxPzyxP  y ),( 4,444 zyxP , cuatro puntos cualesquiera del 

espacio. Los puntos medios de los lados del cuadrilátero formado por 1P , 2P , 3P , y 4P tienen 

por coordenadas. 

 

 

Los vértices 1M , 2M , 3M y 4M forman un paralelogramo ya que los vectores 

son iguales; de igual forma que  

 

Los vectores anteriores tienen por coordenadas: 

 

 

 



 

 1

Unidad 6 – Geometría euclídea. Producto escalar 

PÁGINA 131 

 

SOLUCIONES  

1. La recta 0634 =+− yx tiene de pendiente 
3

4
=m . 

• Paralela: 0534)2(
3

4
1 =−−⇒−=− yxxy  

• Perpendicular: 01043)2(
3

4
1 =−+⇒−−=− yxxy  

      

2. La distancia viene dada por la expresión:  

 

 

3. Calculamos la distancia del punto (1, 1) de la recta r, a la recta s. 

 

== ),(),( sPdsrd 61,313
13

13

32

81312

22
≈==

+

+⋅+⋅
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4. La solución es: 

 

Calculamos el punto A como intersección de la recta dada y la perpendicular a esta que pasa 
por P. 

 

Las coordenadas del punto A son las soluciones del sistema: 





−=−

=+

12

32

yx

yx
. Luego A(1, 1) 

 

El punto ),( yxP ′′′  simétrico de P tiene por coordenadas: 0,1 =′−=′ yx . 

5. Las rectas son paralelas y la longitud del lado del cuadrado coincide con la distancia entre 
ambas rectas. 

Esta distancia la calculamos como la distancia del punto )1,1(− de la recta 054 =+− yx a la 

otra recta .01228 =+− yx La distancia es: 

 

 
 

El área del cuadrado es 0, 06 unidades cuadradas. 
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PÁGINA 145 

 

SOLUCIONES  

1. Queda: 

 

Denotando con x, y, z, t los lados de los distintos triángulos rectángulos que se formen y con a la 
distancia que queremos hallar, al aplicar el teorema de Pitágoras, obtenemos: 

 

 

                                                                                              













=+

=+

=+−

=+

222

222

222

222

800.1

600

100.2

azx

tz

ty

yx

   

 

Resolviendo: 

                              

Entre esta ultima igualdad obtenida y la ultima igualdad del sistema, obtenemos: 

maa 700.2800.1600100.2 2222
=⇒+−=  
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2. Llamando x a la expresión dada, obtenemos:  

 

Luego =Φ=
+

=
2

51
x numero de oro. 

3. Queda: 

 

4.  

 

Al %66,63 de los que queden les gusta la música, es decir al %
11

700
les gusta la música. 

Al %297,22 de los que queden les gusta usar pantalones vaqueros, es decir al %37/825 les 

gusta usar pantalones vaqueros. 

Les gusta la música: xx ⋅=⋅
11

7

11

700
 

Por lo tanto, x ha de ser múltiplo de 11 y de 148. 

Puede ser .512.6;884.4;256.3;628.1 ==== xxxx  

Se fueron de vacaciones: 6.372 si 744.4;628.1=x si ;256.3=x así sucesivamente. 

 

 

 

En la figura puedes ver 18 monedas 
colocadas en 9 filas y con 4 monedas en 
cada fila. 
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PÁGINA 150 
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SOLUCIONES  

1. Queda:  

     a) .201460,3121100,296158 −=−−=⋅−=−−=⋅=++=⋅ wvwuvu
������

 

     b) Los módulos de los vectores son: 

 

 

c) Los ángulos de los vectores, tomados dos a dos, son: 

 

2. Sea ),,( zyxw =
�

el vector buscado. Debe cumplir: 

 

     La solución del sistema 









=+

=++

=++

1

3222

1222

zx

zyx

zyx

   son los vectores: 

                                          








 −+

4

22
,

2

1
,

4

22
y 









 +−

4

22
,

2

1
,

4

22
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3. Se cumple que 1=⋅=⋅=⋅ wwvvvu
������

 y vuw
���

−−= . 

Sustituyendo en la expresión ,uwwvvu
������

⋅+⋅+⋅ se obtiene: 

 

4. Queda: 

a) El vector u
�

es de la forma ),,2( kkku −=
�

y como cumple 3=⋅vu
��

se tiene 

2/1;36;34 ===++ kkkkk . 

 

b) El vector u
�

será proporcional a wv
��

× al ser perpendicular a ambos. Luego 

).26,28,27()( kkkwvku −=×=
��

además cumple 14=u
�

, lo cual conduce a 

.196676784729 222
=++ kkk por tanto, 3,0189.2/14 ≈=k    

por tanto, el vector u
�

buscado es )8,7;4,8;8( −=u
�

 

 

c) El vector ),,( cbau =
�

debe cumplir: 









−=−+

=+−

=

432

953

0

cba

cba

c

 

La solución del sistema es .0,3,2 =−== cba  

Por tanto, el vector u
�

buscado es )0,3,2( −=u
�

 

 

d) El vector ),,( cbau =
�

debe cumplir: 

 

La solución del sistema es 3,2 == ba y c = - 2 

Por tanto, el vector u
�

buscado es )2,3,2( −=u
�

. 

5. Todos los vectores de la forma ),,( cba que cumplen las condiciones de problema están sujetos 

a las siguientes condiciones: 

0)5,2,3(),,( =−⋅cba  

   )1,2,2()3,1,1(),,( −+−= ncba  

Operando, se encuentra que todos los vectores ),,( cba que cumplen las condiciones anteriores 

son la de forma )7,7,7( ttt− con t∈� . 

Para encontrar uno de ellos basta fijar un valor del parámetro t . 
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6. Los vectores direccionales son )1,2,2( −−=u
�

y ).2,3,1( −−=v
�

el ángulo que forman es: 

 

7. El vector normal del plano )1,1,1( −=u
�

y el direccional de la recta )1,1,2( −=v
�

el ángulo que 

forman el plano y la recta es: 

 

8. Los vectores normales de los planos son )2,1,1( −=u
�

y )2,1,1(−=v
�

. El ángulo que forman es: 

 

9. La distancia es: 

871,1
14

7

3)2(1

563524

222
==

+−+

−⋅+⋅−
=d  

10. Queda: 

     a) El plano viene determinado por el punto )1,3,1( − y los vectores )1,0,1(  y )0,0,1( . Su ecuación   

     es: 

 

b) El plano viene determinado por el punto )0,0,0( y los vectores )1,1,1( −−  y )0,1,0( . Su 

ecuación es: 
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c) La recta viene determinada por el punto )0,0,0( y el vector )0,2,1( − . Su ecuación es: 

 

d) El plano tiene como vector normal )1,1,0(=n
�

. Su ecuación es de la forma: 

0=++ dzy  

Al pasar por el punto )0,0,1(− se cumple: 0000 =⇔=++ dd  

La ecuación del plano buscada es:  0=+ zy . 
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PÁGINA 151 

 

 

 

 

 

 



 

 11

SOLUCIONES  

11. Un punto genérico de la recta que pasa por A y B tiene por expresión: )21,2,21( ttt ++−  

La distancia de este punto al punto C es 3, por tanto: 3)2()12()32( 222
=+++− ttt  

Operando, se obtiene 
2

1
=t y 

6

1
=t . Estos valores de t dan los puntos: )2,1,0(  y )

3

4
,

3

1
,

3

2
(− . 

12. El plano pedido viene determinado por el punto )1,1,1( y los vectores )1,3,2( −=u
�

y 

)1,1,2( −−=v
�

.  

     Su ecuación es: 

 
 

La recta r viene determinada por el punto )1,1,1( y el vector )1,1,1(=u
�

, su ecuación en forma 

continua es: 

 

Un punto cualquiera de r es de forma ( ttt +++ 1,1,1 ). Su distancia al plano π al ser 3 se 

cumple: 

 

Operando, se obtiene 1=t y 1−=t y los puntos buscados son )2,2,2( y )0,0,0( . 

13. El punto P pertenece a la recta r y es tal que el vector AP y el director de la recta son 
perpendiculares. 

 

Para la determinación del punto P. procedemos así: 

• Tomamos un punto P( ttt 24,3,1 ++−+ ) genérico de la recta r. 

• Formamos el vector AP )32,,( −ttt . 

• Este vector y )2,1,1(=u
�

son perpendiculares, por tanto 

 

El valor 1=t conduce al punto )6,2,2( −P . 

Determinamos A′ considerando que P es el punto medio del segmento AA ′ . Obtenemos 

)5,1,3( −′A . 
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14. El punto A simétrico del punto )3,2,1(P respecto del plano de ecuación zx =  tiene por 

coordenadas )1,2,3(A . 

El punto B proy. ortogonal de )3,1,2(Q sobre el plano 0=z tiene por coordenadas )0,1,2(B . 

La ecuación del plano que pasa por los puntos )1,2,3(A , )0,1,2(B  y )0,0,0(C es: 

 

15. Queda: 

a) El rango de la matriz de los coeficientes es dos y el de la matriz ampliada es tres, por tanto, 
los planos se cortan dos a dos. 

 

b)La recta r:




=−+

=−+

02

12

zyx

zyx
expresada en forma continua es 

31

3/2

1

3/1 zyx
=

−
=

+
 

Procediendo como en la actividad numero 13. Se obtiene el punto de coordenadas 

)
11

2
,

11

14
,

11

8
(

−−
como el simétrico del origen respecto a la recta en cuestión. 

 

c) La proyección ortogonal del origen sobre el plano 12 =−+ zyx , es el punto de intersección 

entre el plano 12 =−+ zyx  y la recta que pasa por el origen y es perpendicular al plano 

anterior. 

La ecuación citada de la recta es:  
121 −

==
zyx

 

La proyección ortogonal es la solución del sistema 









=−

=+

=−+

02

0

12

yx

zx

zyx

que es: )6/1,3/1,6/1( − . 

16. Queda: 

     a) Es la solución del sistema 









−=−

=+

−=−−

3

232

2223

zy

yx

zyx

 que es: 







−

17

49
,

17

2
,

17

20
 

 

b) Sea )7,15,13( +−++ tttQ un punto genérico de la recta. El punto Q proyección de P debe 

cumplir: 0)1,5,3( =−⋅QP . Por tanto, ,0035 =⇒= tt el punto buscado es )7,1,1( . 

 

c) Hallamos el plano que contiene a la recta y es perpendicular al plano dado: 1543 =+− zyx . 

La recta pedida es la intersección de este plano y del dado: 
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17. La recta que pasa por los puntos )5,2,1(  y )6,5,6(  tiene por ecuación: 

 

El punto )5,23,15( +++ tttP  pertenece a la recta anterior. Los puntos a distancia 5 del origen 

cumplen 5)0,( =Pd . 

Desarrollando 5)5()23()15( 222
=+++++ ttt obtenemos 

7

5
−=t  y 

5

1
−=t . 

Los puntos pedidos son 






 −−

7

30
,

7

1
,

7

18
 y 









5

24
,

5

7
,0 . 

18. Las rectas se cruzan por tanto no hay ningún plano que las contenga. 

19. El punto buscado es la solución del sistema: 

             Donde la solución es el punto 








3

1
,

3

1
,

3

1
. 

20. Las coordenadas de los puntos 2P y 3P son: 









−1,

5

4
,

5

3
2P  y 







 −

3

2
,

3

2
,

3

4
3P  

El plano que pasa por 1P , 2P  y 3P tiene por ecuación: 

 

21. Sea el punto )1,0,1(P  y la recta r:
11

2

3

5

−
=

+
=

− zyx
. 

El punto buscado será el punto Q; proyección ortogonal del punto P sobre la recta r.  

Sea ),2,35( tttQ −+−+ un punto cualquiera de la recta r.  

 

Los vectores )1,2,43( −−−+= tttPQ  y )1,1,3( −=u
�

son perpendiculares. Se cumple: 

 

El punto buscado es )1,3,2( −Q . 
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22. El punto M proyección del punto )4,6,1( −P sobre el plano OXZ, es decir sobre 0=y , es el 

punto solución del sistema: 

 

Las coordenadas del punto M son )4,0,1( − . 

El punto )4,0,1( −M es el punto medio del segmento de extremos )4,6,1( −P  y ),,( zyxP ′′′′ . 

Las coordenadas de P′ son: 

 
 

23. El punto buscado es la intersección de la recta dada con el plano mediatriz del segmento OA. 

Este plano tiene por ecuación 062 =+−− zyx  y al cortar con la recta dada obtenemos el punto 

(3, 7, 5). 
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PÁGINA 152 
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SOLUCIONES  

24. El plano que pasa por el punto medio (1, 2, 2), del segmento cuyos extremos son los puntos 
dados y tiene como vector normal (0, 0, 2). 

     Su ecuación es 02)2(0)2(0)1( =⋅−+⋅−+⋅− zyx , luego 2=z . 

25. Sea ),2,23( tttP + un punto genérico de la recta r. 

Desarrollando la condición 14)0,( =Pd , obtenemos: 

 

26. Queda: 

      a) La diagonal d del cuadrado mide 20404 22
=++=d  

Con este valor de la diagonal, el lado mide 10=l  y, por tanto, el área del cuadrado es 10. 

 

b) El plano pedido pasa por el punto (4, 1, 3) y tiene como vector normal )2,0,4( . Su 

ecuación es: 

 

27. Queda: 

     a) La recta r viene determinada por el punto )5,3,4( −C y por el vector )3,1,2(==QPv
�

, y su   

     ecuación es: 

 

El plano es 0142514 =+−− zyx . 

 

b) Los otros vértices del rectángulo son los puntos: 
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28. La ecuación del haz de planos cuya arista es la recta r es: 

 

.0)22()623( =−−++−+− zyxtzyx  

 

     El plano del haz que pasa por )0,0,0(O cumple: 

.30260)20020()602003( −=⇔=−−⇔=−−⋅++−⋅+−⋅ ttt  

     Para 3−=t el plano buscado es .057 =− zy  

29. La recta pedida vendrá dada como intersección de los siguientes planos: 

 

• Plano 1π que contiene a r y al punto (0, 0,0) 

• Plano 2π que contiene a s y al punto (0, 0,0) 

 

La recta tendrá de ecuación: 




=+−

=+−

0111013

02

zyx

zyx
 

30. La recta pedida vendrá dada como intersección del plano 1π que contiene a r y al vector 

)2,1,3(−v
�

y del plano 2π  que contiene a s y al vector )2,1,3(−v
�

 

 

La recta tendrá de ecuación: 




=−+−

=−+−

014724

02569

zyx

zyx
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31. La ecuación del plano perpendicular a la recta 
31

2

2

1 zyx
=

−

−
=

+
 que pasa por el punto )0,2,1(−  

es: 

 

Operando, obtenemos: 

432 −=+− zyx  

La recta buscada es la que viene dada como intersección de los planos: 
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PÁGINA 153 
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SOLUCIONES  

32. Hallamos un plano paralelo al dado pasando por el punto P. cortando el plano con la recta dada 
obtenemos el punto Q pedido. 

El plano tiene por ecuación 0223 =++− zyx . 

Resolvemos el sistema formado por el plano y la recta y obtenemos el punto Q de coordenadas 

)5,3,1( −−− . 

33. Queda: 

a) El plano que no corta al dado es un paralelo. Este plano pasando por A tiene de ecuación 

022 =−−+ zyx  

 

b) La distancia entre planos paralelos la hacemos tomando un punto de uno de los planos y 

hallando la distancia al otro y obtenemos que esta distancia es 
6

1
unidades. 

34. El plano buscado es el plano mediatriz del segmento de extremos PP ′ y tiene por ecuación: 

0
2

13
)3(

2

=
−

+−+
a

zayx  

Para 2=a el plano tiene por ecuación 09222 =−++ zyx  

35. Queda: 

a) La recta y el plano son paralelos. Para hallar la distancia entre ambos tomamos un punto de 
la recta y hallamos la distancia de este punto al plano y obtenemos 35/6 unidades. 

 

b) El plano buscado tiene por ecuación: 

459180

221

452

351

−−⇒=−

++−

zx

zyx

= 0 

36. Hallamos el plano 1π  que contiene a la recta r y al vector de )1,0,0(OY  y hallamos el plano 

2π que contiene a la recta s y al mismo vector y obtenemos que su intersección nos da la recta 

buscada: 

0

010

126

111

1 =−

+−−

≡

zyx

π           2π 0

010

111 =−−≡

zyx

             




=+

=++

0

056

zx

zx
 

37. El plano pedido tiene por ecuación 010

010

111

211

=+−⇒=−

−−−

zx

zyx
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38. Hallamos el plano perpendicular a la recta dada y que pase por el punto dado y obtenemos su 

ecuación 0=− zy . 

Cortamos la recta dada con el plano y obtenemos el punto )1,1,3(=A  

La recta perpendicular a la dada por el punto P es la recta que pasa por P y A: 

1

2

1

2

4

1

−

−
=

−

−
=

+ zyx
 

39. El vector de la reta que buscamos es perpendicular al de la recta dada y al vector normal del 
plano. 





=

=

0  5) 2,- (2, · c)b,(a,

0  (2,-1,3) · c)b,(a,
 

De este sistema obtenemos un vector de la recta de la forma ( 2,4,1− ). 

La ecuación de la recta es 
2

3

4

1

1

1 −
=

−
=

−

− zyx
 

40. ( )( ) ⇒=−+ 0· wuvu 3−=p  

41. La recta y el plano son paralelos si el vector director de la recta y el vector normal del plano 

son perpendiculares de donde obtenemos que 1−=a . 

Para hallar la distancia entre esa recta y ese plano paralelo a ella tomemos un punto de la 

recta y hallamos la distancia de ese punto y obtenemos 
11

8
unidades. 

42. Todos los planos paralelos al dado son de la forma 02 =+−− Dzyx . 

Tomamos un punto del plano dado, por ejemplo (0, 0, 6), y obligamos a que la distancia de este 
punto al plano que buscamos sea la dada. Obtenemos: 

63
6

6
=

+− D
  de donde 24=D o 12−=D . 

 

Los planos buscados tienen por ecuaciones:  0242 =+−− zyx o   0122 =−−− zyx  

43. La recta y el plano dado son paralelos. Tomando un punto de la recta, por ejemplo ( 5,2,a ) y 

haciendo la distancia al plano e imponiendo que esta distancia es 3 obtenemos: 

3
10

306
=

−a
 de donde sacamos los valores de a: 0=a  o 10=a  
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PÁGINA 154 
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SOLUCIONES  

44. El ángulo que forman los planos es el mismo que el formado por sus vectores normales. Su 
valor: 

 

Luego el ángulo buscado es de 6,4432530 ′′′ . 

45. El ángulo buscado puede calcularse con el vector direccional de la recta )3,1,2( −=v
�

y el normal 

al plano )1,1,1( −−=n
�

, a través de la expresión: 

 

Luego el ángulo es 
00 y, por tanto, la recta y el plano son paralelos. 

46. Consideramos un punto genérico 







−+ tttP ,

3

7

3

4
,

3

1

3

5
 de la recta r. 

Para que los puntos A, B y P formen un triangulo rectángulo en A debe cumplirse que 

0=⋅ ABAP , es decir:  

0)0,1,6(6,
3

11

3

7
,

3

2

3

1
=⋅








−−−+ ttt , luego 1=t  

El punto buscado es )1,1,2( − . 

47. El punto proyección de )0,0,0(O sobre el plano 1=++ zyx  es el punto P solución del sistema 

formado por el plano y la recta perpendicular a el que pasa por el origen. Es decir, el punto P es 
solución de  

 

Por tanto, 







,

3

1
,

3

1
,

3

1
P . 

 

El punto ),,( zyxO ′′′′  cumple, con respecto a los puntos O y P la relación: 

 

Las coordenadas de O′ son 
3

2
,

3

2
,

3

2
=′=′=′ zyx  
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48. Sea )2,3,2( ++− tttP  un punto genérico de la recta para fijar este punto como punto medio del 

segmento AA ′ imponemos la condición 0)1,1,2( =−⋅PA . Es decir,  

 

El punto P es )3,2,2(P . 

Las coordenadas de ),,( zyxA ′′′′ simétrico de A debe cumplir: 

 

Por tanto, 5,4,2 =′=′=′ zyx . 

49. Queda: 

     a) La ecuación de la recta es: 
3

1

12

1 +
=

−
=

− zyx
 

 

b) El punto P del plano π es el punto medio del segmento AA ′ es la solución del sistema: 

 

Las coordenadas de P son: 







−

14

1
,

14

5
,

14

24
 

El punto simétrico de A, A′ tiene por coordenadas:  







−

7

8
,

7

5
,

7

17
 

c) El plano buscado DCzByAx =++ debe cumplir: 

 

Resolviendo el sistema, obtenemos: 132 −=+− zyx . 

50. Sea )32,2,( ++ tttP un punto cualquiera de la recta dada. Se cumple: 

222222 )12()2()22()2()1(),(),( ++−+=++++−⇔= ttttttBPdAPd  

Operando, obtenemos 
5

2
−=t . 

El punto buscado es 







−

5

11
,

5

8
,

5

2
P . Otra forma de resolver este problema es hallar el punto en 

el que se corta la recta dada con el plano mediatriz del segmento AB. Es decir: 
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51. El plano que pasa por ),,( aaa y es perpendicular a los planos dados tiene por ecuación: 

 

 

La condición de la distancia se expresa en la forma: 

 
Los planos son: 

 

52. Queda: 

a) El punto proyección de P sobre el plano π es 








3

1
,

3

2
,

3

1
M . Este punto es el punto medio del 

segmento de extremos )1,0,1(P  y ),,( zyxP ′′′′ . Por tanto,  

 

b) El simétrico del punto )1,0,1(1P perteneciente a la recta r es 







−−′

3

1
,

3

4
,

3

1
1P . 

El simétrico del punto )4,3,2(1Q perteneciente a la recta r es )2,5,0(1Q′ . 

La ecuación de la recta que pasa por 1P′ y 1Q′  es: 

 

53. El vector normal del plano es )3,33,2( −−+− mmmn
�

y un vector direccional de la recta es 

( 1,2,1 − ). 

Si el plano es ortogonal a la recta los vectores anteriores deben ser proporcionales. Debe 
existir un único numero real que cumpla: 

)1,2,1()3,33,2( −⋅=−−+− kmmm . 

Operando: 

 

El sistema carece de solución y por tanto no es posible determinar el m del enunciado. 
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54. Las coordenadas ( zyx ′′′ ,, ) del punto simétrico cumplen: 

 

55. Quedan: 

      a) Si 2−≠a los planos 1π y 2π se cortan en una recta. 

Si 2−=a los planos 1π y 2π son paralelos. 

 

b) Para 2−=a los planos son: 

1π : 022 =−− zyx  

2π : 222 =−− zyx  

El valor de la arista del cubo será la distancia entre 1π y 2π . 

Esta distancia vale: 

 

El volumen del cubo es 
27

8

3

2
3

=







unidades cubicas.  
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Unidad 7 – Producto vectorial y mixto. Aplicaciones.    

                  Superficie esférica 

PÁGINA 157 

 

SOLUCIONES  

1. La recta es 




=−−

=+−

02

02

zyx

zyx
 

2. Puede ser el vector: 

 

3. La altura es la distancia entre los planos, es decir: 

 

 



 

 2

4. Se debe cumplir: 

 

Haciendo b t= ∈� , obtenemos:  tctbta 7;;5 −==−=   con t∈�  
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PÁGINA 173 

 

SOLUCIONES  

1. Como comenzamos con dos vasos llenos el uno de té y el otro de leche, al final la leche que 
hay en el té es la misma cantidad que el té que hay en la leche; como se puede ver en el 
siguiente dibujo. 

 

2. Comenzando el juego desde el final, observamos que la 1ª jugadora (G) ganara siempre y 
cuando deje a la 2ª jugadora (P) con 89 en la penúltima jugada. Para ello, simulamos una 
partida. 

 



 

 4

Así sucesivamente G siempre tiene que decir el número necesario para sumar un múltiplo de 
11 más 1: 12; 23; 34; 45; 56; 67; 78; 89. 

 
Por lo tanto, la estrategia ganadora para el primer jugador es en la 1ª jugada decir cualquier 
número del 1 al 10 y en la siguiente jugada, a la vista de la suma que haya obtenido el 2º 

jugador, el er1 jugador debe decir un numero de modo que deje la suma en un múltiplo de 11 
más 1, y así sucesivamente en las siguientes jugadas, hasta que en la penúltima deje al 2º 
jugador como resultado de la suma 89, de esta forma gana la partida. 

La estrategia ganadora para el 2º jugador es la misma: ir diciendo números del 1 al 10 que 

dejen como resultado de la suma al er1 jugador un número que sea múltiplo de 11 más 1, así 

en todas las jugadas; en la penúltima debe dejar al er1 jugador como resultado de la suma 89 
y de esta forma ganara la partida. 

3. En el siguiente diagrama vemos la genealogía de las abejas. Designamos con Z a los zánganos 
y con O a las obreras. 

 
Obtenemos la sucesión: 

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,… que es la sucesión de Fibonacci. 

• En la decima generación anterior a él un zángano tiene 89 antecesores, de los cuales 34 
son machos y 5 son hembras. 

 

      Continuando las sucesiones, obtenemos: 

• En la vigésima generación anterior a él tiene 10 946 antecesores, de los cuales 4 181 
son machos y 6 765 son hembras. 

• En la vigésima primera generación anterior a él tiene 17 711 antecesores. 
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 6

 

SOLUCIONES  

1. Al ser )11,5,2(−=×vu
��

, se tiene que )9,13,17()( −−=×× wvu
���

. 

Como )7,2,3( −=×wv
��

, por tanto )5,11,19()( −−=×× wvu
���

. 

2. Se tiene que: 

 

3. Queda: 

 

4. Queda: 
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5. Queda: 

a) El conjunto de vectores },,{ wvvu
����

× está formado por )}4,2,1(),1,1,0(),1,1,1{( −− . Forman 

base al ser  

 

El conjunto de vectores },,{ wwvvu
�����

×× está formado por )}4,2,1(),1,1,2(),1,1,1{( −−− . 

Forman base al ser  

 

b) El producto mixto de los vectores pedidos es: 

 

6. Como 12=⋅vu
��

, el ángulo α que forman u y v es: 

 

Luego 73,487º53 ′′′=a  

Por tanto, ⋅⋅=× vuvu
����

sen ⋅⋅= 210α sen 16)73,487º53( =′′′  

7. Queda: 

a) El plano π pasa por el punto )4,4,1(M y su vector normal es )2,6,4( −−=PQ , su ecuación 

es 0)4()2()4(6)1(4 =−−+−+−− zyxx , es decir, .0632 =++− zyx  

 

b) Las coordenadas de los puntos A, B y C son: 

 
El área del triangulo ABC es: 
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8. La recta r expresada en la forma continua es: 

 
 

a) La ecuación del plano es 0)2,1,1()1,2,1( =⋅+−− zyx  

Operando se obtiene .012 =−++ zyx  

 

b) Los vértices del triangulo son: 

 

El área de dicho triangulo es: 

 

9. El tercer vértice tiene de coordenadas )1,,2( tt . El área del triangulo de vértices 

)1,1,1(),0,0,0( == BA  y )1,,2( ttC = es: 

 

Como el área vale 
2

2
, se obtiene 0=t  y 1=t . Estos valores nos posibilitan dos soluciones: 

(0, 0, 1) y (2, 1, 1). 
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10. Queda: 

 

     a) Pueden ocurrir dos casos como se observa en el dibujo. 

 
 

b) El área del paralelogramo es: 

Área = 45,26)1,2,1()1,1,1()0,1,2( ===−×−=× ACAB unidades cuadradas. 

• El área del paralelogramo es igual en cualquiera de los dos casos. 

11. Los puntos A, B y C son: 

)0,2,0(),0,0,5( −BA y )10,0,0(C  

El área del tetraedro es la suma de las aéreas de los triángulos siguientes: 
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12. La recta en forma continua puede expresarse: 

 
La distancia buscada es: 

 

13. Las coordenadas del punto B son las soluciones del sistema 









−=−

=−

=++

42

1

322

zy

yx

zyx

 

Por tanto, los vértices del triangulo son los puntos  

 
El área del triangulo es: 
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 12

SOLUCIONES  

14. Debe cumplirse que los vectores CA  y CB  son perpendiculares. Es decir, el producto escalar 
de ambos debe ser nulo. 

  

)3,5,2( −+−= aaCB   

 

De CBCA ⋅  se obtiene 862
+− aa   

Las soluciones de la ecuación son: 2=a y 4=a  

 

El área del triangulo ABC es: 

222 45,1,310
2

1

2

1
aaaaaaCBCA −−+−−−=×  

Si ⇒= 2a área = 3,81 unidades cuadradas. 

Si ⇒= 4a área = 17,48 unidades cuadradas. 

15. Ambas rectas se cruzan. 

Hallamos la ecuación del plano que contiene a r y es paralelo a la recta s. Su ecuación: 

 
La distancia entre las rectas es: 
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16. Sea )1,2,( −+− tttP un punto cualquiera de la letra r. Se cumple: 

 

17. Sea )0,0,(tP un punto cualquiera de r y Q(0, s, 3) un punto genérico de s. 

Los puntos P y Q por los que pasa la perpendicular común deben cumplir: 

 

Operando obtenemos: 0=t y 0=s . 

La recta buscada es la que pasa por )0,0,0(P y )3,0,0(Q y su ecuación es: 
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18. Sea )1,22,21( tttP −−+− un punto cualquiera de la recta r. Para que el triangulo ABP sea 

rectángulo en P debe cumplirse: 

 

19. La ecuación de la recta r puede ser expresada en la forma: 

 
Para que la recta r y el plano π sean paralelos, debe cumplirse: 

 
La distancia buscada es: 

 

20. a) sea )1,0,(tR un punto genérico de la recta r. Para que R sea vértice de un rectángulo se debe 

cumplir: 

 

21. La ecuación es: 9)1()3()1( 222
=++−+− zyx  
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22. El centro es el punto )3,2,1( −  y el radio es 2=r . 

23. La esfera de ecuación 0222
=++++++ qpznymxzyx cumple las condiciones: 

 

Resolviendo el sistema, obtenemos: 

 
La ecuación de la esfera es: 

 

24. El centro de la esfera es el punto (1, 2, 2). 

El plano buscado tiene por ecuación: 

 

25. El diámetro de la superficie de la superficie esférica es la distancia entre los planos. Esta es: 

 

El área buscada es: 

 

26. La solución del sistema: 

 
Nos da como resultado los puntos: 
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27. El radio es la distancia del centro C al plano dado y vale: 

 

La ecuación de la esfera es: 
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SOLUCIONES  

28. La distancia del punto )3,2,1(A al eje OX viene dado por la expresión: 

 

La distancia a OY es: 

 

La distancia a OZ es: 

 

29. Estas rectas se cruzan. Por tanto 
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30. Quedan: 

a) Junto B es la intersección del plano π con la recta que pasa por )2,0,1(A  y es perpendicular 

a π . 

El punto B es la solución del sistema 

 

Las coordenadas del punto B son )3,1,3(B . 

b) El área del triangulo de vértices )2,0,1(A , )3,0,3(B  y )5,1,2(C es: 

 

31. Sean ),,( tttP  y ),3,1( sssQ + dos puntos genéricos de las rectas r y s. Los puntos anteriores 

quedan fijados bajo las condiciones: 

 

Los puntos fijados son )4/3,4/3,4/3(P y )4/1,4/3,4/5(Q . 

La perpendicular común tiene por ecuación: 

3

4

3

4

3

4

x t

y t

z t


= + 




= ∈



= − 


�  

Otra forma de resolver este problema es hallar la intersección del plano que contiene a r y al 

vector v
�

perpendicular a r y s, y el plano que contiene a s y al vector v
�

. Esta intersección nos 
da la recta perpendicular común. 

)2,0,2(−=v
�

 

⊃
1

π r y a 02: =+− zyxv
�

 

⊃
2

π s y a 03323: =−+− zyxv
�

 

Luego la recta buscada es 




0 = 3 - z 3+2y  -3x 

0 = z +2y  -x 
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32. Estas rectas r (que pasa por A y B) y s (eje OY) se cruzan, por tanto la distancia viene dada por: 

{ }, ,

( , )
r s PQ

r s

v v v

d r s
v xv

= =

��������� ����

��� ���
( )

1 1 1

0 1 0

1 1 0 2

21,0, 1

−

=
− −

unidades. 

33. Se da: 

 

a) Sea )3,2,1( tttM −+−− un punto cualquiera de la recta r. Para determinar el punto M, punto 

medio del segmento de extremos A y A′ se cumple: 

 

El punto M es )3,1,0( −− y el simétrico de A es )6,4,6( −−′A . 

b) Sea )3,2,1( tttP −+−− un punto de la recta r. El área del triangulo PAA ′ es: 

 

Los puntos solución son )0,2,1( − o )6,0,1( −− . 

34. El haz de planos cuya arista es la recta dada puede expresarse en la forma: 

 

Operando: 

 

Si este plano es perpendicular a OXY se cumplirá: 

 

El plano buscado es 012 =++ yx  
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35. Queda:  

a) el producto misto vale 4 y representa el volumen del paralelepípedo de vectores concurrentes 
en un vértice los dados. 

b) ( )
·

cos , 0
b c

b c
b c

= =

� �
� �

� �  luego los vectores forman un Angulo de 90º. 

c) los vectores son linealmente independientes pues el determinante formado por ellos 
vale 4 distinto de cero. Por tanto forman base. 

 

d) escribimos el vector v
�

dado en combinación lineal de los de la base y obtenemos: 

(1, -2, 0) = x (1, 0, -1) +y (0, 2, -1) + z (2, 0, 0) 
 

Y resolviendo el sistema tenemos que .0;1;1 === zyx por tanto las coordenadas son (1,- 1,0) 

36. Sean los puntos ),,( zyxP . Deben verificar que { }
6

1
,,

6

1
=APACAB  de donde 

1 1 0

1 0 1 1

1x y z

−

− =

−

y obtenemos que el lugar geométrico son los planos de ecuación 

0=++ zyx . 

37. El volumen vendra dado por: 

 

38. la recta puede expresarse en la forma: 









=

−=

=

tz

y

tx

4  

la distancia buscada es: 
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39. Queda: 

      a) El determinante 

531

021

311

−  vale cero. 

Por tanto los vectores dados son linealmente dependientes. 

b) El plano está determinado por el punto (3, 0, 0) y los vectores )0,2,1(−  y )5,3,1( . Su 

ecuación es: 

 

40. Teniendo en cuenta las propiedades del producto vectorial, se obtiene: 
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Unidad 8 – Números reales. Funciones reales 

PÁGINA 183 

 

SOLUCIONES  

1. Quedaría: 

      



 

 2

2. La solución es: 

 
A esta acotado superiormente por 5 e inferiormente por – 1, luego, A esta acotado.  

No tiene máximos ni mínimos. 

 

 

B esta acotado superiormente por 4 e inferiormente por 3, luego, B esta acotado.  

Tiene mínimo, el 3. 

 

 
C esta acotado superiormente por 2 e inferiormente por – 2, luego C esta acotado.  

Tiene máximo, el 2. 

3. La representación queda: 
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PÁGINA 199 

 

SOLUCIONES  

1. Esta es una conjetura que esta sin demostrar. 

Hasta el número 100 podemos encontrar varios primos gemelos: 5 y 7; 11 y 13; 17 y 19; 29 y 
31; 41 y 43; 71 y 73. 

2. En efecto, el polinomio 412
+− nn  genera números primos para valores de n comprendidos 

entre – 40 y 40. 

Por ejemplo: 

⇒= 25n 641412
=+− nn  que es un número primo. 

Para cualquier valor de <<n>> no genera números primos, pues, por ejemplo, para 

⇒= 41n 222 4141414141 =+−=+− nn  que es un número compuesto, no es un número 

primo. 

3. Tomamos un numero de tres cifras cualesquiera, 739, y le aplicamos lo que dice el problema: 

 
Observamos que obtenemos el número de partida. Veamos que esto se cumple con cualquier 
numero y para ello partimos de un numero cualquiera xyz: 

 

Por tanto, al dividir xyzxyz por 7, por 11y por 13, obtenemos el número de partida xyz. 



 

 4

4. Indicamos con ))(()(2 xffxf =  y así sucesivamente por cuestiones de escritura. 

 

Para 7=n  

f(7) = 22  ; f2(7) = 11 ; f3(7) = 34 ; f4(7) = 17 ;  f5(7) = 52 ; f6(7) = 26 ; f7(7) = 13 ; f8(7) = 40 ;  
f9(7) = 20 ; f10(7) = 10 ; f11(7) =5  ; f12(7) = 16  ; f13(7) = 8 ; f14(7) = 4 ; f15(7) = 2 ; f16(7) = 1… 
 

Para 12=n  

f(12) = 6  ; f2(12) = 3 ; f3(12) = 10 ; f4(12) = 5 ;  f5(12) = 16 ; f6(12) = 8 ; f7(12) = 4 ; 
f8(12) = 2 ; f9(12) = 1… 
 

Para 17=n  

f(17) = 52  ; f2(17) = 26 ; f3(17) = 13 ; f4(17) = 40 ;  f5(17) = 20 ; f6(17) = 10 ; f7(17) = 5 ; 
f8(17) = 16 ; f9(17) = 8 ; f10(17) = 4 ; f11(17) =2  ; f12(17) = 1 …  

 

Para 30=n  

f(30) = 15  ; f2(30) = 46 ; f3(30) = 23 ; f4(30) = 70 ;  f5(30) = 35 ; f6(30) = 106 ; f7(30) = 53 ;  
f8(30) = 160 ; f9(30) = 80 ; f10(30) = 40 ; f11(30) =20  ; f12(30) = 10  ; f13(30) = 5 ; f14(30) = 16 ; 
f15(30) = 8 ; f16(30) = 4  ; f17(30) = 2 ; f18(30) = 1 …  
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PÁGINA 204 
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SOLUCIONES  

1. La solución es: 

      

2. Queda: 
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3. Quedaría: 

      

      

     

4. La solución es: 

     
 

b) 1)3,1()2,2(]3,2( =⇒−=+−∩− xxx  

 

c) 3),1()3,1()5,1(),1()1,2()2,3( =⇒=∩⇒=∩ xxxEE  

5. Los conjuntos A, B, C y D están acotados inferiormente por cualquier número menor o igual 
que (- 5) y superiormente por cualquier número mayor o igual que 7; luego estos conjuntos 
están todos acotados. 

a) A no tiene máximos ni mínimos 

b) B tiene mínimo en – 5 y máximo en 7. 

c) C tiene mínimo en – 5 y no tiene máximo. 

d) D tiene máximo en 7 y no tiene mínimo. 

e) E )2,4()1,3( −−=−  esta acotado y no tiene máximo ni mínimo. 

f) F )3,6()3,0[)1,6( −=∪−= esta acotado y no tiene máximo ni mínimo. 

g) 







∞+= ,

2

1
G  no esta cotado superiormente, por tanto, G no esta acotado. 

h) ]1,0()3,0(]1,6[ =∩−=H  esta acotado y tiene máximo en 1. 

i) ),3()1,(}13{ ∞+∪∞−=<>ℜ∈= xoxxl no esta acotado. 

j) {=J








=ℵ∈=ℜ∈ ...,
27

1
,

9

1
,

3

1
,1;

3

1
nxx

n
 

 

     J esta acotado y tiene máximo en 1. 
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6. Quedaría: 

      

7. Queda: 

 

Las soluciones de la ecuación 213 =++− xx  son todos los números reales del intervalo [1,3] 

    

Las soluciones de la ecuación 0322
=−− xx  son 3 y – 3. 

8. Queda: 

      a) el ínfimo de A es 1 y el supremo es 3. 

b) el ínfimo de B es 1 y el supremo es 2. 
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SOLUCIONES  

9. Los datos son: 

 

Función Dominio Recorrido Simetría Periodi Acota. Creciente Decrec 
Extre. 

Absol 

Extre. 

Relativos 

y=f(x) (-3,4) [-4, ∞ ) No No No (-1´5;4) (-3,-1,5) 
Min 
-4 

Min 
(-1,5,-4) 

y=g(x) ( −∞  ,2) �  No No No No ( −∞  ,2) No No 

y=h(x) 
( −∞ ,-3] U 

[3, ∞ ) 
( −∞  ,0] Par No No ( −∞  ,-3) (3, ∞ ) 

Máx. 
0 

No 

y=j(x) 
 

� -{-1} 
[2, ∞ ) No No No (-1, ∞ ) No 

Min 
-2 

No 

y=k(x) �  (0,2] No 
Sí 

T =2 
Sí (0,1) (1,2) 

Min 
0 

Máx 
2 

Máxim. 
(1,2) 

y=l(x) (-3,3) �  Impar No No No (-3,3) No No 

y=m(x) R-{2} (-4, ∞ ) No No No ( −∞  ,2) (2, ∞ ) No No 
 

10. Queda: 

 

 
Funciones 

 
Dominio 

 
Simetría 

 
Periodicidad 

a) �  Par No 

b) �  Par Si  T = π  

c) ( ] [ )+∞∪−∞− ,02,  No No 

d) �  Impar No 

e) �  Par Si  T = π  

f) �  Par No 

g) ( ) ( )+∞∪−∞− ,33,  Par No 

h) �  – {3,4} No No 
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11. Quedan: 

 

                                    

                                                          d) 

           

  

 

 

 

12. La solución es: 

 

13. La solución es: 

 

1 1
( ) ln ( ) ln

1 1

1 1 1 1 1
( ) ( ) ln ln ln ln (1)

1 1 1 1 1

1
11

ln ln
1 1

1
1

a b
f a f b

a b

a b a b ab a b
f a f b

a b a b a b ab

a b

a b ab a bab
f

a bab a

ab

   − −
= =   

+ +   

          − − − − + − −
+ = + = ⋅ =          

+ + + + + + +          

+ 
−  + + − −+

 = =  ++ +   +
 + 

(2)
b ab

 
 

+ + 

 

 

Como (1) = (2), queda probada la igualdad pedida. 
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14. La solución es: 

 

 

65)( 2
+−= xxxf  

15. La solución es: 
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SOLUCIONES  

16. La solución es: 
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     b) la función 
1

1
)(

2

+

−
=

x

x
xg puede expresarse en la forma: 

 

      

 

      La grafica de la función anterior es: 

 

 

17. Queda: 

 



 

 16

18. Quedan: 
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     c) 

              

 

      

19. Si 0<x la función puede expresarse como 1)(
2

−=
−

= x
x

xx
xf  

Estudiamos el signo del cociente: 

 

Luego la función es estrictamente creciente en 3
�  
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20. 
21080 hhC −=       C = numero de clientes;    h = numero de horas a partir de 9 

Hacemos un grafico que ilustre la situación:  

 

 

a) El número máximo de clientes es de 160. 

b) 





>+−

<+−
⇒<−<

01508010

0708010
150108070

2

2

2

hh

yhh
hh  

 

     Hay que ir entre las 10 y las 12 de la noche o bien entre las 2 y las 4 de la madrugada. 

     Corresponde a la zona rayada de la grafica. 

 

c) Debemos ir entre las 2 y las 4 de la madrugada. Corresponde a la zona de la derecha, dentro   

   de la zona rayada. 

 

d)  El establecimiento cierra a las 5 de la madrugada. 
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21. Veamos que tx
x

x
∈∀<

+
< 1

1
0

2

2

 

Por un lado tenemos que 0
12

2

<
+x

x
al ser las expresiones del numerador y del denominador 

siempre positivas. 

De igual forma la función dada es menor que 1 al cumplirse: 

1011
1

22

2

2

<⇔+<⇔<
+

xx
x

x
 

Puede observarse la acotación en la grafica 

 

22. f es estrictamente creciente si siendo 
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23. La solución es: 

 

24. La función 
x

x
xf

ln
)( = tiene un máximo relativo en el punto 








=

e
eefep

1
,))(,( . Luego 

⇒<⇒<⇒< xxxxe
ex

x elnln
1ln
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Unidad 9 – Límites de funciones 
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SOLUCIONES  

1. La gráfica queda: 

 

2. Los límites en cada caso quedan: 

 

     
( )

( ) ( )

2

21 1

2 12 2
1

1 11x x

x xx x
lím lím

x xx→− →−

++
= =

− +−
               

2

2

2 2
2

1x

x x
lím

x→+∞

+
=

−
                   

2

20

2 2
0

1x

x x
lím

x→

+
=

−
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SOLUCIONES  

1. Se puede decir: 

 

Los números de la forma 2 1n +  y  2 3n + son números impares. Su suma es:  

(2 1) (2 3) 4 4 4( 1)n n n n+ + + = + = +  

2. Queda del siguiente modo: 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )P Q a b c d a c a d b c b d ac bd ad bc⋅ = + + + = + + + = + + −  
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SOLUCIONES  

1. Los datos requeridos son los siguientes: 

 

      
 

      

2. Las gráficas quedan: 

 

               

 

3. La solución en cada caso es: 

 

     

a) 0 b) c)

d) 0 e) f ) 0

g) h)0 i)

+ ∞ − ∞

+ ∞

+ ∞ + ∞
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4. Queda: 

 

      
 

 

     b) 
22

( )
2

x
g x

x
=

+
 

     Asíntotas verticales: 2 0 2x x+ = ⇒ = −  

     Asíntotas horizontales: 
22

2x

x
lím

x→±∞
= ±∞

+
 no existen. 

     Asíntotas oblicuas: son rectas de ecuación y mx n= + . 

         

2

2

2

2

( ) 22
2

2x x x

x

f x xx
m lím lím lím

x x x x→±∞ →±∞ →±∞

+
= = = =

+
 

         
22 4

( ( ) ) 2 4
2 2x x x

x x
n lím f x mx lím x lím

x x→±∞ →±∞ →±∞

  −
= − = − = = − 

+ + 
 

     La asíntota oblicua queda 2 4y x= −  

 

 

      
 

     d) 
2

3

3
( )

9

x
f x

x x

+
=

−
 

     Asíntotas verticales: 0 3 3 .x x x= = = −  

     Asíntotas horizontales: 
2

3

3
0

9x

x
lím

x x→±∞

+
=

−
 quedando 0y =  
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5. La solución queda: 

 

      
 

     Para hallar los puntos de corte de la asíntota oblicua con la función ( )f x , resolvemos el sistema: 
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SOLUCIONES  

6. Los límites quedan: 

      

 

     

 

      

 

      

 

       

 

      

 

      

            

 

     j)   
2

3

6 9
0

3x

x x
lím

x+
→

+ −
=

−
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      l)   
2

2
1

2 6 3

2 5x

x x
lím

x x−
→

+ −
= +∞

+
 

 

     

           

 

      

           

 

     

            

 

      

 

      

 

      

7. Los límites quedan: 
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      g)   
2

2 21 1

2 5 2 3
2

1 1 1x x

x x x x
lím lím

x x x→ →

 + + + −
− = = 

− − − 
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8. Los límites quedan: 

 

     

( ) ( )

( )

[ ] ( )

( )

0 0

2
2

2 22 2 2

2

2 20 0

2 2 2

3x

0

sen(5 ) 5 5
a)

sen(2 ) 2 2

2 2tg ( 2)
b) 0

24 4

7
1-cos(7 ) 492c)

84 4

ln 1 ( 2) 2ln( 1) 1
d)

2 4 2 4 2 2 2

2 1
e)

2

x x

x x x

x x

x x x

x x

x x
lím lím

x x

x xx
lím lím lím

xx x

x
x

lím lím
x x

x xx
lím lím lím

x x x

lím lím
x

→ →

→ → →

→ →

→ → →

→

= =

− −−
= = =

+− −

= =

+ − −−
= = =

− − −

−
=

0

0 0

3x ln2 3 ln2

2 2

tg(5 ) 5 5
f )

sen(2 ) 2 2x x

x

x x
lím lím

x x

→

→ →

⋅ ⋅
=

= =  

9. Las soluciones son: 

      

      

         



 

 12

10. El límite es: 
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SOLUCIONES  

11. La gráfica queda: 

 

12. El límite depende de por dónde nos acercamos a 2x = , en cada caso queda: 

1 1

2 2

2 2
0x x

x x
lím e lím e

+ −

− −

→ →

= + ∞ =  

 

13. Queda del siguiente modo: 

 

     Sea la función definida a trozos: 
2

2

4 si 2 ó 2
( )

4 si 2 2

x x x
f x

x x

 − − ∞ < ≤ − ≤ < + ∞
= 

− − < <
 

     Los límites quedan: 
 

     ( )2

2 2
( ) 4 0

x x
lím f x lím x

+ +
→ →

= − =            ( )2

22
( ) 4 0

xx
lím f x lím x

− →→

= − =          entonces:  
2

( ) 0
x
lím f x

→
=  

     ( )2

2 2
( ) 4 0

x x
lím f x lím x

+ +
→− →−

= − =         ( )2

2 2
( ) 4 0

x x
lím f x lím x

− −
→− →−

= − =       entonces:  
2

( ) 0
x
lím f x
→−

=  

 

14. Queda: 

 

     ( )
1 1

( ) 1 2
x x
lím f x lím x

− −
→ →

= + =                  ( )2

1 1
( ) 3 3

x x
lím f x lím ax a

+ +
→ →

= − = −  

 
     Para que la función tenga límite cuando x tiende a 1 ambos deben coincidir, por tanto 1a = . 

 

15. La solución es: 

 

     Asíntotas verticales: 2x =  

     Asíntotas horizontales: 
2 3

2 4x

x
lím

x→±∞

−
= ±∞

−
 no existen. 
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     Asíntotas oblicuas: son rectas de ecuación y mx n= + . 

         

2

2

2

3

( ) 3 12 4

22 4x x x

x

f x xx
m lím lím lím

x x x x→±∞ →±∞ →±∞

−

−−
= = = =

−
 

         
2 3 2 3

( ( ) ) 2 1
2 4 2 4x x x

x x
n lím f x mx lím x lím

x x x→±∞ →±∞ →±∞

 − −
= − = − = = 

− − 
 

     La asíntota oblicua queda 
1

1
2

y x= +  

 

• Una función puede tener como máximo 2 asíntotas oblicuas correspondientes a los límites 
cuando x → + ∞  y x → − ∞ . 

 

• Una función puede tener como máximo 2 asíntotas horizontales correspondientes a los 
límites cuando x → + ∞  y x → − ∞ . 

 

• Una función racional puede tener tantas asíntotas verticales como ceros del denominador 
que no lo sean en el numerador. 

16. La solución queda: 

 

     Asíntotas verticales: 2x =  

     Asíntotas horizontales: 
2 5

2x

x x
lím

x→±∞

+ −
= ±∞

−
 no existen. 

     Asíntotas oblicuas: son rectas de ecuación y mx n= + . 

         

2

2

2

5

( ) 52
1

2x x x

x x

f x x xx
m lím lím lím

x x x x→±∞ →±∞ →±∞

+ −

+ −−
= = = =

−
 

         
2 5 3 5

( ( ) ) 3
2 2x x x

x x x
n lím f x mx lím x lím

x x→±∞ →±∞ →±∞

 + − −
= − = − = = 

− − 
 

     La asíntota oblicua queda 3y x= +  
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17. Queda del siguiente modo: 

 

     a) ( ) ln( 1)f x x= −  

     Para 1x = ; y → − ∞  tiene asíntota vertical en  1x =  

     Asíntotas horizontales: ln( 1)
x
lím x
→+∞

− = +∞  no existen. 

     Asíntotas oblicuas: son rectas de ecuación y mx n= + . 

         
( ) ln( 1)

0
x x

f x x
m lím lím

x x→+∞ →+∞

−
= = =  

         ( )( ( ) ) ln( 1) 0
x x

n lím f x mx lím x x
→±∞ →±∞

= − = − − ⋅ = + ∞  

     No tiene asíntotas oblicuas.  

 

     b) 1( ) xg x e −
=  

     Asíntotas verticales: No tiene. 

     Asíntotas horizontales: 1 1 0x x

x x
lím e lím e− −

→+∞ →−∞
= +∞ =  tiene asíntota horizontal en 0y =  

     No tiene asíntotas oblicuas. 

18. La solución queda: 

 

a) Sí. Por ejemplo 
1

( ) senf x x
x

= ⋅ . El punto 0 Domx f= ∉ , pero existe 
0

1
sen 0

x
lím x

x→
⋅ =  

b) No es posible pues las asíntotas verticales son los valores de x para los cuales y → ± ∞ . 

19. Queda del siguiente modo: 
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20. La solución queda: 

 

      

                           

21. Los límites quedan: 

 

     

2 2 2

2 2 20 0

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

1 cos (2 ) sen (2 ) (2 ) 4
a)

33 3 3

3 5 3 5

2 8 2 8 2 8 2 83 5
b)

2 8 2 8 3 5

2 8 2 8

1 1

3 5

2 8 2 8

x x

x x

x

x x x
lím lím

x x x

x x x x
x x x x

x x
lím x x lím

x x
x x

x
lím

x x
x x

→ →

→ +∞ → +∞

→ +∞

−
= = =

   
+ + − − − ⋅ + + + − −      

   
+ + − − − = =

 
+ + + − −  

 

+
= =

 
+ + + − −  

 

30

2 2 2 2

2 2 20 0 0

2

1 3
c) 2

1 1

tg tg
d) 1 1 0

x

x x x

lím
x x

x x x x
lím lím lím

x x x

→

→ → →

 
− = − 

− − 

−
= − = − =
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Unidad 10 – Continuidad de las funciones 
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SOLUCIONES  

1. La solución queda del siguiente modo: 

 

                              

2. La solución es: 

      
 

     No es continua en 1x = , pues no está definida. Evitaremos la discontinuidad, definiéndola: 

      



 

 2

3. La continuidad queda: 

 

      

          

 

     Luego existe 
0

( ) (0)
x
lím f x f

→
= , por tanto esta función es continua en 0x = . 

 

      
 

     Por tanto esta función no es continua en 1x =  por no coincidir los dos límites laterales. 
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SOLUCIONES  

1. La solución queda: 

 

Directo: Si sumamos dos números impares entonces, obtenemos un número par. 
Este resultado es verdadero: (2 1) (2 1) 2( 1)n m n m+ + + = + +  que es un número par 

  
Recíproco: Si obtenemos un número par, entonces, sumamos  dos números impares. 
Este resultado es falso. Podemos obtener un número par de la suma de dos pares. 
 
Contrario: Si no sumamos dos números impares, entonces, no obtenemos un número par. 
Este resultado es falso. De la suma de dos números pares se obtiene un número par. 
 
Contrarecíproco: Si no obtenemos un número par, entonces,  no sumamos dos números 
impares. 
Este resultado es verdadero. Si no obtenemos un número par, estamos obteniendo un 
número impar. Este resultado proviene de sumar un número impar y otro número par; por 
tanto, no sumamos dos números impares. 

2. La solución es: 

 

Como en la hipótesis nos dicen que a y b son dos números reales positivos, podríamos decir 

m a=  y n b= ; así la desigualdad dada quedaría de la forma: 

 

2 2

2

1 1
m n

m n

≤ ⋅

+

  Operando en esta desigualdad obtenemos  
2 2

2 2

2
·

m n
m n

m n
≤

+
 o lo que es lo 

mismo, vamos a demostrar que   
2 2

2 2

2
· 0

m n
m n

m n
− ≥

+
. 

 
Operando, convenientemente, en la primera expresión obtenemos: 
 

( )
22 2

2 2 2 2

2
· ·

m nm n mn
m n m n

m n m n

− + −
= 

+ + 
  y como m y n son números reales positivos queda 

probado que esta expresión es mayor o igual que cero que es lo que queríamos demostrar. 
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SOLUCIONES  

1. La continuidad queda: 

 

a) La continuidad en 0x = . 

 

No es continua en ese punto al no coincidir los límites laterales. 

 

b) La continuidad en 3x = . 

 

      

2. La solución queda: 

 

a) La continuidad en 
2

x
π

= . 
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b) La continuidad en 0x = . 

 

        

3. La solución es. 

 

• En 1x = − , la ( )f x  tiene un punto de discontinuidad evitable. 

• En 1x = , la ( )f x  tiene un punto de discontinuidad no evitable de salto finito. 

• En 2x = , la ( )f x  es continua. 

• Dom ( ,1) (1, )f = −∞ + ∞∪  

• Im f =� . 

• No tiene ni máximos ni mínimos absolutos. 

• Tiene dos mínimos relativos en los puntos ( 1, 2)− − y (2, 2)− , y un máximo relativo en el    

     punto (0,0) . 

• Asíntota vertical: 1x = . 

         Asíntota horizontal: 0y = . 
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4. La solución es: 

 

      

 

La función ( )f x  es continua en todos los números reales, excepto en 4x = . Veamos qué 

ocurre en 4x = . 

 

      

 

     Para que esta función sea continua en 4x =  se debe cumplir: 

 

      

5. En cada uno de los casos: 

 

a) Dom f =�  

 

Estudiamos el signo de 2( 6 5)x x− + . Los ceros de la función son 1x =  y 5x = . 
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     Por tanto, la función ( )f x  es continua en toda la recta real. 

 

b) { }/ 4 0 y 4 0Domf x x x= ∈ + ≥ − ≥�  

 

     [ ]{ } [ ]4,4 4,4Domf x= ∈ − = −  

     La función ( )f x  es continua en todos los puntos de su dominio. Es decir, es continua [ ]4,4x∀ ∈ −  

 

c) { } { }2/ 3 0 / 0 o 3Dom f x x x x x x= ∈ − > = ∈ < >� �  

La función ( )f x  es continua en ( ,0) (3, )x∀ ∈ −∞ + ∞∪  

6. En cada caso queda del siguiente modo: 

 

a) Estudiamos la continuidad en 0x =  y 1x = . Obtenemos: 

 

Para que la función sea continua tiene que ser 1a =  y 0b = . 
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b) Procedemos como en el caso anterior: 

      

7. En cada caso queda: 

 

a) Esta función tiene dos puntos de discontinuidad en los ceros del denominador 0x =  y 2x = . 

 

En 0x =  la función tiene un punto de discontinuidad no evitable de salto infinito. 

 

En 2x =  la función tiene un punto de discontinuidad evitable. 

 

b) En 1x =  la función tiene una discontinuidad no evitable de salto finito, al cumplirse: 

 

 

c) En 0x =  la función tiene una discontinuidad no evitable de salto finito, al cumplirse: 

 

 

d) Veamos la continuidad en 2x = − , 2x =  y 4x = . 

• 
2 2

( ) ln( ) ln2 ( 2)
x x
lím f x lím x f

− −
→− →−

= − = ≠ −  

         
2 2

( ) sen( ) sen( 2 ) 0 ( 2)
x x
lím f x lím x f

+ +
→− →−

= π = − π = = −  

     La función no es continua en 2x = − . 
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• 
2 2

( ) sen( ) sen(2 ) 0 (2)
x x
lím f x lím x f

− −
→ →

= π = π = =  

         
2 2

( ) 0 (2)
x x
lím f x lím f

+ +
→ →

= =  

     La función es continua en 2x = . 

 

• 
4 4

( ) 0 (4)
x x
lím f x lím f

− −
→ →

= ≠  

         2

4 4
( ) 12 4 (4)

x x
lím f x lím x f

+ +
→ →

= − = =  

     La función es no continua en 4x = . 

     Los puntos de discontinuidad son 2x = −  y 4x = . 

8. La solución queda: 

      

     Para 2a = −  la función tiene en 1x =  un punto de discontinuidad evitable. 
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SOLUCIONES  

9. Por el teorema de conservación del signo como ( )f x  es continua en 2x =  y (2) 0f ≠  existe un 

entorno de 2 en el cual el signo de ( )f x  es el mismo que en (2)f , en este caso negativo. 

10. La solución queda: 

 

a) La función 2( ) 2xf x x e= − +  es continua en el intervalo [1, 2] y además f(1) >0 y f(2) < 0  

es decir verifica las hipótesis del teorema de Bolzano. Por tanto ( )2,1∈∃ c   de modo que 

( ) 0f c = . 

 

b) La función ( ) ln 3f x x x= − − es continua en el intervalo [1, 3] y además f(1) <0 y f(3) < 0  es 

decir no verifica las hipótesis del teorema de Bolzano. Por tanto no podemos asegurar 
que exista un valor que anule la función en el intervalo dado. 

11. La solución queda: 

 

a) La función 3 2( ) 8 3f x x x= − + es continua en el intervalo [-1, 0] y además f(-1) <0 y f(0) > 0  

es decir verifica las hipótesis del teorema de Bolzano. Por tanto ( )0,1−∈∃ c   de modo 

que ( ) 0f c = , es decir la ecuación dada tiene solución en ese intervalo. 

 

b) La función ( ) sen cosf x x x x x= − − es continua en el intervalo [ ]ππ ,−  y además f( π− ) <0 

y f(π ) > 0  es decir  verifica las hipótesis del teorema de Bolzano. Por tanto  podemos 

asegurar que exista un valor solución de la ecuación en el intervalo dado. 

12. Para demostrar que la igualdad es cierta hay que probar que la siguiente función 

( ) 3sen cosxf x x e x−
= −  verifica el teorema de Bolzano. 

 

     

13. La solución es: 

 

( )f x  es continua en [ ]0,2  y además (0) 2f =  y (2) 6f = − , es decir, signo (0)f ≠ signo (2)f , 

por tanto la función verifica el teorema de Bolzano, luego ( ) 30,2 / 8 2 0c c c∃ ∈ − + = , es decir, 

corta al eje de abscisas.  
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No podemos decir lo mismo de 
2 3

( )
1

x
f x

x

−
=

−
, puesto que esta función no es continua en el 

punto 1x = ; luego no es continua en [ ]0,2 , por lo que no se puede aplicar el teorema de 

Bolzano. 

14. La solución es: 

 

Para que sea cierto que ( )2,0 / ( ) 0c f x∃ ∈ − = , la función debe verificar el teorema de Bolzano 

que es el que nos garantiza que exista esta solución. La función dada no verifica las hipótesis 

del teorema por lo que no podemos decir nada de su continuidad en [ ]2,0− . 

15. La solución queda: 

 

No contradice el teorema al no ser continua la función en el intervalo [ ]3, 1− − . 

La función presenta en 2x = −  una discontinuidad no evitable con salto infinito. 

16. La solución queda: 

 

La función ( ) ( ) ( )h x f x g x= − , es decir, 3 2( ) 3 cos( )h x x x x= + − − π  cumple las hipótesis del 

teorema de Bolzano en el intervalo [ ]0, 2− . 

La tesis del teorema permite probar que efectivamente existe algún valor en ( )0,2  en el cual 

las funciones se cortan. 

17. La solución queda: 

 

Estudiemos si la función es continua en el intervalo  [-1, 1] y para ello estudiamos la 
continuidad en 0x =  que es donde cambia de definición pues en el resto es continua: 

 

(0) 2f =   ;  ( )2

0
1 2x

x
lím e

+
→

+ =   ;   ( )2

0
2 2

x
lím x ax

−
→

+ + =  

 
Es decir la función es continua en el intervalo dado. Además  f(-1) = 3 – a < 0 y f(1)  > 0 . Por 
tanto para que la función verifique las hipótesis del teorema de Bolzano se debe verificar que  
a < 3. 

18. La solución queda: 

 

Vamos a aplicar el teorema de Darboux. 
 

1 0xe − =    ⇒    0x =        ;   1 1xe e− = −    ⇒    1x =  

 
La función dada es continua en el intervalo [0, 1] luego aplicando el teorema indicado 
podemos afirmar que alcanza todos los valores del intervalo [f(0), f(1)] = [0, e – 1]. 
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19. Se cumple: 

 

Por el teorema de Darboux o de los valores intermedios si [ ]1,2x∈  entonces ( )f x  recorre los 

valores del intervalo [ ]0,7 . 

Por el teorema de la acotación en un intervalo cerrado, la función 3( ) 1f x x= − , que es 

continua, está acotada en [ ]1,2 . 

20. La solución es: 

 

La función 
4

( )f x
x

=  no es continua en [ ]0,3 , puesto que no es continua en 0x = . La función 

4
( )f x

x
=  sí es continua en [ ]1,3 , por lo que podemos asegurar, por el teorema de acotación 

en un intervalo cerrado, que ( )f x  está acotada en [ ]1,3 . 

21. La solución queda del siguiente modo: 

 

      

22. La solución es: 

 

No contradice el teorema de Weierstrass, puesto que ( ) tgf x x= no es continua en  
2

x
π

= ; por 

tanto, no es continua en [ ]0,π . Debido a esto, a ( )f x  no se le puede aplicar el teorema de 

Weierstrass. 

23. La solución queda: 

 

La función dada no es continua en 1x = , por tanto no es continua en el intervalo [0,2], de 

donde no podemos afirmar que este acotada. En cambio si es continua en el intervalo [-2, 0] 
por tanto podemos afirmar que en ese intervalo esta acotada.  

La función ( )f x  está definida por: 

 

 
 

Por el teorema de Weierstrass la función 

alcanza sus extremos absolutos en [ ]1,3− . 

Puede observarse que el mínimo absoluto 
es 0 y el máximo absoluto es 5. 
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SOLUCIONES  

24. La solución es: 

      

25. La solución queda: 

 

Veamos si la función  
1

( ) xh x e
x

= −  verifica las hipótesis del teorema de Bolzano en algún 

intervalo que hemos de buscar. Vemos que la función h(x) dada es continua en el intervalo 
[0,5; 1] y además h(0,5)<0  y h(1) > 0  por tanto aplicando el teorema mencionado podemos 
decir que existe un valor en el intervalo (0,5 ; 1) en el cual la función se anula es decir que  

( ) ( )f x g x= . 

26. La solución es: 

 

Veamos si la función  313 9
( ) ( ) 2

4 4
h x f x x= − = −  verifica las hipótesis del teorema de Bolzano 

en el intervalo (0,2) .La función h(x) dada es continua en el intervalo (0, 2) y además h(0)<0  y 
h(2) > 0  por tanto aplicando el teorema mencionado podemos decir que existe un valor en el 

intervalo (0 ,2) en el cual la función se anula es decir  ( ) 0h x = ;  
13

( )
4

f x = . 

27. La solución queda: 
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     ( )f x  presenta una discontinuidad evitable en 2x = −  para 4a = . 

28. La solución queda: 

      

29. La solución es: 

 

La ( )f x  es discontinua en todos los ceros del denominador. En 0x = ; 1x = ; 1x = − . En estos 

puntos la discontinuidad de ( )f x  será evitable si estos valores anulan el numerador y será no 

evitable en aquellos que no anulan ( )g x . Es decir, si (0) 0g =  en 0x =  ( )f x  tiene un punto de 

discontinuidad evitable, en caso contrario sería no evitable. Con 1x =  y 1x = −  se haría igual. 

30. La solución es: 
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31. La solución queda: 

 

      
 

Veamos si ( )f x  verifica las hipótesis del teorema de Bolzano en [ ]1,1− . Para ello debe 

verificar: 

1º ( )f x  debe ser continua en [ ]1,1− . Estudiemos la continuidad de ( )f x  en 0x =  que es el 

único punto en el cual puede presentar problemas. 

 

      
 

Como 
0 0

( ) ( ) (0)
x x
lím f x lím f x f

+ −
→ →

= =  la función es continua en 0x =  por lo que es continua en 

[ ]1,1− . 

 

2º ( 1) 1 0f − = − <  y  (1) 1 0f = > luego signo ( 1)f − ≠ signo (1)f  

Por tanto, ( )f x  verifica el teorema de bolzano en [ ]1,1− . 
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32. Se cumple: 

 

Por el teorema de Darboux o de los valores intermedios la función continua 2( ) 1f x x= +  toma 

los valores del intervalo [ ]1,5 , siempre que x recorra los valores del intervalo [ ]2,0−  o [ ]0,2 . 

33. La solución queda: 

 

• Para ver si la ecuación x eπ = tiene soluciones en (0,1) , veamos si ( ) xf x e= π −  verifica las 

hipótesis del teorema de Bolzano en [ ]0,1 . 

( )f x  es continua en [ ]0,1 . 

 

Por tanto verifica Bolzano y (0,1)c∃ ∈  tal que ( ) 0f c = , es decir, c eπ = . 

 

• Para ver si la ecuación x eφ =  hacemos el mismo estudio: 

( )f x  es continua en [ ]0,1 . 

 

Como signo (0)f = signo (1)f  no se puede aplicar el teorema y no podemos asegurar que 

existe una solución en (0,1) . 

34. La solución queda: 
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     Este hecho no contradice el teorema de Bolzano como puede verse en la gráfica de la función: 

 

 
 

El que no se pueda explicar el teorema de Bolzano no quiere decir que no exista un valor en 
el que la función se anule, sino que no podemos explicarlo a través de dicho teorema. 

35. La solución queda: 

 

La función  es continua en el intervalo dado, por tanto por el teorema de Weierstrass la 
función alcanza máximo y mínimo absolutos en ese intervalo. 

El máximo absoluto es 1 y lo alcanza para 0x =  y el mínimo absoluto es
1

2
 y lo alcanza para 

1x =  o 1x = − . 
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Unidad 11 – Derivadas 

PÁGINA 259 

 

SOLUCIONES  

1. La solución es: 

      

2. Queda: 
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PÁGINA 277 

 

SOLUCIONES  

1. La solución queda: 

 

Experimentamos con los casos particulares más sencillos y ordenamos los resultados. 

Llamando a (altura) y b (base) a las dimensiones del rectángulo, podemos construir la tabla. 

 

 

 

 

 

 En el elemento en el que se cruzan la fila a con la columna b aparece el numero de 

cuadrados pequeños atravesados por la diagonal, para un rectángulo de dimensión a x b. por 

ejemplo, la fila 4 y la columna 3 se cruzan en el numero 6, luego, en un rectángulo de orden 4 

x 3 la diagonal atraviesa 6 cuadrados. 

Si analizamos los valores de la tabla anterior podemos plantear la siguiente conjetura: 

• El número de cuadrados pequeños que atraviesa la diagonal de un rectángulo de orden a 

x b es igual a: 1−+ ba , si a y b son primos entre sí. 

• Si los números a y b no son primos entre sí, entonces el número es: dba −+ , siendo d el 

máximo común divisor de m y n. 

 1 2 3 4 5 6 
1 1 2 3 4 5 6 
2 2 2 4 4 6 6 
3 3 4 3 6 7 6 
4 4 4 6 4 8 8 
5 5 6 7 8 5 10 
6 6 6 6 8 10 6 

2. La solución es: 

 

El producto de tres números naturales consecutivos no puede ser un cubo perfecto ya que si 

lo fuese se tendría: )2)(1(3
++= nnnk  

Por otra parte son validas las siguientes desigualdades: 
33 )1()2)(1( +<++< nnnnn  
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La desigualdad primera nnnnnnnn 23)2)(1( 2333
++<⇒++< , es inmediata. 

Para probar la segunda 
3)1()2)(1( +<++ nnnn , basta comprobar que: 

2)1()2( +<+ nnn  

Pero esto también es inmediato porque:
222 )1(122)2( +=++<+=+ nnnnnnn   

Luego el número )2)(1( ++ nnn   no puede ser un cubo perfecto ya que se encuentra 

comprendido entre dos cubos perfectos consecutivos. 
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SOLUCIONES  

1. La solución en cada caso es: 

 

      

2. Las derivadas son: 

     a) =
−+

=′=
+

→ h

fhf
límffD
h

)2()2(
)2()]2([

0
 

 

        b) =
−+

=
−+

=′
++

→→ h

h
lím

h

fhf
límf

hh

39)6()6(
)6(

00
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     c) =
−+

=′=
+

→ h

fhf
límffD
h

)0()0(
)0()]0([

0
 

  

        

3. En cada caso: 

 

     a)  

 

 

 

f(x) no es derivable en x = 0, pues las derivadas laterales son distintas. 

 

     b) 0
11

lim
)0()0(

)0(
00

=
−

=
−+

=′
++

→→

+

hh

fhf
límf

hh
 

         
=

−+−
=

−+
=′

+−
→→

−

h

h

h

fhf
límf

hh

11
lim

)0()0(
)0(

2

00
 

 

     c) 1
0

lim
)0()0(

)0(
00

=
−

=
−+

=′
++

→→

+

h

hsen

h

fhf
límf

hh
 

        
=

−
=

−+
=′

+−
→→

−

h

hh

h

fhf
límf

hh

22

00
lim

)0()0(
)0(  
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4. El estudio queda: 

 

     a) Al ser la función continua en (0, 2) se cumple: 

 

La función es derivable en (0, 2), por tanto: 

 

La solución del sistema: 49 ; 19b c= − =  

     b) para que sea continua la función debe cumplirse: 

 

La solución del sistema: 1 ; 4a b= − =  

La función es derivable en cualquier punto salvo en x = 0. 

En este punto las derivadas laterales no coinciden al ser:  

En x = 2 la función es derivable puesto que  
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5. La solución es: 

 

 xxxf +=
32)(  

Recta tangente: )0()0()0( −⋅′=− xffy  

 

Recta normal: )0(
)0(

1
)0( −⋅

′

−
=− x

f
fy  

 

6. La solución queda: 

 

La pendiente de la recta 56 −= xy vale 6; por tanto, la pendiente de la recta tangente, al ser 

paralela a la anterior, también vale 6. Hemos de encontrar el punto ))(,( 00 xfx  en el cual 

6)( 0 =′ xf . 

 

Los puntos son: (2, - 38) y (- 3, 57). 

7. La solución es: 

 

Derivando obtenemos 

7

36

051236

0522

−=

=−+

=′−′+

m

mm

yyxyy

 

Recta tangente: 36 7 78 0x y+ − =   
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8. La recta secante que pasa por los puntos (1, 0) y (4, 3) es 1+= xy . 

Su pendiente vale 1, luego la pendiente de la tangente vale 1 al ser rectas paralelas .1)( 0 =′⇒ xf  

 

9. La solución: 

 

La grafica de la curva dada pasa por el punto baP ++=⇒ 390)0,3( . 

 

10. Queda: 

 

La ecuación de la recta tangente a la curva 
xexf 3)( = en x = a es: 

 

Si esta recta pasa por el punto P(1, 0) se cumple: 

 

11. La solución en cada caso queda: 
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SOLUCIONES  

12. Las derivadas quedan: 

 

a) xxD 2][ 2
=   

b) 
3/23/1 )3(])3[( −

= xxD  

c) 
x

xxD
x

xx 3
ln3ln3]ln3[ +⋅⋅=⋅  

d) 
723

2
623

623 )3(

)63(12
])3(2[

)3(

2

xx

xx
xxD

xx
D

−

−−
=−⋅=









−

−
 

e) 
22

)1(

x

xe

x

exe

x

e
D

xxxx
−

=
−⋅

=







 

f) [sen4 ] 4cos4D x x=  

g) 
6743 7][][ xxDxxD ==⋅  

h) xxD xxx
⋅⋅+=⋅ 4ln44]4[  

i) 
32242 )3(8])3[( +=+

xxx eeeD  

j) 
222 54)54(

5

54

1

xx

x

x
D

−−
=














−
 

k) 
xx

x

x

xx

x e

x

x

xe

e

xee

e

x
D

−
=

−
=

⋅−
=






 1)1(
22

 

l) 4 4 3[sen ] [(sen ) ] 4 sen cosD x D x x x= = ⋅ ⋅  

m) 
4252 )3(10])3[( −=− xxxD  

n) ]145[)1(])1()1[( 2223
−+−=−⋅+ xxxxxD  

ñ) 
2

242

32

24
)]32ln(4[])32[ln(

x

x
xDxD

−

−
=−⋅=−  

o) 
24

424

242

)24(4
244]24)24[(

−

−
=

−

+
+−⋅=−+

x

x

x

x
xxxD  
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p) 
xxxxxxxx xaaaxaxaxD 2ln22ln222]2[ 2222222

⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅  

q) 4 3 4[sen ] 4 cosD x x x= ⋅  

13. Las derivadas son: 

 

     a)  

 

 

 

     b) 

 

 

 

 

     c) 

 

     d)  

 

 

 

 

 

 

 

 

     e)   

 

 

     f)  
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     g)  

 

     h) 

  

     i) 

 

     j) 

 

     k) 

 

     l) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     m) 
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     n) 

 

 

 

     ñ)  

 

     o) 

 

     p) 

 

 

     q) 

 

     r) 

 

     s)  

 

     t) 

 

 

 

 

 

     u) 
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     v) 

 

     w) 

 

 

14. Quedan: 

 

      

Aparece un grupo de cuatro funciones derivadas diferentes, después se repiten. 

15. En cada caso: 

 

     a) )1(ln)( −= xxf  
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     b) 
1

2
)(

+
=

x
xf       

2)1(

2
)(

+

−
=′

x
xf      

3)1(

4
)(

+
=′′

x
xf           

4)1(

12
)(

+

−
=′′′

x
xf   !

)1(

2)1(
)(

1
n

x
xf

n

n
n

+
+

⋅−
=  

     c) 

 

     d) 
xxg −

= 3)( ;  3ln3)( ⋅−=′ − xxg ;  
2)3(ln3)( ⋅=′′ − xxg ;  

3)3(ln3)( ⋅−=′′′ − xxg ; 

nnn xxg )(ln3)1()( 3
⋅⋅−=

−

 

 

     e) 

 

 

     f) xxh cos)( = ;  







+=−=′

2
cos)(

π
xxsenxh ;  )cos(cos)( π+=−=′′ xxxh ; 

       








+==′′′

2

3
cos)(

π
xxsenxh ;  








+==

2

4
coscos)(

π
xxxh iv

; 

      









+=

2
cos)(

πn
xxhn

. 
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SOLUCIONES  

16. Las pendientes de las rectas tangentes a esta curva verifican la relación: 

 

Está pendiente toma el menor valor posible en el vértice de esta función 

33 2
+= xy cuadrática, es decir en x = 0. Luego la menor pendiente de la recta tangente esta 

en (0, 4) y vale 3. 

17. Las soluciones en cada caso son: 

 

     a) 

 

 

     Estudiemos su derivabilidad en x = 0 y para ello buscamos las derivadas laterales. 

 

     La función f(x) es derivable en x = 0. 

     Luego es derivable x∀ ∈� . 

 

     b)  hallamos )(xf ′′  a través de las derivadas laterales. 
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     La función )(xf ′′  no existe en x = 0 para todos los demás valores. 

 

18. La solución es: 

a) expresión analítica de )(xfy ′= . Es una recta que pasa por los puntos (0, 0) (3, 2), luego 

su ecuación es xy
3

2
= . 

b) como )(
3

2
)( xfxxf ⇒=′ ha de ser una función poli nómica de 2º grado, por lo cual la 

grafica (C) queda descartada. La grafica (A) corresponde a una función poli nómica de 2º 

grado, luego su función derivada seria negativa. Por tanto, la solución es la función (B). 

19. Los casos quedan: 

     a) para que la función f(x) sea continua debe cumplirse: 
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     b) en el caso a = 0 la función es f(x) =




>

≤+

01

012

xsi

xsix
 

     Y su grafica es: 

 

     En el caso a = 2 la función es f(x) = 




>−

≤+

234

212

xsix

xsix
 

     Y su grafica es: 

 

c) en el caso a = 0 las derivadas laterales de la función en x = 0 son: 

 

Y, por tanto, la función no es derivable. 

En el caso a = 2 las derivadas laterales de la función en x= 2 son: 

 

Y la función es derivable en x= 2. En este caso es derivable en cualquier punto de su 

dominio. 
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20. Queda: 

 

La recta secante pasara por los puntos P(1, 1) , Q(2, 1/2) y su ecuación es: 

 

La pendiente de esta recta es 
2

1
−=m  luego las rectas tangentes paralelas a esta tendrán por 

pendiente ⇒−
2

1
 

Las rectas tangentes de pendiente 
2

1
− pasaran por los puntos  

 

Y sus ecuaciones son: 

 

21. Queda: 

 

     La recta tangente a la curva en el punto P(1, 0) tiene por pendiente: 

      

     La recta perpendicular tendrá por pendiente (-1), por tanto: 
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22. La solución es: 

 

La recta tangente en el punto en el cual x = 1 pasa por el punto (1, -2) y su pendiente vale  

(- 2). Por tanto: 

 

 

23. Queda: 

 

     Las curvas se cortan en los puntos que obtenemos al resolver el sistema: 

      

Basta con hallar el ángulo que forman las rectas tangentes a las curvas en P, en Q es igual. 

Hallamos 1α que es el ángulo que forma la recta tangente a la curva 1=⋅ yx en el punto P 

con el eje de abscisas: 

      

Hallamos 2α que es el ángulo que forma la recta tangente a la curva 122
=− yx  en el punto P 

con el eje de abscisas. 
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24. Queda: 

 

      

      

Luego no existe ninguna función poli nómica de tercer grado que verifique estas condiciones, 

excepto el polinomio nulo. 

25. El área de un cuadrado en función del lado l es .2lA =  

     La variación del área puede venir expresada en la forma: 
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SOLUCIONES  

1. En cada caso: 

 

• 





<−

≥
=⋅=

0

0
)(

2

2

xsix

xsix
xxxf  

 

     Estudiamos a continuidad en 0x = . 0)0( =f  

 

 

 

     La función f(x) es continua en 0x = , luego es continua en toda la recta real. 

 

     Estudiemos la derivabilidad en 0x = . 

 

 

 

     La función )(xf es derivable en 0x = , luego es derivable en toda la recta real. 

 



 

 2

 

• 
3 2)( xxg =  

 

     Esta función es continua en toda la recta real. 

     Estudiemos su derivabilidad en 0x = . 

 

 

 

     La función )(xg no es derivable en 0x = . 

2. Veamos que para todo 21 xx <  se cumple que 21 33 xx
< . 

 

Luego queda probado que la función 
xxf 3)( = es estrictamente creciente. 

3. Llamando a a la altura del rectángulo y b a la base del mismo, podemos escribir: 

ababa −⇒=+⇒=+ 10102022  

Área =
210)10( aaaaab −=−=⋅  

 

La función que nos da el area del rectángulo es una función cuadrática cuyo valor máximo lo 

alcanza en el vértice, es decir, para ma 5= . 

Luego para este valor de la altura, la base mide  mb 5510 =−= . Es decir, la base mide 5 m 

igual que la altura. 

 
 
 
 
 
 
 
 



 

 3

PÁGINA  303 

 

SOLUCIONES  

1.  La solución queda: 
 

Supongamos que  3   no es irracional, por tanto 3  será racional, con lo que se puede poner 

en forma de fracción de este modo: 

3
a

b
=  con  ,a b∈�  y primos entre sí. 

De esta igualdad obtenemos:   3a b=  

Elevando ambos miembros al cuadrado nos queda: 2 23a b=  

De aquí deducimos que 2a es  múltiplo de 3. Si 2a es múltiplo de 3 entonces a también lo es.  
 

Podemos escribir:  3a m=   con m∈�    y sustituyendo en la igualdad 2 23a b= obtenemos: 

 
2 2 2 2 2 2(3 ) 3 9 3 3m b m b m b= ⇒ = ⇒ =  

    

Con lo que  b2  es múltiplo de 3 y, por tanto, b también lo es. 
Con esto hemos llegado a que a y b son múltiplo de 3. Este resultado contradice el hecho de 
que a y b son primos entre sí. Por tanto, hemos llegado a una contradicción o absurdo, por lo 

que concluimos afirmando que 3   no es un número racional, es decir, es un número 

irracional. 

2.  Tiene que ser no P pues si fuera P entonces seria Q y como no dice no Q no puede ser P. 
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SOLUCIONES  

1. La tabla queda: 

 

Funciones Estrictamente Creciente Estrictamente Decreciente 
2( ) 4f x x x= −

 ( ),2−∞  ( )2,+∞  

3 2( ) 3 5f x x x= − +  ( ) ( ),0 2,−∞ ∪ +∞  (0,2) 

( ) 5 3f x x= − +   �  

3
( )

3

x
f x

x

−
=

+
 �   

2
( )f x

x
=   �  

( ) 2 xf x −
=   �  

3( ) xf x e=  �   

2( ) 9f x x= −  ( )3,+∞  ( ), 3−∞ −  
 

2. La tabla queda: 

 

Funciones Máximo Relativo Mínimo Relativo 
2 6 5y x x= − + −  (3, 4)  

ln

x
y

x
=   (e, e) 

2 1x
y

x

+
=  (-1, -2) (1, 2) 

2( 1)y x x= −  
1 4

,
3 27

 
 
 

 (1 , 0) 

2

2

1
y

x
=

+
 (0, 2)  

lny x x= ⋅   
1 1

,
e e

 
− 

 
 

3 22 15 36 12y x x x= − + −  (2, 16) (3, 15) 

2

8

2

x
y

x
=

+
 ( )2,2 2  ( )2, 2 2− −  

2 xy x e=  
2

4
2,

e

 
− 
 

 (0, 0) 
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3. La solución es: 

 

     62)(6)( 2
−=′⇒+−= xxfaxxxf  

Igualando a cero: 3062 =⇒=− xx  

0)3(2)( >′′⇒=′′ fxf  

La función tiene un mínimo relativo en el punto )1,3( − , luego este punto debe verificar la 

función: 81891 =⇒+−=− aa  

4. Queda: 

     La función cbxxxf ++−=
2)(  tiene un máximo relativo en el punto (0, 4), por tanto: 

a) cf =⇒= 44)0(  

b) 02)(;0)0( =⇒+−=′=′ bbxxff  

 

     Luego c = 4; b = 0. 

5. Queda: 

 

     Que la función cbxaxxf ++=
2)( tiene un mínimo relativo en el punto )12,6( − significa que: 

 

a) cbaf ++=−⇒−= 6361212)6(  

b) babaxxff +=⇒+=′=′ 1202)(;0)6(  

 

Como se anula para 08648 =++⇒= cbax . Resolviendo el sistema, obtenemos a, b, c. 

 

6. La solución es: 

 

       3 2( )f x x ax bx c= + + +   ;    2´( ) 3 2f x x ax b= + +  

 
     Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos el sistema: 
 

     

1

2 3

0

a b c

a b

b

+ + = −


− + = −
 =

    de aquí obtenemos  3 5; 0 ;
2 2

a b c −= = =  
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7. La solución es: 

 

     El vértice de la función cbxaxxf ++=
2)( es: 

     bxaxxf +=′ 2)(  

( )f x  tiene extremo relativo en su vértice, pues su derivada primera se anula en el. 

                                                                   

 

Por tanto, si a > 0, entonces la función presenta un mínimo en el vértice y si a < 0 presenta un 
máximo en el vértice. 

8. Estudiamos el signo de la derivada primera para ver el crecimiento de la función: 

 

 

 

Como el denominador es siempre positivo, estudiamos el signo del numerador: 

 

)(xf es estrictamente creciente en 







3,

2

1
 

)(xf es estrictamente decreciente en ),3(
2

1
, ∞+∪







∞−  

Los extremos relativos son 3,
2

1
21 == xx . Para ver si son máximos o mínimos relativos 

hallamos la derivada segunda 
xe

xx
xf

10112
)(

2
+−

=′′  

)(0)3( xff ⇒<=′′  Tiene máximo relativo en el punto 







,

9
,3

3e
. 

1
0 ( )

2
f f x
 

′′ > ⇒ 
 

tiene un mínimo relativo en el punto 







−

2/1

1
,

2

1

e
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9. La tabla queda: 

 

Funciones Cóncava Convexa Punto de inflexión 

3 2( ) 2 9f x x x= −  
3

,
2

 
+∞ 

 
 

3
,
2

 
−∞ 
 

 
3 27

,
2 2

− 
 
 

 

2( ) 4f x x= +  �   No existe 

2
( )f x

x
=  ( )0,+∞  ( ),0−∞  No existe 

2( ) xf x x e−
= ⋅  ( )1,+∞  ( ),1−∞  (1, e-2 ) 

4 2( ) 12 8f x x x= − +  ( ) ( ), 2 2,−∞ − ∪ +∞  ( )2, 2−  ( ) ( )2, 12 2, 12− ∪ − −  

( ) ln( 4)f x x= +   ( )4,− +∞  No existe 
 

10. La solución es: 

 

     ⇒⇒=⇒=′ xxxxf 2cos02cos22cos2)(  

 

( ) 4sen2f x x′′ = −  

)(xf tiene máximo relativo en todos los puntos de abscisa 
3

4
x k

π
= + π  

 

 

( ) 4sen2 0 sen2 0f x x x′′ = − = ⇒ = ⇒  

 

xxf 2cos8)( −=′′  

Como (0 ) 0f k′′′ + π ≠  y ( ) 0
2

f k
π

′′′ + π ≠ entonces la función )(xf  tiene como punto de inflexión 

en todos los puntos de abscisa kx π+= 0 y kx
2

0
π

+= . 

11. La solución: 

      

 

 

⇒=+−⇒=+− 020)2( 22 kxxkxxex
Para que exista una única solución se debe verificar 

que 1k =  ⇒ la solución única es 1x = . 
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Por tanto, en x = 1 no hay ni máximo ni mínimo relativo. 
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12. La solución es: 

 

La función es 
3)1()( −= xxxf y su derivada 2´( ) ( 1) (4 1)f x x x= − −  

 

     a) Estudiamos el signo de )(xf ′ : 

      

( )f x  es creciente en ),1(1,
4

1
∞+∪








 y f es estrictamente decreciente en 








∞−

4

1
,  

b) Respecto a los extremos. 

 

      

                                                                           ( )f x  tiene un mínimo relativo en 






 −

256

27
,

4

1
 

 

 

 

 

 

c) Para ver la curvatura estudiamos el signo de la derivada segunda: 

 );612)(1()( −−=′′ xxxf   igualando a cero: 11;
2

x x= =  

      

( )f x  es cóncava hacia arriba en ),1(
2

1
, ∞+∪







∞−  y f es cóncava hacia abajo en 








1,

2

1
  

d) Los puntos de inflexión vienen dados: 
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SOLUCIONES  

13. Sean x y 48 – x los numero que hemos de buscar. La función a optimizar es 

8241357611)()48(65)( 222
+−=⇒−+= xxxSxxxS  

 

La función S(x) presenta un mínimo. 

Los números buscados son: 
11

288
y 

11

240
. 

14. La función a optimizar es: 

 

La función s(x) presenta un mínimo en x= 2  

El numero buscado es x = 2. 

15. El área es: 

 

     Como 
222 60016001 xyyx −=⇒=+  

      

      

 

La función A(x) es máxima para 220=x e 220=y . Por lo cual, el rectángulo de área 

máxima es un cuadrado. 
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16. La función a optimizar es: 

 

4

3yy
yxA

⋅
+⋅=  

Como 
2

36,6
6,632

y
xyx

−
=⇒=+  

La función a optimizar en una sola variable es: 

 

 

 

Luego la superficie es máxima para mxmy 05,15,1 == . 

La ventana es un rectángulo de base 1, 5 m y altura 1, 05 m y un triangulo equilátero de lado 
1, 5 m. 

17. El área es: 

 

La función a maximizar es xyA = . 

Al ser 
222 11 xyyx −=⇒=+  

 

La función a optimizar en una sola variable es: 

 

 

La única solución con sentido es 
2

2
=x . Para este valor la altura y vale 

2

2
y = . 
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18. Sea r el radio de la base del cilindro y h su altura. La función a optimizar es: 

 

     hrA ππ 22 2
+=        

     La relación entre las variables es 102
=hrπ  o 

2

10

r
h

π
=  

     La función a minimizar expresada en una única variable es:   

      

Derivando obtenemos: 

 

Las dimensiones del bote de enlatar de material mínimo en las condiciones dadas son: 

Radio = 1, 17 dm   y altura = 2, 33 dm 

19. La solución es: 

 

     Sea x la medida del lado de la base e y la medida de la altura lateral. 

     La función a minimizar es xyxxyxf 45,1),( 22
++=  

     La relación entre variables es 802
=yx  es decir, 

2

80

x
y = . 

     La función a optimizar expresada en una única variable es: 

 

Derivando, obtenemos: 

 

 

Las dimensiones del envase son: 

Lado de la base = 4 cm 

Altura lateral = 5 cm 
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20. Sean x e y las medidas de la base. La función a optimizar es: 

 

La relación entre las variables es 9=xy , es decir, 
x

y
9

=  

La función a minimizar expresada en función de una única variable es: 

 

 

Derivando, obtenemos: 

 

 

Para x = 3 obtenemos un mínimo. 

Las dimensiones del contenedor de coste mínimo son x = 3 m  e y = 3 m. 

21. El problema queda: 

 

Llamando x, y a las dimensiones del texto impreso,  

obtenemos que la función de optimización buscada es: 

 

 

Expresando esta función en una sola variable mediante: 

      

 

Por tanto, la superficie de la hoja es mínima para x = 3 cm y = 6 cm, es decir, la hoja tendrá 
por dimensiones: 

52 =+x cm de anchura 

104 =+y cm de altura. 
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22. La solución es: 

      

 

Llamando x a una de las partes, la otra tendrá por longitud 6 – x. 

La altura de un triangulo equilátero de lado l unidades viene dada por: 
2

3l
unidades. 

La función a optimizar es: 

      

 

Por tanto, la función se hace mínima para x = 3 cm. 

Luego el segmento dado se divide en dos partes iguales de longitud 3 cm cada una de ellas. 

23. La solución es: 

 

      

 

Sea x la longitud de la mitad de la base del parterre e y la longitud de su altura. 

Debe ser máxima el área el área del parterre, es decir, la función: 

xyA 2=  

La relación entre las variables es 10022
=+ yx o 

2100 xy −=  
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La función a maximizar expresada en términos de una única variable es: 

 

2( ) 2 100A x x x= −   que derivando: 
2

2

200 4
´( )

100

x
A x

x

−
=

−
 

 

 

Para 50=x m existe un máximo. 

Las dimensiones que hacen máximo el parterre son 502=x m e 50=y m; el área máxima 

vale 100
2m . 

En esta superficie puede plantearse 40025,0:100 = camelias. 

24. La solución es: 

 

 

 

Sea x e y las longitudes de los segmentos que aparecen en el dibujo. 

El área del jardín será: 

 

La relación entre las variables es 2,12 =+ yx . 

La función a maximizar expresada en términos de una variable es: 

 

Derivando: 

 

 

Para x = 0,4 la función tiene un máximo. 

Las dimensiones del jardín de área máxima son 0, 4 km para el lado más corto y 0, 8 km para 
el lado más largo. 
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SOLUCIONES  

25. La función )(xf es continua en [0, 1] por ser una función polinómica. 

La función )(xf es derivable en [0, 1] al ser una función polinómica. 

Además se cumple: 

 

1)0( =f  y 1)1( =f  

El valor del interior del intervalo (0, 1) que anula la derivada de la función )(xf es 
3

1
=c . 

26. La función no es derivable en todos los puntos del intervalo (- 1, 1) al no ser derivable en el 
punto x = 0. 

En el origen se cumple ∞=′ )0(f y por tanto, no se verifican todas las hipótesis del teorema de 

Rolle. 

La grafica de la función en el intervalo [- 1, 1] es la siguiente: 

 

27. La función )(xf del enunciado cumple las hipótesis del teorema de Rolle al ser: 

 

La tesis del citado teorema nos asegura la existencia de  
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28. No existe el citado intervalo, ya que : 

 

 

29. La función tiene que ser continua en x = 1 y deberá cumplirse: 

cba ++=−10  

La función tiene que ser derivable en x = 1 y se cumplirá: 

ba +=− 29  

Se cumplirá: );2()0( ff = es decir, cba ++= 241 . 

La solución del sistema: 

 

El valor al que se refiere el teorema es )2,0(40/49 ∈=c en el cual 0
40

49
=







′f . 

30. La función f(x) ha de ser continua en el intervalo dado. Veamos su continuidad en x=0: 

 f(0) = 0  ;  ( )2

0
0

x
lím x ax

+
→

+ =   ;  ( )
0

1 cos 0
x
lím x

−
→

− =  . Por tanto la función es continua en el 

intervalo dado para cualquier valor de a. 

     La función ha de ser derivable en el intervalo  ,1
2

π 
− 
 

 

     
sen 0

´( )
2 0

x si x
f x

x a si x

<
= 

+ >
     f ´- (0) = 0   ;   f´+ (0 ) = a   

 
     Para que sea derivable en x=0 ha de ser  a = 0. 
 

     1 cos 1
2 2

f
π π   

− = − − =   
   

   y  f(1) = 1 coinciden las ordenadas en los extremos del intervalo. 
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Luego la función dada verifica las hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo ,1
2

π 
− 
 

. 

Entonces existe al menos un valor en ese intervalo en el que la derivada de la función dada 
se anula y el valor es c = 0 

31. Consideremos la función  3 2( ) 2f x x x x= + + − . Esta función verifica las hipótesis del teorema 

de Bolzano en el intervalo [-1,1], luego existe al menos un valor c en el intervalo (-1,1) en el 
cual la función se nula. 

Como 2´( ) 3 2 1f x x x= + +   esta función f(x) es estrictamente creciente en el intervalo dado por 

lo tanto la solución c es única.  

32. Consideremos la función 2( ) xh x x e−
= − . Esta función verifica las hipótesis del teorema de 

Bolzano en el intervalo [0,1], luego existe al menos un valor c en el intervalo (0,1) en el cual la 
función se nula. 

Como ´( ) 2 xh x x e−
= +  esta función h(x) es estrictamente creciente en el intervalo dado por lo 

tanto la solución c es única. 

33. En cada caso: 

 

a) Las funciones f(x) y g(x) verifican las hipótesis del teorema de Cauchy en el intervalo dado 
puesto que: son funciones continuas en [-1,1], derivables en (-1,1) y no anulan a la vez sus 
derivadas. Por tanto aplicando el teorema de Cauchy tenemos que  ( 1,1)c∃ ∈ −  tal que:  

 

                  
´( ) (1) ( 1)

´( ) (1) ( 1)

f c f f

g c g g

− −
=

− −
  es decir    

2

2 2 2

213 14 20

c

c c

− −
=

− +
   ;      c = 0,14 

 
b) Las funciones f(x) y g(x) verifican las hipótesis del teorema de Cauchy en el intervalo dado 

puesto que: son funciones continuas en [0, 2], derivables en (0, 2) y no anulan a la vez sus 

derivadas. Por tanto aplicando el teorema de Cauchy tenemos que  )2,0(∈∃ c  tal que:  

 

                  
´( ) (2) (0)

´( ) (2) (0)

f c f f

g c g g

−
=

−
  es decir    

2 4

2

2 1

1

c

c

e e

e e

−
=

−
   ;      c = 1,434 

34. La solución en cada caso: 

 
a) La función f(x) verifica las hipótesis del teorema de Lagrange puesto que es continua en el 

intervalo dado y es derivable en (2,5). Por tanto  (2,5)c∃ ∈    tal que  
(5) (2)

´( )
3

f f
f c

−
=   es 

decir  c = 3,5. 
 
b) La función f(x) no verifica las hipótesis del teorema de Lagrange  ya que no es derivable en  
x = 0, por tanto no es derivable en (-1, 1). 
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35. En cada caso: 

 

a) la función es continua en el intervalo [- 2, 0] al estar formada por dos funciones polinómicas 
y cumplirse: 

      

 

La función es derivable en el intervalo (- 2, 0) al cumplirse: 

 

 

b) Los puntos cuya existencia afirma el teorema son: 

 

      

Por tanto los puntos buscados son 
2

1
−  y 2− . 

36. En cuanto a esta función: 

Esta función tiene un máximo relativo en 
4

x
π

=  , un mínimo relativo en 
5

4
x

π
=  y dos puntos de 

inflexión en 0x =  y x = π . 
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SOLUCIONES  

37. La solución es: 

 

• f(x) ha de ser continua en el intervalo dado. Para ello observamos que es continua por la 
derecha en x = 3/2 , por la izquierda en x = 3 y falta ver que sea continua en x = 2 que es 
el punto del intervalo en el que cambia de definición. 

      f(2) = a  ;  ( )2

2
6 4 12

x
lím bx x b

+
→

− = −     ;  ( )( )
2

2
ln 1

x
lím x a a

−
→

− + =   

 
Por tanto se tiene que cumplir que 4b – 12 = a. 
 

• f(x) ha de ser derivable en el intervalo (3/2, 3). 
 

2
1 2

´( ) 1

2 6 2 4

si x
f x x

bx si x


< <

= −
 − < <

      f´- (2) = 1   ;  f´+ (2) = 4b – 6 

 
Por tanto  debe ser  b=7/4  y  a = -5 

38. Se debe verificar que 
1

´( )
1

f x
e

=
−

   luego el punto buscado es (e-1, ln(e-1) – 1). 

39. La función f(x) dada verifica las hipótesis del teorema de Lagrange en el intervalo [a, b] por 
tanto aplicando este teorema tenemos: 

 

( ),c a b∃ ∈   De modo que  
( ) ( )

´( )
f b f a

f c
b a

−
=

−
 y como esta expresión es nula tenemos que  

f(a) = f(b) por tanto la función es constante en el intervalo dado. 

40. Teniendo en cuenta el teorema del valor medio se cumplirá: 

 

 

41. Aplicamos el teorema de Lagrange a la función f(x) = ex en el intervalo (0, x). Esta función  f(x) 

es continua en el intervalo [0, x] y  derivable en (0, x) por lo tanto   ( )0,c x∃ ∈    de modo que 

1x
c e

e
x

−
=   . Como c > 0  , ec > 1 de donde 

1xe

x

−
 >1 

 

Por tanto de aquí deducimos que ex > x + 1 esto para x>0. La igualdad es evidente que se 
cumple para x = 0. 
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42. Aplicamos el teorema de Lagrange a la función f(x) = ln(x + 1)  en el intervalo (0, x). Esta función  

f(x) es continua en el intervalo [0, x] y  derivable en (0, x) por lo tanto   ( )0,c x∃ ∈    de modo que  

1 ln( 1)

1

x

c x

+
=

+
 . 

Como c > 0 entonces  1+c > 1  y  
1

1
1 c

<
+

   de donde  
ln( 1)

1
x

x

+
<  es decir que ln(x+1)<x 

Por otro lado  c < x entonces 1+c < 1+x    y   
1 1

1 1c x
<

+ +
  de donde  

1 ln( 1)

1

x

x x

+
<

+
   es 

decir que ln(x + 1) >  
1

x

x+
 . De este modo tenemos demostrada la desigualdad para   x > 0. 

43. Aplicamos el teorema de Lagrange a la función f(x) = cos x  en el intervalo (a, b).  

Esta función  f(x) es continua en el intervalo [a, b] y  derivable en (a, b) por lo tanto   

( ),c a b∃ ∈    de modo que    
cos cos

1
b a

senc
b a

−
− = <

−
  de donde se deduce la desigualdad 

buscada. 

44. Los límites quedan: 

 

 

     a)  

 

      

 

 

 

 

     b) 
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     c)   

 

 

 

 

 

 

 

 

     d) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     e)  ( )2

0
2 ln

x
lím x x x

→
− =   

0

2

ln

1

2

x

x
lím

x x

→
=

−

  
( )

2
2

20

2

2 2x

x x
lím

x x→

−

−
 = 0 

 

 

     f) 
 
 
     Calculamos el límite del exponente aparte: 
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     g) 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     h) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     i)   

 

Este límite presenta la indeterminación 
00 . Resolveremos esta indeterminación tomando 

logaritmos neperianos: 
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     j) Llamamos a  

tg

20

1
x

x
lím M

x→

 
= 

 
 tomando logaritmos neperianos obtenemos: 

     
2

20 0 0 0

1 2ln 2 4 cos
ln · ln 0

cot 1x x x x

x sen x senx x
M lím tgx lím lím lím

gx xx→ → → →

−
= = = = =  de donde M=1 

 
 
     k) 

 

 

 

 

 

 

 

 

     l)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
     m) 
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     n) 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     ñ)  ( )
2

0
cos Z

senx

x
lím x x e

→
+ =  ; Z = 

( ) ( )
0 0

2 cos 1 2 1
2

cosx x

x x senx
lím lím

senx x→ →

+ − − +
= =   

Por tanto el límite pedido vale  e2. 

45. 
3 20 0

sen2 2cos2 2
(aplicando L´Hopital)

3x x

x x
lím lím

abx ax bx a→ →
= = =

+ +
  de modo que 1

2
a =  y b cualquier 

número real. 

46. La solución queda: 
 

Las derivadas primera y segunda son: f´(x) = 3x2 + 2bx + c     y        f´´ (x) = 6x + 2b 
  
Por tanto como f´´ (1) = 0  obtenemos que 6 + 2b = 0 
 
 Como f(1) = -3 obtenemos que  1 + b+c+d = -3 
 Como f´(0) = 3 obtenemos que c = 3 
 
 De estas igualdades deducimos los valores buscados  b = -3 ; c = 3 ; d = -4 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 



 

 30

PÁGINA 312 

 

 
 
 
 
 



 

 31

SOLUCIONES  

47. La solución: 

 

 

 

Determinamos la monotonía estudiando el signo )(xf ′ . 

 

)(xf  Es estrictamente creciente en 








 −
2

3

,0 e y estrictamente decreciente en 









∞+

−

,2

3

e . 

48. Queda: 

• Determinamos la monotonía de )(xf estudiando el signo de 
2

ln1
)(

x

x
xf

−
=′ . 

 

)(xf  es estrictamente creciente en (0,e) y estrictamente decreciente en ),( ∞+e . 

 

• Determinemos los extremos: 

 

)(xf tiene un máximo relativo en el punto 








e
e

1
,  

La función )(xf solo está definida para x > 0 por la monotonía y la existencia de máximo en 










e
e

1
, , podemos escribir que  

 



 

 32

49. Queda: 

 

 

En x = 1 tiene un mínimo absoluto que vale 1 y en x = 0 un máximo absoluto que vale 2, 
como podemos ver a través de la grafica. 

    

50. Para estudiar la concavidad de esta función vemos el signo de la derivada segunda. 

 

)(xf  es cóncava hacia arriba si 0)( >′′ xf , es decir en ( ) ( ), 3 3,− ∞ − ∪ + + ∞  y cóncava hacia 

abajo si 0)( <′′ xf , es decir, en ( )3, 3− + . 

51. El punto buscado es de la forma ( )212, xx −  

Área = )12( 2xx −⋅  esta función alcanza el máximo relativo en el punto )8,2( . 
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52. La solución: 

 

      

La ecuación de la recta que pasa por el punto )2,3(P y corta a los semiejes positivos es: 

 

El área del triangulo de vértices OAB es: 

 

Derivando : 
2 2

2 2 3

2

18 8 4 9 4
´( ) ; ¨( )

4 2

2
´( ) 0 18 8 0

3

m m
A x A x

m m m

A x m m

− + −
= = = −

= ⇒ − + = ⇒ = ±

 

Para 
2 2 27

, ¨ 0
3 3 2

m A
 

= − − = > 
 

 y existe un mínimo. 

 

La ecuación de la recta buscada es: 

 

53. Los puntos buscados serán de la forma )8,( xxP ±  

La función a optimizar es: 

 

 

     Por tanto, para x = 2 la distancia es mínima. Los puntos buscados son : )4,2(),4,2( −+ QP . 
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54. El volumen del cono de radio r y altura h es: hrV 2

3

1
π=  

 

La relación del radio, la altura y la generatriz es:  

 

 

 

La función a maximizar es: 

 

Derivando: 

 

Para 0
3

3
2

3

3
,

3

3
<−=










′′= πVh , la función presenta un máximo. 

El cono de altura 
3

3
m y radio 

3

6
m tienen un volumen máximo de 

3403,0
3

3

3

2

3

1
m=⋅π . 

55. Los límites son: 

  

 

     a) 
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     b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) 

 

 

 

 

 

     d) 

 

 

 

 

 

     e) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

f)  
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56. En cada caso decimos: 

 

La función f se corresponde con la grafica C. 

La función f ′se corresponde con la grafica A. 

La grafica B queda para una cierta función g. 

57. Sea la función 332)( 23
−+−= xxxxf , definida en el intervalo [1,2]. Cumple las hipótesis del 

teorema de Bolzano al ser continua y tomar los siguientes valores en los extremos:  

1)1( −=f  y 3)2( =f . 

El teorema anterior nos asegura al menos una solución en el intervalo (1,2). 

Existe solo una solución ya que la función )(xf es siempre creciente al cumplirse: 
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Unidad 13 – Representación gráfica de funciones 

PÁGINA 315 

 

SOLUCIONES  

1. Las funciones son: 

 

     a) xxxf 82)( 2
−=  

• Dominio: =fDom  

• Puntos de corte con el eje OX: 





⇒




⇒




=

−=

)0,4(

)0,0(

0

82 2

Q

P

y

xxy
 

Puntos de corte con el eje OY: 

)0,0(0
0

82 2

Py
x

xxy
⇒=⇒





=

−=
 

• Simetrías: 

      xxxxxf

xxxf

82)(8)(2)(

82)(
22

2

+=−−−=−

−=

 



 

 2

 

      fxfxf ⇒−≠ )()( no es simétrica respecto al eje OY 

      fxfxf ⇒−−≠ )()( No es simétrica respecto al origen de coordenadas. 

• Periodicidad: f no es periódica. 

• Asíntotas: no tiene asíntotas. 

• Monotonía: 

84)( −=′ xxf  

Estudiamos el signo de )(xf ′ . 

 

0)( <′ xf  en )2,( ∞−  

0)( >′ xf  en ),2( ∞+  

f es estrictamente decreciente en )2,( ∞−  

f es estrictamente creciente en ),2( ∞+  

 

• Extremos relativos: 

        

• Concavidad: 

       ⇒>=′ 04)(xf f es cóncava hacia las positivas en todo  

• No existen puntos de inflexión. 

 

     b) 
4

)(
2

3

−
=

x

x
xg   

 

• Dominio: =gDom }2,2{ −+−  

• Puntos de corte con el eje OX: 

)0,0(0

0

42

3

Px

y

x

x
y

⇒=⇒








=

−
=

 

Puntos de corte con el eje OY: 

                       )0,0(0

0

42

3

Py

x

x

x
y

⇒=⇒








=

−
=
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• Simetrías: 

      
44)(

)(
)(

4
)(

2

3

2

3

2

3

−
=

−−

−
=−

−
=

x

x

x

x
xg

x

x
xg

 

Como )()( xgxg +=−  la función g es simétrica respecto al origen de coordenadas. 

 

• Periodicidad: g no es periódica. 

• Asíntotas:  

Asíntotas verticales: las rectas de ecuaciones. 

22 −== xyx . 

Asíntotas horizontales: 

 
No existen las asíntotas horizontales. 

Asíntotas oblicuas: 

Son de la forma bmxy +=  

 
La asíntota oblicua es la recta y = x. 

• Monotonía: 









±=⇒=−





±=

=
⇒=−

−

−
=′

204

32

0
012

)4(

12
)(

2

24

22

24

xx

x

x
xx

x

xx
xg  

 

                ( ) 0g x′ > en ( , 2 3) (2 3, ) g− ∞ − ∪ + ∞ ⇒  es estrictamente creciente en  

                ( , 2 3) (2 3, )− ∞ − ∪ + ∞ . 

 

                ( ) 0g x′ < en ( 2 3, 2) ( 2,0) (0,2) (2,2 3) g− − ∪ − ∪ ∪ ⇒ es estrictamente decreciente en  

                ( 2 3, 2) ( 2,0) (0,2) (2,2 3)− − ∪ − ∪ ∪ . 
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• Extremos relativos: 

 
• Concavidad: 

 
0)( <′′ xg en g⇒+∪−∞− )2,0()2,( es cóncava hacia las y negativas en )2,0()2,( +∪−∞−  

0)( >′′ xg en ),2()0,2( ∞+∪− . 

 

• Puntos de inflexión: 

 
Existe un punto de inflexión en el punto (0, 0). 

2. La solución es: 
 

Dominio �  – {0} 
Recorrido  �  – [0, 2,7) 

Creciente  ( )2,7;+ ∞            

Decreciente  ( ) ( ),0 0;2,7−∞ ∪  

Mínimo relativo (1; 2,7) 

Cóncava  ( )0,+∞      

Convexa  ( ),0−∞  

Asíntotas  x = 0   ;  y = 0 
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PÁGINA 329 

 

SOLUCIONES  

1. Supongamos que todas las palabras indicadas se pueden numerar y por tanto colocar todas 
una detrás de otra. La lista de todas ellas es la siguiente: 

 

XYXYXYYYYXXYYXXYYYYX… 

YYXXYXYYYYXXXYYYXYXX… 

XXXYYXXXXYXYXYXYXYYY… 

XYXYXYYXYXYXYXYXYXYX… 

YYYYXXXYYYXXXYYYXXXY… 

 

Nos fijamos ahora en la primera palabra infinita XYXYX…, que se obtiene en la lista anterior 
tomando la primera letra de la primera palabra, la segunda de la segunda, la tercera de la 
tercera, la cuarta de la cuarta, la quinta de la quinta…, es decir tomando las letras de la 
diagonal del cuadro de letras. 

 

A partir de esta palabra XYXYX…formamos otra cambiando en ella cada X por Y y cada Y 
por X. obtenemos así una palabra que empieza: 

YXYXY… 

 

Esta palabra tendría que ocupar alguna fila de la lista, pues estamos suponiendo que allí 
están todas, pero por otra parte, difiere de la primera palabra en la primera letra, de la 
segunda palabra en la segunda letra, de la tercera palabra en la tercera letra…, de la palabra 
538 en la letra 538…Es imposible que este en la lista. Esta contradicción demuestra que 
nuestro punto de partida es falso. 

 

Podemos afirmar, por consiguiente, que la colección de las palabras infinitas de dos letras no 
puede ser numerable. 
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SOLUCIONES  

1. La solución en cada caso es: 

 

     a) La función es 




−<−−

−>
=

222

22
)(

xsix

xsi
xf   y su grafica: 

 

 

     b)    La función es
1

1

−

−
=

x

x
y  y su gráfica: 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

     c) la función es                                                                              y su grafica: 
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     d)  La función es  y= 3 3x x− + +  y su gráfica: 

 

     

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     e) La función es 










≥−

<+

=

0
3

4

0
3

4

)(
3

3

xsixx

xsixx

xf  y su gráfica: 

 
 
 
 
 
 

                                                      
 
 
 
 
 
      
 
 
 

     f) La función es 
2

x x
y

−
=  y su gráfica es: 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

X 

Y 

3

3

4
si 0

3
( )

4
si 0

3

x x x

f x

x x x


+ <

= 
 − ≥

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2. La solución queda: 

 

     a) )()2)(2( xfxxxy =−+=  

• Dominio: =fDom  

• Simetrías y periodicidad: es simétrica respecto al origen y no es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: (0,0),( 2,0),(2,0)−  

• Asíntotas y ramas infinitas: no tiene asíntotas. 

• Extremos relativos: 

Mínimo 






 −

33

16
,

3

2
    máximo 







 −
−

33

16
,

3

2
 

• Puntos de inflexión: (0, 0) 

• Intervalos de signo constante: 

 

 

 

 

     b) )2)(1( −−= xxxy  

• Dominio: =fDom  

• No presenta simetrías ni periodicidad. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,2)(0,1)(0,0(  

• no tiene asíntotas. 

• Tiene ramas parabólicas 

• Extremos relativos: 

Mínimo )38,0;58,1( −     máximo )38,0;42,0(  

• Puntos de inflexión: (1, 0) 

 

 

      c) 
33 xxy −=  
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     d) 4 22y x x= −  

• Dominio: =fDom  

• Simetrías y periodicidad: es simétrica respecto al eje de coordenadas y no es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: (0,0),( 2,0),( 2,0)−  

• Asíntotas y ramas infinitas: no tiene. 

• Extremos relativos: 

Mínimo )1,1()1,1( −−− y     máximo )0,0(  

• Puntos de inflexión: 







−−








−

9

5
,

3

1

9

5
,

3

1
 

• Intervalos de signo constante: 

         
 

     e) x
x

y +−=
6

3

 

• Dominio: =fDom  

• Simetrías y periodicidad: es simétrica respecto al origen de coordenadas y no es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,6)(0,6)(0,0( −  

• Asíntotas y ramas infinitas: no tiene. 

• Extremos relativos: 

Mínimo 









−

3

22
,2     máximo 











3

22
,2  

• Puntos de inflexión: )0,0(  

• Intervalos de signo constante: 
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     f)   1-x-2x =y 42  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     g) )(452 23 xfxxxy =−+=  

• Dominio: =fDom  

• Simetrías y periodicidad: ni es simétrica ni es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: (0,0),(0,64;0),( 3,14; 0)−  

• Asíntotas y ramas infinitas: no tiene. 

• Extremos relativos: Mínimo 






 −

27

19
,

3

1
    máximo )12,2(−  

• Puntos de inflexión: 







− 65,5;

6

5
 

• Intervalos de signo constante: 
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     h) )(82 24 xfxxy =−−=  

 

• Dominio: =fDom  

• Simetrías y periodicidad: es simétrica respecto al eje de coordenadas y no es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: (0, 8),(2, 0),( 2,0)− −  

• Asíntotas y ramas infinitas: no tiene. 

• Extremos relativos: Mínimo ( ) )9,1(9,1 −−− y     máximo )8,0( −  

• Puntos de inflexión: 
1 77 1 77

, , ,
9 93 3

   − − −
   
   

 

• Intervalos de signo constante: 

          

 

 

     i)      (1/3)x-3x-2x  =y 32
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. La función debe cumplir 0)0(0)0(,0)1( ==′′=′ fyff . Suponiendo las condiciones anteriores se 

obtiene el sistema: 
 

     









=

=

−=+

0

02

32

c

a

ba

  cuya solución es .03,0 =−== cyba  
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La función xxxf 3)( 3
−=  cumple las condiciones del enunciado. 

Su grafica es: 

 

4. La solución es: 
 

      a) La función debe cumplir 1)1( =′f y 0)1( =′f . Estas condiciones conducen al sistema: 

 

   




−=

−=+

62

22

a

ba
 cuya solución es 4,3 =−= ba  

 

     La función buscada es 743)( 23
++−= xxxxf  

 
     b) La gráfica puede verse en el dibujo. 
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5. Las funciones quedan: 
 

     a) )(
4

4
2

xf
x

y =
−

=  

 

• Dominio: =fDom }2,2{ −+−  

• Simetrías y periodicidad: es simétrica respecto a OY y no es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )1,0( −  

• Asíntotas: 0;2;2 =−=±= yxx  

• Extremos relativos: Máximo )1,0( −  

 

• Puntos de inflexión: 
1 77 1 77

, , ,
9 93 3

   − − −
   
   

 

• Intervalos de signo constante: 

          

         

 

     b) )(
2

2

xf
x

x
y =

+
=  

• Dominio: =fDom 2−  

• Simetrías y periodicidad: no es simétrica, ni periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0(  

• Asíntotas: 2;2 −=−= xyx  

• Extremos relativos: Máximo )8,4( −−   mínimo )0,0(  

 

• Puntos de inflexión: 






 −−







 −

9

77
,

3

1

9

77
,

3

1
 

• Intervalos de signo constante: 
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     c) 
1

( 2)( 3)( 4)

x
y

x x x

+
=

+ + +
 

 

• Dominio: =fDom }4,3,2{ −−−−  

• Simetrías y periodicidad: no es simétrica, ni periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: 
1

0, ,( 1,0)
24

 
− 

 
 

• Asíntotas: 0;4;3;2 =−=−=−= yxxx  

• Extremos relativos: la curva presenta dos máximos relativos y un mínimo, como observamos 
en la grafica. 

• Intervalos de signo constante: 

 

 

 

 

     d) 
42

3

−
=

x

x
y  

 

• Dominio: =fDom }2,2{−−  

• Tiene una simetría respecto al origen de coordenadas. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0(  

• Asíntotas: xyx =−= ;2  

• Extremos relativos:  

Máximo 









−−

2

123
,12     mínimo 











2

123
,12  

•  Puntos de inflexión: )0,0(  
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     e) 
2

2

2

x
y

x
=

+
 

• Dominio: =fDom  

• Simetrías y periodicidad: simétrica respecto al origen y no periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0(  

• Asíntotas: 0=y  

• Extremos relativos: Máximo 










2

2
,2     mínimo 










−−

2

2
,2  

• Intervalos de signo constante: 

 

 

     f) 
3 2

2

2

3 4

x x
y

x x

+ −
=

− −
 

• Dominio: =fDom }1,4{ −−  

• Simetrías y periodicidad: ni simétrica, ni periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: 
1

0, ,(1,0)
2

 
 
 

 

• Asíntotas: 4;4;1 +==−= xyxx  y como oblicua 4+= xy en el punto 







−

8

25
,

8

7
 

• Extremos relativos: no se pueden hallar fácilmente. 

• Intervalos de signo constante: 
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     g) 
1

x
y

x
=

+
 que separando el valor absoluto queda  













<
−

≥
+

=

0
1

0
1

)(

xsi
x

x

xsi
x

x

xf  

 

     h) 
2

3

)1( +
=

x

x
y  

• Dominio: =fDom }1,4{ −−  

• Simetrías y periodicidad: ni simétrica, ni periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: 
1

0, ,(1,0)
2

 
 
 

 

• Asíntotas: 4;4;1 +==−= xyxx  

• Extremos relativos: Máximo )75,6;3( −−   

• Punto de inflexión: (0, 0) 
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     i) 
2

8

4
y

x
=

+
 

• Dominio: =fDom  

• Simetrías y periodicidad: simétrica respecto a OY y no periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )2,0(  

• Asíntotas: 0=y  

• Extremos relativos: Máximo )2,0(  

• Intervalos de signo constante: F es positiva en todo su dominio.  

 

 

     j) 
2

2

3 2

3 2

x x
y

x x

− +
=

+ +
 

• Dominio: =fDom }2,1{ −−−  

• Simetrías y periodicidad: no es simétrica, ni periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: (0,1),(1,0),(2,0)  

• Asíntotas: 1;2;1 =−=−= yxx  

• Extremos relativos: Máximo ( 2, 34)− −    mínimo ( 2; 0,03)−  

• Intervalos de signo constante: 
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     k) 
( 1)( 2)

( 1)( 3)

x x x
y

x x

+ +
=

− +
 

• Dominio: =fDom }3,1{ −−  

• Simetrías y periodicidad: no es simétrica, ni periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,2)(0,1)(0,0( −−  

• Asíntotas: 1;3;1 +=−=−= xyxx  La curva corta a la asíntota oblicua en (-1,0) 

• Extremos relativos:  

Máximo )38,0;11,0()74,4;25,4( y−−    mínimo )74,4;25,2()11,0;63,1( y−−  

• Intervalos de signo constante: 

 

 

 

     l) 
4

4
2

3

−

−
=

x

xx
y  esta función coincide con la función y = x en todos los números reales ya que: 

      

     En x = 2 se tiene: 

      

     En x = - 2 se tiene: 

      

     La gráfica es la recta bisectriz del primero y tercer cuadrante. 
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6. La función queda del siguiente modo: 

 

     La determinación del valor k se realiza a través del límite: 

 

Sea la función 
3

12
)(

2

−

+
=

x

x
xf  

• Dominio: =fDom }3{−−  

• No tiene simetrías. 

• Puntos de corte con los ejes: )3/1,0( −  

• Asíntotas: 62;3 +== xyx   

• Extremos relativos: 

Máximo )38,0;11,0()33,0;08,0( y−−    mínimo )34,24;08,6( −  
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7. Queda: 

 

a) La función debe cumplir: 6)2( −=−f  y 0)2( =−′f . Imponiendo las condiciones obtenemos 

el sistema: 

 

       




=

−=+−

2

22

a

ba
  cuya solución es 2,2 == ba  

 

     b) La función resultante es 
x

xxf
8

22)( ++=  o 
x

xx
xf

822
)(

2
++

=  

• Dominio: =fDom }0{−  

• No tiene simetrías. 

• Cortes con los ejes no tiene. 

• Asíntotas: 22;0 +== xyx   

• Extremos relativos: Máximo )6,2( −−       mínimo )10,2(  
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SOLUCIONES  

8. La solución en cada caso: 

 

     a) 2 1y x= + −  

• Dominio: =fDom ),1[]1,( ∞+∪−∞−  

• Simetrías y periodicidad: es simétrica respecto al eje OY y no es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,1)(0,1( −  

• Asíntotas: xyxy −== ;   

• Extremos relativos: no tiene. 

• Intervalos de signo constante: f es positiva en todo su dominio. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

b) 
1

4 1

x
y x

x

−
= ±

−
 

• Dominio: =fDom
1

, [1, )
4

 
− ∞ ∪ + ∞ 
 

 

• Simetrías y periodicidad: no es simétrica. 

• Puntos de corte con los ejes: (0,0),(1,0)  

• Asíntotas: 
16

3

2

1
;

16

3

2

1
;

4

1
−−=−== xyxyx   

• Extremos relativos: no tiene. 

 

 

 

X 

Y 

2 1y x= −  

 
-1 1 
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     c) 23[ ]y x=  

• Dominio: =fDom  

• Simetrías y periodicidad: es simétrica respecto a OY y no es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0(  

• Asíntotas: no tiene 

• Extremos relativos: no tiene 

• Intervalos de signo constante: f es positiva en todo su dominio. 

 

 

     d) )(
42

2

xf
x

x
y =±=  

• Dominio: =fDom ( , 2) (2, )− ∞ − ∪ + ∞  

• Simetrías y periodicidad: es simétrica respecto a OY y no es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0( no existe. 

• Asíntotas: xyxyxx −==−=±= ;;2;2  

• Extremos relativos: Mínimos )4,8)(4,8( −  Máximos )4,8)(4,8( −−−  
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e) )(
2

2
xf

x

x
y =

+

−
−=  

• Dominio: =fDom )2,2(−  

• Simetrías y periodicidad: no es simétrica ni es periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,2)(1,0( −  

• Asíntotas: 2−=x  

• Extremos relativos: no tiene. 

• Intervalo de signo constante: f es negativa en todo su dominio. 

 

 

 

 

     f) )(
33

xf
x

x
y

x

x
y =

−
±=⇔

−
=  

• Dominio: =fDom )3,0[  

• Simetrías y periodicidad: no tiene. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0(  

• Asíntotas: 3=x  

• Extremos relativos: no tiene. 
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9. Las gráficas quedan: 

 

     a) ln( 2)y x= −  

• Dominio: =fDom ),2( ∞+  

• Simetrías y periodicidad: ni simétrica ni periódica. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,3(  

• Asíntotas: 2=x  

• Extremos relativos: no tiene. 

• Intervalos de signo constante: 

        

 

     b) 2ln( 5 4)y x x= − +  

• Dominio: =fDom ),4()1,( ∞+∪∞−  

• Simetrías y periodicidad: no tiene. 

• Puntos de corte con los ejes: )0;8,0();0;2,4();4ln,0(  

 

• Asíntotas:  

 

 

• Extremos relativos: no tiene; Intervalos de signo constante: 

 

 

 

10. Tiene que cumplirse 
2

2 2
)(

e
eg =  y 

4

2 1
)(

e
eg −=′ . Las condiciones anteriores nos llevan al 
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c) 2ln 1y x= −  

 

• Dominio  ( ) ( ), 1 1,−∞ − ∪ +∞  

• Simétrica respecto al eje OY 

• Puntos de corte con los ejes   ( ) ( )2,0 2,0−  

• Asíntotas las rectas x = 1 y x = -1 

• Extremos relativos no tiene 

• Monotonía: Creciente  en ( )1,+∞   y Decreciente en ( ), 1−∞ −  

• Intervalos de signo constante: f(x) es positiva en  ( ) ( ), 2 2,−∞ − ∪ +∞   y f(x) es negativa en 

( ) ( )2, 1 1, 2− − ∪  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     d) xexy 2
=  

• Dominio: =fDom  

• No tiene simetrías. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0(  

• Asíntotas : y = 0, al ser : 

 

 

 

• Extremos relativos: máximo ( 2;0,54)−    mínimo )0,0(  
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     e) 
1

xy e=  

 

• Dominio: =fDom }0{−  

• Simetría y periodicidad: no tiene. 

• Puntos de corte con los ejes: no tiene. 

• Asíntotas :  

x = 0 pues  

y = 1 pues  

 

• Extremos relativos: no tiene. 

• Intervalos de signo constante: 

      
     

      f) 
ln x

y
x

=  

 

• Dominio: =fDom ),0( ∞+                            ● Intervalos de signo constante: 

 

• Simetría y periodicidad: no tiene. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,1(  

• Asíntotas : 

x = 0 pues  

y = 0 pues  

 

• Extremos relativos: máximo 








e
e

1
,  
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     g)
1

x

x

e
y

e
=

−
 

• Dominio: =fDom }0{−  

• Simetría y periodicidad: no tiene. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,1(  

• Asíntotas : 

  

 

• Extremos relativos: no tiene. 

• Intervalos de signo constante: 

          

 

      

     h) xexy −
=

2
 

• Dominio: =fDom                                        ● Intervalos de signo constante: 

• Simetría y periodicidad: no tiene. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0(  

• Asíntotas : 

 

• Extremos relativos: mínimo 







−−

e

1
,1  

• Intervalos de signo constante: 
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     j) ln 1y x= + que es de la forma 

 

• Dominio: =fDom }1{−−                                ●Intervalos de signo constante: 

•  

• Simetría y periodicidad: no tiene. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,2)(0,0( −  

• Asíntotas : x = - 1 

• Extremos relativos: no tiene. 

• Intervalos de signo constante: 

 

 

 

 

 

     k) 
2

xe
y

x
=  

• Dominio: =fDom }0{−  

• Simetría y periodicidad: no tiene. 

• Puntos de corte con los ejes: no tiene. 

• Asíntotas : x = 0 

 

• Extremos relativos: mínimo 








4
,2

2e
 

• Intervalos de signo constante: 
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     l) )(
ln

xf
x

x
y ==  

 

• Dominio: =fDom }1{),0( −∞+  

• No tiene simetrías. 

• Puntos de corte con los ejes: )0,0(  

• Asíntotas : x = 1 

• Extremos relativos: mínimo ( )ee,  
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11. Las gráficas son: 

 

     Todas parten de la siguiente gráfica  ( ) lnf x x=  

 

a) xxf ln)( =  

 

     b) xxf ln)( =  

 
 

     c) ( ) ln( 2)f x x= −  

 

 

 

 

 

 
X 

Y 

2 

ln( 2)y x= −  
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12. La función y su función derivada son: 
xxexf =)(  y xexxf )1()( +=′  

La grafica de )(xfy =  es la que pasa por el origen. 

Las características pedidas en el enunciado son: 

• Es creciente en ),1( ∞+−  

• Es decreciente en )1,( −∞−  

• Tiene un mínimo relativo en )
1

,1(
e

−−  

• Es cóncava hacia las y positivas en )2( ∞+−  

• Es cóncava hacia las y negativas en )2,( −∞−  

• Tiene un punto de inflexión en 







−−

2

2
,2

e
 

13. La ecuación dada 0)1(44
=−⋅+ xex x se puede transformar en: 

)1(4

4

−

−
=

x

x
ex

. 

Por tanto, las soluciones de esta ecuación serán los valores de las abscisas de los puntos de 
intersección de las curvas: 

)1(4
)(;)(

4

−

−
====

x

x
yxgeyxf x

+la representamos gráficamente : 

 

 

A partir de la representación grafica observamos que las funciones f(x) y g(x) se cortan en 
dos puntos; uno de ellos entre (- 2, - 1) y otro (0, 1). 
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SOLUCIONES  

14. La ecuacion de la grafica debe cumplir 
9

1

3

2
,0)3( =








= ff  y 0

3

2
=







′′f . 

Las condiciones anteriores nos llevan al sistema: 

 

                                             cuya solución es 
3

10
,

9

37
,2 =−=−= cba . 

 

La función es 
3

10

9

37
2)( 23

+−−= xxxxf y su grafica tiene las siguientes características: 

• Corta al eje OX en los puntos: )0,3()0;65,0();0;65,1( y−  

• Corta al eje OY en el punto )3,3;0(  

• Tiene un máximo relativo en )89,4;69,0( y un mínimo relativo en )89,4;02,2( −  

• Tiene un punto de inflexión en 








9

1
,

3

2
. 

     La grafica puede verse en el dibujo. 

 

15. La gráfica queda: 
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16. La solución es: 

 

     a) Creciente  (0, +∞ ) 

          Asíntotas  x = 0         
                       
     b) La gráfica es  

 

 

17. Para la función queda: 

 

• Dominio: =fDom  

•  

• Puntos de corte con los ejes o ceros : )0,1)(0,0(  

• Asíntotas: 

Verticales: no tiene. 

Horizontales: 
8

1
=y  

 

• Intervalos de crecimiento y decrecimiento: 

 

Estudiamos el signo de )(xf ′  

 

f es creciente en 







∞+∪








−∞− ,

4

1

2

1
,  

f es decreciente en 







−

4

1
,

2

1
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• Extremos relativos: 

f tiene un máximo realtivo en 







−

4

1
,

2

1
 y un mínimo relativo en .

8

1
,

2

1








−−  

Su grafica es: 

 

18. Queda: 

• Dominio: =fDom }1{−  

• Puntos de corte con los ejes: )0,1(  

• Asíntotas: x = 1 

•  

• y = 0, pues  

 

• Intervalos de crecimiento y decrecimiento: 

Crecimiento )2,1()1,( ∪∞−  y decrecimiento ),2( ∞+  

• Intervalos de signo constante: 
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19. Queda: 

 

 

La zona rayada es la región de plano comprendida entre curvas. Se cortan en los 

puntos )3,1;8,3(− y )3,1;8,3(  

20. Las dos funciones quedan: 

a) Una grafica aproximada de la función )(xfy = es 

 

 

b) La gráfica tiene un minimo relativo en (0, 0) ya que su función derivada se anula y cambia 
de signo. 

 

Presenta un máximo relativo para x = 4 por la misma razón anterior. 

 

Tiene un punto de inflexión en x = 2 ya que la función derivada se anula y no cambia de 
signo. 



 

 39

21. La solución queda: 

 

a) El gráfico de  la función )(xfy −=  se obtiene a aplicar al grafico de la función )(xfy = una 

simetría del eje de abscisas. 

 

b) El gráfico de la función )(2 xfy ⋅=  se obtiene duplicando las coordenadas correspondientes a 

cada valor de la abscisa en la grafica de la función )(xfy = . 

 

 



 

 1

Unidad 14 – Integrales indefinidas 

PÁGINA 339 

 

SOLUCIONES  

1. La solución es: 

 

     a) primitivas de xxf 2)( = son: 

 

b) primitivas de =)(xf sen x son: 

 

c) primitivas de xexf −
=)( son: 

 

d) primitivas de 
2

3
)(

+
=

x
xf  son: 

 



 

 2

2. La solución en cada caso: 

 

     a) veamos que )()( xfxF =′  

 

b) veamos que )()( xfxF =′ . 
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PÁGINA 353 

 

SOLUCIONES  

1. Siguiendo el método de inducción y sabiendo que la igualdad es cierta para valores pequeños 
de n, damos por supuesto que es cierta par aun valor cualquiera y demostramos que también lo 
es para el siguiente. 

• Para 1=n  vemos que la igualdad es cierta pues AA ⋅= º3  

• Para 2=n calculamos AA ⋅=

















= 3

333

333

333
2

 

• Suponemos que es cierta para pn = , es decir: AA pp
⋅=

−13  

• Hemos de ver que también es cierta para 1+= pn , es decir hemos de probar que: 

AA pp
⋅=

+ 31  

Para ello calculamos esta matriz Ap+1 = Ap · A = 3p-1·A·A= 3p-1 · 3 · A = 3p ·A que es lo que 

queríamos demostrar. 

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para 1+p . Por tanto podemos afirmar que 

es cierta n N∀ ∈ . 

 

2. Siguiendo el método de inducción y sabiendo que n5 – n es múltiplo de 5  es cierto para valores 
pequeños de n, damos por supuesto que es cierto para un valor cualquiera y demostramos que 
también lo es para el siguiente. 

• Para  1 = n  vemos que la igualdad es cierta pues  15 – 1 = múltiplo de 5 

• Para n = 2 , 25 – 2 = 30 = múltiplo de 5 

• Suponemos que es cierta para n = p, es decir: 

 

p5 – p = múltiplo de 5 



 

 4

• Hemos de ver que también es cierta para n = p+1, es decir hemos de probar que:      

                                                       (p+1)5 – (p+1) = múltiplo de 5 

Para ello operamos y obtenemos: 

(p+1)5 – (p+1)  = p5 + 5p4 +10p3 + 10p2 + 5p + 1 – p – 1 =  

(p5 – p) + 5(p4 +2p3 + 2p2 +p)  = múltiplo de 5 + múltiplo de 5 = múltiplo de 5 

Y eso es lo que queríamos demostrar. 

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para  p + 1. Por tanto podemos afirmar 
que es cierta   n N∀ ∈ . 

3. Siguiendo el método de inducción y sabiendo que la igualdad es cierta para valores pequeños 
de n, damos por supuesto que es cierta para un valor cualquiera y demostramos que también lo 
es para el siguiente. 

• Para n = 1 la igualdad es cierta  
( )

2
1 1 1

1
4

+
=  

• Para n = 2 la igualdad es cierta pues   
( )

22

3 3
2 2 1

1 2
4

+
+ =  

• Suponemos que es cierta para n = p, es decir:   

                                  
( )

22

3 3 3 3
1

1 2 3 ...
4

p p
p

+
+ + + + =   

• Hemos de ver que también es cierta para n = p+1, es decir hemos de probar que: 

( )
( )

22
33 3 3 3

( 1) 2
1 2 3 ... 1

4

p p
p p

+ +
+ + + + + + =  

  

Para ello utilizando lo anterior obtenemos: 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

2 22 22
3 3 23 3 3 3

1 ( 1) 2
1 2 3 ... 1 1 1 1

4 4 4

p p p pp
p p p p p

+ + + 
+ + + + + + = + + = + + + = 

 
                                            

 

Esto es lo que queríamos demostrar. 

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para  p + 1. Por tanto podemos afirmar 

que es cierta   n N∀ ∈  
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SOLUCIONES  

1. Las integrales quedan: 

 

      a) ∫ ++−=+− Cxx
x

dxxx 52
3

2
)542( 2

3
2

 

 

b) Cxxxdx
x

xxdx
x

xxx
+−=








+−=

+
∫ ∫ ln224/

2
3

23 342/13
4

 

 

c) Cxdx
x

x
dx

x

x
++=

+
=

+ ∫∫ 5ln
2

3

5

2

2

3

5

3 2

22
 

 

 

d) 

 

 

 

 

e) ∫ cos 2
2

=







dx

x
∫  cos 2

2

1

2
=⋅⋅








dx

x
sen C

x
+








2
 

 

 

f) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

g) 
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h) ( )∫∫ +−=+=







+

− Cx
x

dxxxdx
x

x /1
2

3
3

1
3

2
2

2
 

 

 

i) 

         

 

 

 

 

     j ) Cxxdx
xx

x
dx

xx

x
++=

+

+
=

+

+
∫ ∫ 4ln2

4

42
2

4

84 2

22
  

 

     k) 
( )

( ) ( )

2

2 31 1 2
2 1 1

32

x
dx x dx x C

x x

+
= + = ⋅ + +∫ ∫  

 

     l) Cxdxx
x

xxx

+⋅=⋅=⋅∫ ∫ 3ln

3

2

3
23

2

3
33

2

2

 

 

     m) 
3 3

4

4 28

1 4 1
arc tg( )

4 41 ( )1

x x
dx dx x C

xx
= = +

−−
∫ ∫  

     n) 3sen 2 cos2x x dx⋅ ⋅ =∫   

 

     ñ)  

 

     o)  

 

 

     p)                                                                                   

 

              

 



 

 8

      

     q)   

 

 

 

     r)  

 

 

 

     s)   

 

 

 

 

 

 

     t)   

 

 

 



 

 9

2. Las integrales quedan: 

 

      a) ∫ ⋅
2x cos ldxx =  

      

 

b) ∫ ⋅
xe cos ldxx =⋅2  

 

 

 

Aplicamos de nuevo el método de integración por partes: 

 

 



 

 10

 

c) ∫ arc sen ldxx =⋅  

      

 

 

d)  

 

 

     e) ∫ =⋅⋅ ldxxx ln3  

           

 

     f) ∫ ⋅
x2 sen ldxx =⋅  

 



 

 11

    
     Aplicando de nuevo este método, obtenemos: 
 

      
 
      

     g) ∫ arc tg ldxx =⋅  

      
 

     h) ∫ =⋅⋅ ldxxx 23 ln  

       

 



 

 12

         
 
     Aplicando este método a la última integral, obtenemos: 

  

 

i) ∫ =⋅⋅ ldxex x2
 

      
 
 

j) ∫ =⋅ ldxxln  

 

      

 
 



 

 13

       

     k) ∫ =⋅⋅ ldxxx ln  

      

 

     l)
21

x arc sen x
dx l

x

⋅
=

−
∫  

      



 

 14

3. Las integrales quedan: 

      
 

b)      ∫ +−

+
dx

xx

xx

)1)(1( 2

2

 

 
Descomponemos la fracción en suma de fracciones simples: 
 

 
 

 
c)  

 
 
 
 

d)       
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e) ∫ +− xxx

dx

23 23
 

     Descomponemos la fracción integrando en suma de fracciones simples: 

 

      
 

 

 
 



 

 16

f) dx
xx

xx
∫ +⋅−

−+−

)1()1(

16
2

2

 

 
     Descomponemos la fracción en suma de fracciones simples: 

      

      
 

      
g)  

 
 
 
 
 
 

h) ∫ ∫ =
−

=
−

dx
x

x
dx

x

x
22 )1(

2

2

1

)1(
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i) =
−

+−
=

−∫ ∫ 1

)1(

1 2

2

2

3

x

xxx
dx

x

x
 

 
 

j) dx
xxx

xx
∫ −+⋅−

−+

22

753
23

2

 

 
Descomponemos la fracción dada en suma de fracciones simples: 
 

 
 

 

k) =








−+
−+−=

−+

−+
∫ ∫ dx

xx

x
xxdx

xx

xx

2

3
3

2

62
2

2

2

4

 

 

      
 
 

l) ∫ ∫ =








+
−=

+
dx

x

x
xdx

x

x

11 22

3
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SOLUCIONES  

4. Las integrales son: 

 

     a)  ∫ ∫ =
++

=
++

dt
tt

dx
ee

e
xx

x

2

1

2 22
 

      
 

     b) ∫ ∫ ∫ =
+

=
+

=
+

dt
t

dtt
tt

dx
xx 1

1
22

11
2

 

        

 

 

      c) 

 

 

     d) ∫ ∫ =+=
−

dttdx
x

x 32
3

)1(2
1
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     e) 

 

      

 

       

5. Las integrales son: 

 

     a) ∫ − dxxx 1    Hacemos el cambio de variables: 

      

     Deshaciendo el cambio 1−= xt , obtenemos: 

      

     b) dx
x

x
∫

+−

−

132

32
 

     Hacemos el cambio de variable: .32 2 dttdxtx =⇒=−  

      



 

 21

      
 

     c) ∫ ∫ +−=
−

=⋅⋅=
⋅

−
− Cx

x
dx

x
x

xx

dx
ln/1

1

)(ln1
)(ln

ln

1
2

2
 

 

     d) Cedx
e

e x

x

x

++−=
+∫

−

−

−

1ln
1

 

     También se puede hacer mediante el cambio de variable: .1 te x
=+

−  

 

     e) ∫
++ 1)5( xx

dx
   hacemos el cambio: dttdxtx 21 2

=⇒=+  

      

 

 

     f) 

  

 
 

     También se puede hacer mediante el cambio de variable: 31+ cos 32 tx = . 
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     g) ∫∫ =⋅⋅+−=
+

dx
x

xdx
x

x 1
)ln1(

ln1 3/1
3

 

      

 

     h) ∫ +
dx

x

x

2
    

      

 

     i) ∫ =
+

dx
x

x 12
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6. Las integrales quedan: 

 

     a) dx
x

∫
++ 11

3
 

     La resolveremos por el método de cambio de variable haciendo: dttdxtx 21 2
=⇒=+  

      

 

     b) =⋅⋅=⋅∫ ∫ dxxsenxsendxxsen 23  

      
 

     c) ∫∫ +=⋅⋅= C
x

dx
x

xdx
x

x

6

)(ln1
)(ln

)(ln 6
5

5

 

 

     d) ∫
++ xxx

dx

2)1( 2
hacemos esta integral por el método de cambio de variable, haciendo: 
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     e) ∫ = ldxxsen )(ln  

 

     Esta integral la resolvemos por el método de integración por partes. 

    

 

     f) 
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     g) ldx
x

x
x =









+

−
⋅∫ 1

1
ln  

 

     Hacemos esta integral por medio del método de integración por partes: 
 

      

 

 

(*) en esta integral hemos aplicado el método de integración de funciones racionales, 

descomponiendo la fracción 
1

1
2

−x
 en  suma de fracciones simples: 
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     h) =⋅⋅⋅=⋅⋅
−

∫∫ dxxxsendxxxsen 5cos5)5(
5

1
5cos5

4
4

 

 

 

     i) ∫ =⋅⋅ ldxxsenarcx2
 

 

      

      

 

     j) 
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     k) ∫∫ +−=
−

⋅
=

−
Cx

x

dxx

xx

dx
1lnln

1ln

/1

)1(ln
 

 

      

     l) ∫ = ldx
x

x)ln(ln
 

      

     Hacemos esta integral por el método de cambio de variable, haciendo: dtxdxtx ⋅=⇒=ln  

      

 

     m) ∫ ∫ +=+=−= C
x

C
t

dt
t

dx
x

xsen

cos

111

cos 22
 

     Hemos realizado el cambio de variable tx =cos  

 

     n) ∫ =⋅−⋅ ldxxx )1ln( 2
 

     Esta integral la resolvemos por el método de integración por partes: 
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     ñ) ∫ ∫ ∫ +
+

−
−

=
−

dx
x

dx
x

dx
x

x

1

1

1

1

1

4
4

2

 

      

 

     o) 

  

 

 

     p) 
 

      

 

     q)  
 

 

 

 

 

          

 

     r)  
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     s)  
 

      

 

 

     t) ∫ =++ 1)1(ln 2 dxxx  

 
     Hacemos esta integral por el método de integración por partes: 
 

      

 

 

 

     u) 
 

 

      

      

 

 

    v) 
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     w) ∫ − dxx256  

 
     Esta integral la resolvemos por el método de integración por cambio de variable, haciendo: 

      

7. Calculamos las primitivas de f(x): 

 

     Resolvemos esta integral por el método de la integración de cambio de variable, haciendo:       

      
x

dtt
dxtx =⇒=−

22 1 . 
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SOLUCIONES  

8. Las integrales quedan: 

 

     a) Haciendo el cambio de variable tx =
2 obtenemos: 

23 1
· ·

2

x tx e dx t e dt=∫ ∫   resolviendo esta integral por partes obtenemos: 

( )
2 23 21 1

· · 1
2 2

x t xx e dx t e dt e x C= = − +∫ ∫  

 

b) Haciendo el cambio de variable tex
=  obtenemos: 

( )
2 2 2

2ln(2 ) 2ln 2
2 2 22

x
x x

x

e t t
dx dt dt dt t t e e C

t t te

+
= = − = − + = − + +

+ + ++∫ ∫ ∫ ∫  

9. La solución queda: 

( ) ( )
3 5

3 2 2 2 2 4 sen sen
cos ·sen · cos · 1 sen ·sen · sen sen ·cos ·

3 5

x x
x x dx x x x dx x x x dx C= − = − = − +∫ ∫ ∫  

10. Todas las integrales pueden calcularse utilizando integración por partes. Obtenemos: 

 

      



 

 33

11. La solución es: 

 

      

12. La integral es: 
 

     ∫ −

+
dx

xx

x
2

1
       Descomponemos la fracción 

xx

x

−

+
2

1
en suma de fracciones simples: 
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13. La solución en cada caso es: 

 

 

 
14. Quedan: 
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15. Haciendo 
x

dx
dtxt == ,ln  la integral queda: 

 

16. ∫ = ldxx 2)(ln  

      
 

Todas las primitivas de f(x) = 2)(ln x  son las funciones de la forma: 

 
 

Lo que se anula para ex = verificara:   eCCeee −=⇒++−= 220  

 
La primitiva buscada es: 

      



 

 36

 
17. Las integrales quedan del siguiente modo: 
 

     ∫ ⋅= xl1 sen dxx)(ln  

      
Esta última integral la resolvemos por el mismo método de integración por partes: 
 

 
 



 

 37

 
Vamos a comprobar el resultado, para ello veremos que la derivada del segundo miembro es 
igual a la función del primer miembro: 

      
 
Hallamos la derivada de la función: 
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     Hallamos la derivada de la función anterior: 

      

18. La solución es: 

      

19. La función buscada es: x
xxx

xf 5
2624

)(
234

+++=  
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SOLUCIONES  

1. La solución: 

 

Lo que nos pide el problema es hallar el área del recinto rayado. Este recinto es un trapecio y su 
area es: 

 

2. Queda: 

     

 

                                                                        2 2 6 2 1 0x y x y+ − − + =                           

                                                                         9)1()3( 22
=−+− yx  

 

 

 

La curva es una circunferencia de centro C(3, 1) y radio 3 unidades. 

La circunferencia corta al eje OX en los puntos )0;17,0(P y )0;83,5(Q . 

El area de la zona sombreada vale: 
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SOLUCIONES  

1. Puesto que tanto el nombre de pila como los dos apellidos pueden comenzar por cualquiera de 
las 26 letras del alfabeto, por el principio de multiplicación de la combinatoria tenemos 

57617262626 =⋅⋅ , conjuntos ordenados distintos de tres iniciales. 

Por el principio de distribución, el numero minimo de habitantes necesarios para garantizar que 
existen dos con las mismas iniciales será 17 577. 

En esta situación los nidos son 57617=r , es decir, los conjuntos ordenados distintos de tres 

iniciales; y las palomas son el número mínimo de habitantes, 57717=n . 

2. Seleccionaremos una persona, digamos A. Mantiene correspondencia con las 16 restantes. 
Como solamente hay tres temas, según el principio del palomar, debe escribirse al menos con 
seis de ellas sobre el mismo tema. 

 

Para fijar ideas, supongamos que A se escribe al menos con 6 de las restantes 16 sobre el tema 
I. Si alguna de estas seis se escribe con otra sobre el tema I, entonces ya hay tres 
escribiéndose sobre el tema I. 

Supongamos que estas seis personas se escriben sobre los temas II y III. Si B es una de estas 
seis, entonces, por el principio del palomar, debe escribirse al menos con tres de las otras 5 
sobre uno de los dos temas, por ejemplo el tema II. 

Ahora hay ds posibilidades para estas ultimas tres personas. Si alguna se escribe con otra sobre 
el tema II, ya hemos encontrado tres personas que se escriben sobre el tema II. Si, por el 
contrario, ninguna de las tres se escribe con las otras sobre el tema II, entonces las tres deben 
escribirse entre si sobre el tema III, con lo que esta probada la afirmación del enunciado. 
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SOLUCIONES  

1. La suma superior es: 

 

La suma inferior es: 

 

2. La suma superior es: 

1310310)23(3)12()( =+=⋅−+⋅−=Ps  

La suma inferior es: 

4313)23(1)12()( =+=⋅−+⋅−=Ps  

3. La solución es: 

 

      

 

El teorema del valor medio dice que )3,0(∈∃c  tal que: 

 

 
 

Por tanto, como )3,0(∈c , el valor pedido es 3=c  

 

 

El teorema del valor medio dice que )2,0(∈∃c  tal que 

 

 
Obtenemos dos valores de C, pero esto no contradice el teorema, ya que este teorema 
garantiza que exista un valor cero no dice que este valor sea único. 

 

 



 

 5

c) no es aplicable el teorema del valor medio ya que la función )(xfy = no es continua en el 

intervalo [- 1, 1], al cumplirse: 

 
 

d)  

 

 
Por el teorema de la media: 

 

4. La solución es: 
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5. La solución queda: 

 

      a) la derivada es: 
242)( xexF =′  

El valor buscado es .22)0( 04
=⋅=′ ⋅eF  

 

b) la derivada de la función )(xF es xxF ln)( =′ . Esta no se anula en el intervalo [2, 10]. La 

derivada es positiva en intervalo citado. 

Teniendo en cuenta los hechos anteriores la función )(xF no tiene extremos relativos y si 

extremos absolutos que se alcanzan en los extremos del intervalo. 

Para 39,0)2( =F  se obtiene el numero de la función y en 04,14)10( =F tiene máximo 

absoluto. 

 

c) En este caso: 

 

 

d) xxxF cos)( ⋅=′  

 

e) )1()( 22

xexG x
+=′ −

 

 

f) 
2

)( xexF −
=′ ; 

2

2)( xexF −
⋅−=′′ ; 

2

)24()( 2 xexxF −
⋅−=′′′  

Por tanto como 0)0( =′′F  y 0)0( ≠′′′F  la función F(x) tiene un punto de inflexión en el punto 

de abscisa 0. 

g) =′ )(xF 22

24

2·
xx

exe −  
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SOLUCIONES  

6. La solución queda: 

     a) ∫
+

6

1 3

4

x

dx
 

Calculamos la integral indefinida por integrales inmediatas: 

 
Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, obtenemos: 

 

b) ∫ +

1

0
2

dx
e

e
x

x

  operando de forma análoga a las anteriores, obtenemos: 

 

c) ∫
+

8

0 1

3
dx

x
  operando de manera análoga a las anteriores, obtenemos: 

 

d) ∫ +

3

1

21
dx

x

dx
 operando de forma análoga, obtenemos: 

 

e) ∫∫ =⋅=

22

00 2

1

3

2

3

ππ

dx
x

xsendx
x

xsen
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     f) ∫
−

2

0
29 x

dx
 queda: 

      

      

     g) dx
x

x
∫ −

3

2

2

3

)1(
determinamos la integral indefinida por el método de integración de funciones  

         racionales: 
 

      

 

     Determinamos la integral definida haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow: 
 

      

 

 

 

 

 



 

 10

     h) ∫ −

+
5

2

3

2 1
dx

xx

x
calculamos la integral indefinida por el método de integración de funciones   

     racionales: 
 

      
 
    Haciendo C = 0 y aplicando Barrow, obtenemos la integral definida: 
 

      
 

     i) dx
xx

x
∫

+

9

4

resolvemos la integral indefinida por cambio de variable, haciendo:           

       dttdxtx 22
=⇒= . 
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     j) ∫ ⋅

2/

0

2
π

dxxsen  calculemos la integral indefinida: 

      

      
 

     k) ∫
−

+

1

1

42 )2(

4
dx

x

x
 operando de forma análoga a las anteriores, obtenemos: 

      
 

     l) dxx∫ +

4

0

49   operando de manera análoga a las anteriores, obtenemos: 

      
 

     m) dxxx 53

2

0

2 )1(4 +∫   operando de manera análoga a las anteriores, obtenemos: 
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    Calculamos la integral definida haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow: 
 

      
 

     ñ) ∫ ∫ ∫ −=−=−

1

0

2

2
cos)cos( l

x
dxxedxxdxxex xx
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     o) ∫ +

1

0

3 )1(
dx

x

dx
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     p) ∫ −

6

3

2 dxxx  resolvemos la integral indefinida por el método de cambio de variable,  

     haciendo dttdxtx 22 2
=⇒=− . 

 

      

      
 

     q) ∫ −+

−+
3

2

23

4

2

62
dx

xxx

xx
resolvemos la integral indefinida por el método de integración de funciones  

     racionales: 
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     r) ∫
5

3

ln
dx

x

x
calculamos la integral indefinida: 

      

     s) ∫ ⋅

2/

0

2
π

dxxsen calculamos la integral indefinida: 

      

      
 

     t) 0
3

1

>
+∫ bcon

bx

dx
 operando de forma análoga a las anteriores, obtenemos: 

      
 

     u) dx
x

x
∫

−
4

1

1
 obtenemos la integral haciendo el cambio: dttdxtx 21 2

=⇒=− . 
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    v) ∫
−

4/

1

π

dxxtg calculamos la integral indefinida por el método de integrales inmediatas y después 

     calculamos la definida haciendo C = 0 y aplicando Barrow. 
 

      
 

     w) ∫ −

3

2

2 1
dx

x

x
determinamos la integral indefinida por el método de integrales inmediatas y  

     después la integral definida haciendo C = 0 y aplicando Barrow: 
 

      
 

     x) ∫
−−

−
6

3 132

32
dx

x

x
resolvemos la integral mediante el cambio: dttdxtx =⇒=−

232 . 
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     y) ∫
−

1

0

2 1
dx

x

x
 esta integral no está definida en [0, 1]. 

     Resolvemos la integral indefinida en el campo complejo por el método de cambio de variable,  

     haciendo 
x

dtt
dxtx =⇒=−

22 1 . 

      
 

     z) ∫
−

⋅

1

1

2 ln dxxx esta integral no está definida en el intervalo [-1,1]. 
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7. Las integrales quedan: 

 

     
 

     b)  

 
 

     c) 

 
 

     d) 

 

 

     e) 

 

f)  
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8. Las integrales quedan: 

 

      
Ambas integrales son iguales a cero, pues al ser las funciones impares y simetricas respecto 
al origen se anulan entre si las areas de las regiones que se obtienen. 

9. El área viene dada por: 

 

El área del recinto sombreado viene dada por: 

 
Directamente este recinto es un trapecio y su area vale: 

 
Con lo que queda comprobado el resultado anterior. 

10. Queda: 

 

Recinto sombreado: 

 
 

 

 



 

 20

PÁGINA 388 

 

 

 

 

 

 

 



 

 21

SOLUCIONES  

11. Queda: 

 

Queremos calcular el area del recinto sombreado: 

 

 

 

 

 

 

 

12. La solución es: 

 

El área pedida es la del recinto sombreado. 

      

13. Queda: 

 

El área del recinto limitado por la curva, el eje OX y las rectas 
2

π
−=x  y 

2

π
=x vale: 
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14. La solución queda: 

 

     a) 

 

 

     b) 

      

Las curvas )1(4;9 22
+== xyxy se cortan en los puntos de abscisa 8,0=x  pues: 

 

 
 

El área pedida es la de la zona sombreada y vale: 
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c) 

      

     Estas curvas se cortan en los puntos solución del sistema: 

 

      

 

     Otra forma de hallar el area del recinto buscado: 
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15. La solución es: 

      

     Las curvas se cortan en x = 0 y x = 1. Calculamos el area de la zona sombreada. 

 

      
 

     Resolvemos por el método de integración por partes la integral indefinida: 

 

      
 

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos 
permite calcular el area pedida: 
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16.  La solución es: 

 

El área del recinto sombreado buscado vale: 

 

 

 
 

 

17. La solución: 

 

     El circulo de radio R queda limitado por la circunferencia de ecuación: 222 Ryx =+  

 

  

 

                   Área = dxxR
R

∫ −

0

224  

 

 

 

 

 

     Calculamos la integral indefinida dxxR 22
−∫  mediante el cambio de variable: 
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Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos da el 
area del circulo buscado: 

      
     Calculamos la integral indefinida 

      

     Por el método de cambio de variable, para ello hacemos dtadxtsenax cos=⇒=  

      

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos da el 
área encerrada por la elipse dada: 
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18. Los volúmenes son: 

 

 
 

b) 

 

 

c) 

 

 

 

19. Los volúmenes quedan: 

 

     a) 

 

 

     b) 

 

 

 

 

 

     c) 

 

 

 

 

 

 

     d) 
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20. El volumen es: 

 

21. El volumen es: 

 

      

22. el volumen de la esfera es: 

 

23. el volumen del elipsoide es: 
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SOLUCIONES  

24. La suma superior es: 

 

 
 

La suma inferior es: 

 

25. Aplicando este teorema obtenemos :  

 

26. La solución en cada caso es: 

 

     La primera derivada es: 

 
 

La segunda derivada es: 

 

27. La solución es: 

 

     a) La derivada es: 

 

b) El límite produce una indeterminación del tipo 
0

0
. 

Aplicando la regla de L´Hopital obtenemos: 
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28. Las derivadas  de la función son: 

 

La primera derivada se anula y obtenemos: 

 

En el punto )0,1(− , al ser 08)1( >=−′′F  existe un minimo relativo. 

En el punto (1, 0), al ser 08)1( >=′′F  existe un mínimo relativo. 

En el punto (0, 2/3), al ser 02)0( <−=′′F , existe un máximo relativo. 

29. Tenemos que: 

      

30. En cada caso queda: 

 

     a) haciendo el cambio tex
= , obtenemos: 
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31. La solución es: 

 

 
 

Calculamos la integral indefinida por el método de interacion por partes: 

 

 

32. El área es: 

 

La zona sombreada es la región de plano limitada  

por las curvas dadas. 
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33. Ecuacion de la recta tangente a f(x) = ln x, en el punto (e, 1): 
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34. La solución es: 

 

Llamando d a la distancia buscada, se cumple: 

 

 

A una distancia de 3 unidades. 

35. La parábola y la recta se cortan en los puntos: 

 

      
 

     Ponemos el valor absoluto, pues el área puede ser diferente según sea a > 0  o a < 0. 
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     La integral se resuelve del siguiente modo: 

 

36. La superficie viene dada del siguiente modo: 

      

El área de la zona sombreada viene dada por: 
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37. La superficie viene dada del siguiente modo: 

 

      
     Hallamos los puntos de inflexión:                                 
 

 
 

     Los puntos de inflexión son: 
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SOLUCIONES  

38. Haciendo la integral definida por partes obtenemos: 

 

2

11

ln 1 1 2
ln 1 0,2642

ee
x

dx x
x x ex

 
= − − = − = 
 

∫   

39. La solución es: 

     a) El área = 0

0

·sen · ( cos sen )x x dx x x x
π

π
= − + = π∫  unidades cuadradas. 

     b) la recta tangente en el punto dado tiene por ecuación  ( )y x= π − π  

     El área buscada es: Área = ( )
0 3

15,50314
2

x dx
π

π
π − π = =∫  unidades cuadradas. 

40. Imponiendo las condiciones del enunciado al polinomio tenemos el sistema: 

 

3 2 0

0

1

5
1

4 2 4

a b c

b

d

a c

+ + =


=
 =

 + + =


de donde obtenemos que  31 ; 0 ; ; 1
5 5

a b c d−= = = =  

Por tanto el polinomio es 31 3
( ) 1

5 5
P x x x= − + +  

41. Resolvemos esta integral por descomposición en fracciones simples y obtenemos: 

 

22

2

0 0

16 3 5( 3)
ln ln

5 3( 5)15 2

a
a

x a
dx

x ax x

   + + 
= =    

− − −+ −      
∫  

 

Igualando esta expresión a la que nos da el enunciado obtenemos que a puede tomar valores 
3 y 9. 

42. La solución es:  

     a) 

2
2 2

2
0

0

5 4 4 2

5 55 4

x x i
dx

x

 − −
= = 
 −  

∫  no tiene soluciones reales. 

b) todas las primitivas son de la forma 
25 4

5

x
C

−
+  imponiendo las condiciones del 

enunciado obtenemos que la primitiva buscada es 
25 4 4

( )
5 5

x
F x

−
= +  
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43. La función dad es creciente en ( 0,∞− ) y decreciente en ( ∞+,0 ). 

     Tiene un máximo relativo en el punto (0,e) y dos puntos de inflexión en 
1

2
1

,
2

e
 
 
 

 y 









− 2

1

,
2

1
e . 

Tiene una asíntota horizontal de ecuación y = 0. 

 

Su grafica es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Calculamos a integral pedida:   

2

2

3
3 3 1

1

8

1 1 1

1
· ( )· · · 0,5

2 2

x
x e e

x f x dx x e dx
e

−

−
  −

= = = = 
−  

∫ ∫  

44. En cada caso diremos: 

 

• f(x) es continua en [-2,-1] , por lo que aplicando el teorema del valor medio tenemos que  

[ ]1,2 −−∈∃b   tal que: 
1

2

( ) ( )( 1 2) ( )f t dt f b f b
−

−

= − + =∫  

 

• f(x) es continua en [1,2] , por lo que aplicando el teorema del valor medio tenemos que 

[ ]2,1∈∃c   tal que: 
2

1

( ) ( )(2 1) ( )f t dt f c f c= − =∫  

 

     De ambas igualdades concluimos que  ( ) ( )f b f c=  con  b ≤  -1  y c ≥  1 

45. La solución queda: 

     La cuerda tiene por ecuación ( )
2 1

1
2

e
y e x

e

−
− = −  

     Calculamos el area: ( )
2

1

1 2
1 0,74

2

e

xe
e x e dx

e e
−

 −
+ − − = = 

 
∫  
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46. La solución es: 

     Aplicando el teorema fundamental del calculo integral obtenemos:  
sen

´( )
x

F x
x

=   

     Por lo que las abscisas de sus extremos relativos en un periodo son: 

     Máximo relativo en 
2

x
π

= y mínimo relativo en 
3

2
x

π
= . 

47. La solución es: 

     Aplicando la integración por partes obtenemos: [ ]
1 1

1

0
0 0

1 1
( ) · ( ) · ´( ) (1)

2 2
f x dx x f x x f x dx f= − = − = −∫ ∫  

48. Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos: 

0

3 2 4

1 1
1

4 6

b

a b

c


 =


+ + =

 + + =


  de donde 1 7; 0 ;
2 12

a b c= = =  

49. La solución queda: 

 

     Aplicando el teorema fundamental del calculo integral obtenemos: 

 

                             ( )
22´( ) 1 · xF x x e−

= −    y       ( )
23´´( ) 4 2 · xF x x x e−

= −  

 

La función es creciente en ( ) ( )+∞∪−∞− ,11,   y decreciente en  (-1 , 1) 

La función es cóncava hacia las y positivas en ( ) ( ), 2 0, 2−∞ − ∪  

La función es cóncava hacia las y negativas en ( ) ( )2,0 2,− ∪ +∞  
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