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Unidad 1 — Matrices
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cuestiones iniciales

1. Expresa en notacion matricial y resuelve por el método de Gauss los sis-

temas de ecuaciones siguientes:
x-3y+4z=9
2x+3y =28
a) b) 13x+5y-z=17
3x -2y =3
-2x+6v+z=18

2. Sisecumpleque PQ=P y QP=Q, prueba que P?=P.

3. El grafo siguiente nos muestra las relaciones que se establecen en un
grupo de ocho personas. Construye una tabla que indigue las relacio-
nes anteriores, indicando con 1 la existencia de relacion entre dos per-
sonas y con 0 la no existencia de relacion.

SOLUCIONES
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1. La resolucién de los sistemas puede expresarse de la forma siguiente:

a) ('2 3 28" I —2F,— F, (2 328"
3 -2 3J — 10 13 ?8)

La segunda matriz proporciona la solucion x=5,y=6.

by[1-3 4 9) [1 =3 4 9)
3 5-117| 3h=R=K [0-14 13 10

—

\=2 6 118] *h+*h=h 1o 0 9 36

La dltima matriz proporciona la solucién x=2, y=3, z=4.
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2. Veamos que P?=P. Para ello,
PP=P-P=PQ-P=P-QP=PQ=P
(1) i2) (3) i4) 5]

Las igualdades anteriores son debidas a:

(1) la definicién de la potencia al cuadrado;
(2) la hipotesis PQ=P;

(3) la propiedad asociativa del producto;
(4) la hipotesis QP=Q;

(5) la hipotesis PQ=P.

3. Laque indica las relaciones existentes en el grafo es:

1 2 3 4 5 6 7 8
1 o1 0 0 0O 0 0 O
2/f0 OO 1T O 1T 0 O
3|01 0 0 00O 0 O
4110 1. 0 0 0 0O 1 O
5/l 1 0 0 00O 0 O
6|0 1. 0 0 1T 0 1 0
7/fo 0o 1 1T 0 0 0 O
/{0 0 0 0 OO O O

Solucionario.es
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M Con el fin de que te acostumbres a escribir los protocolos de resolucién de los problemas, escribe los protocolos de los si-
guientes problemas:

1. Las edades de la familia. Una madre de familia, que ronda la cuarentena, observa que, si escribe tres veces seguidas su edad,
obtiene un ndmero que es igual al producto de su edad multiplicada por la de su marido y las edades de sus cuatro hijos.
:Qué edad tiene cada uno de los miembros de la familia?

2. Dos numeros. Encuentra dos numeros tales gue su suma, su producto y su cociente sean iguales.

SOLUCIONES

1. Supongamos que la edad de la madre es de 39 afos; imponiendo las condiciones del
problema, obtenemos:

393939=39-P-H, -H, H,-H, = P-H, - H, - H, - H,=10101
P-H,-H, H, H,=37-13.7-31

Luego si la madre tiene 39 afos, el padre tiene 37 y los cuatro hijos tienen respectivamente,
13, 7,3y 1 anos.

Observamos que si partimos de que la madre tiene 38 anos obtenemos la misma respuesta,
e igual que para 37, 36, 35 anos. Es decir, independientemente de la edad de la madre, nos
salen las edades del padre, 37 anos, y las edades de los hijos: 13, 7, 3y 1 afos.

En general la madre tendra xy afios xy=10x+ y afos.

xyxyxy=xy-P-H, -Hy,-H,-H, = XYY _p.y .1 H H,
Xy

Ahora bien:

xyxyxy 100000x+10000y+1000x+100y+10xy

Xy 10x+y
B 101010x+10101y_10101(10x+y)_10101
10x+y 10x+y

Descomponemos 10 101 en factores y es: 10101=37-13-7-3-1
Luego las edades seran:

Q=37afos H, =3afos
H,=13afos H,=1afo
H, =7anos



£~ EDITEX

2. Llamamos x, y a los nimeros. Se debe cumplir que:
X
X+y=X-y=—
Resolviendo:
X
=>y=—
x—1
Yy = xyi=x=y=*1

X . .
Luego para y=+1 = ﬁ:1 no tiene solucion.

Para y=-1 :%=—1 = x=%

La solucion vélida es: x=%; y=-1
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

aby [fa 7% ([ 5 a+h
1. Calcula a, b, cyd para que se cumpla 2 = + .
u et a (C d) (—2 30‘) ((+d 4 )

B 2. Dadas las matrices A:(; _1),3:( 4 0) yC:(_; ;),calcula:

3 -1-2
a)A+B b)A-B-C c) 34 +5B-6C d) AB-BC e) 2AB + 3AC-58C
o ‘4 1 2"
W 3. Paralas matrices A=|2 3 yB:( B ) calcula AB y BA.
0 3
0 4
12 3 1 /21 0"
M 4. Calcula los productos posibles entre las matrices A={1 1 1|, B=|2|yC= .
0 1 -1 1 345

W 5. SiAy B sondos matrices cuadradas de orden n, json ciertas, en general, las igualdades siguientes?:

a) (A+BP=A+2AB + B? b) (A -BP = A2- 2AB + B? o A+BA-B) =A*-B

M 6. Obtén las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales:

5
2X+Y:(1 2 2) X+Y:(2 1) 2X+Y:(3 1)
210 30 0-2
a) b) 9
x-avz('4‘3‘2) x—Y=(62) X+2Y=(1 o)
-10 1 01 2 4

B 7. Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten, respectivamente, con las matrices siguientes:
11
Ae B_ 12
01 -10

B 8. Para las matrices A= (l -1 2), B :( 01 3) yC= [:2 1 3), efectua las siguientes operaciones:

0 -3 -2
a) C-A° b) At- Bt g2-¢-C dB-A-C
W 9. Descompdn en suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica las matrices siguientes:
14 Po-l 1o 11 é 2 j
a)(zs) b)|0 4 2 gfo 10 d)_34?3
- 53 4 2 7 -2 B
5 2 6 -2
: 0 -1 02
W 10. Dadas las matrices A = 1A yB= 10/ calcula A%y B=,
W 11. Calcula A", para n e N, siendo A las siguientes matrices:
10 1 1T 11
a) (1 1) b) ((DSO’ _Se”“) alo 1o dlo 11
sene  Cose 00 1 00 1
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1. Realizando las operaciones indicadas y aplicando la igualdad de matrices, obtenemos:

2a=a+5
(23 2b)_( a+5 a+b+7) 2b=a+b+7
2¢2d | " \c+d=2 3d+4 | T |2c=c+d-2
\ S ' 2d =3d+4

Resolviendo el sistema, a=5,b=12, c=—6, d=—4.

2. La solucion en cada caso queda:

o ave=(o7)+(4 )4 7)

\ ! \ !

ba-e-c=(o )4 2)(23) (5 2)

Y ! Y

B _3—3) (20 O)_ (—12)_
c) 3A+ 5B 6C_(0 9 + 5 10, 6\—23,_

\ ! \

_(29—15)
7419

s

d) AB—BCz(g) _;)(_? _S)—(_‘T )(:; +32):

\ Y Y

() (G a)(s )

\ ! \ ! \

e) 2AB + 3AC-5BC =

{02

Y Y ! Y Y

_5(4 0)(—1 2)_(10 4)+( 3—3)_
1 223 )7\-6-12) " \-18 27,

P ! \ ! \

_(—20 40)_( 33 —39)
25 40 ) \-49 55

\ ! \ !

3. Los productos quedan:
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4. Los productos posibles son:

12 3 8 372
AB=[11 1 —{4] A-A=|243
) 3!

1
1

5. En general, las igualdades anteriores no son ciertas, ya que el producto de matrices no es
conmutativo.

a) [A+B}2:{A+BJ{A+BJ:AA+AB+BA+BB:
—A"+ AB+BA+ B

b) (A- Bf=(A-B)(A-B) =AA—-AB—-BA + BB =
— A~ AB-BA + B’

c) (A+B)(A-B)=AA—-AB+ BA- BB =
~A’-AB+BA-B°

6. Llamamos A y B a las matrices numéricas que aparecen en cada uno de los sistemas.
Resolvemos éstos por el método de reduccién y obtenemos:

"2X+ Y=A "2X+Y:A
a) =

<=
- X-3Y=8B 7Y=A-2B
"X:3f7ﬁ\+1z78
Y=17A-2/7B
Por . X_(—I/? 3/7 4f7) _(9!? 8/7 6!7)
ortanto, X=1{ _1 37 177, N0 W7 =207
b X+ ¥Y=A ‘X=12A+1/2B
"x-v=8 T\v=12A-128B ¥
by 1 X_(4 3;2) Y_(—z—mz)
or tanto, X = 320 12 1€ "= 13m 1o

\ ! \ !

"2X+ Y=A !'2X+Y=A
C) <> <=
- X+2Y=8B Y=13A+2/3B

- "Xz 2/3A—-1/3B
Y=-1/3A +2/3B

bor M (5f3 273 ) ~ (—1;3 —1;3)
ortanto, X =1,, g5 =\ =43 103

Y g Y g
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7. En cada uno de los casos queda:
Operando en la igualdad

(a)lo)=(o1)(c )

N FAERY g Y FERY !

obtenemos el sistema

a=a+c

a+b=b+d
c=c

c+d=d

La solucién del sistema es ¢=0, a=d y b cualquiera.
. 11 a b ,
Por tanto, las matrices que conmutan con 0 1 son de la forma 0 con ay b nimeros
a
reales cualesquiera.
. . 1 2
De una forma analoga obtenemos que las matrices que conmutan con 10 son de la

[d—c —20}
forma

c d

8. Las operaciones quedan:

12 -9
a) C-A'=(7 -1) by AA-B'=| 0 1
-9 4
8 4 12
c)2.C'-C=| 4 2 6 d) B~A~C’=(_3j
12 6 18 ™
9. Toda matriz cuadrada A puede expresarse de la forma A= A;A[ + A;At .

t t

En la suma anterior, el sumando es una matriz simétrica y el sumando —

es una

matriz antisimétrica.
Las descomposiciones pedidas son:

a(23)=(15)+(30)

A A A\

[TO-1} (1 0 2} [0 0 =3
by |04 2 |=|o 4 572 |+|o 0 -1/2
\53 4/ 1252 4 [ 1312 0|



(1o 1y (1
c[01 0f=]0
\27-2) \3r7m2
(123 4
106 7
D347 3|7
| 526 -2
112 0 92}
12 0 5 92
=l o 5 79

3/2 -III III; 0 0 -1/2 -III
7/2 + 0 0 —7/2
2/ linm2 0|

0 372 3 1724

372 0 1 52
Tl 3 1 0 32
\ 172 -5/23/2 0 |

\ 972 9/2 9/2 -2 |
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10. En cada uno de los dos casos queda del siguiente modo:

Calculamos las potencias sucesivas de Ay B.

0= (3)-67)

A=A A=—l.A=-A
At= A

A= A* . A=[. A=A
A=A A=A.-A=—I

Y Y,

A=A A=A ==

etcétera.

(o1)=-(o7)=-"

Observamos que las potencias de la matriz A se repiten de cuatro en cuatro. Asi:

A9?2A4'34+|: ':/ﬂl.4}34' A: IF24 .

A=1-A=A

. . 0 2
Calculando las sucesivas potencias de Bz(1 OJ obtenemos que:

B*=B-B= 20
0 2

0 4

B4=BS.B=[4 0] BS=B4~B=(O 8]

B*=PR° ~B:[O 4}

2 0

4 0

Podemos continuar y observar que las potencias pares siguen una recurrencia y las impares

otra. Es decir:

n

. 22 0
Sinespar B"= .
0 22
30

Por tanto BSQ:L 0 2
22 0

y sinesimpar B"= 1

22

0 22

0



11. Quedan del siguiente modo:
f i =1 n=1 4
q) Si A= T , entonces A" = 2,2,
1 1 2n—| 2n—|

; W

b) Si A = (cosa —sen
sena cosa )’

; \

entonces A® = COSs Na —sen Na
sen N Cos No

ll".] 01 \ ll"1 0n ll'l
) SiA=[010 | entonces A"={0 10 ‘
001/ 001
[T 11 [T n mP+n/2 |
dASiA=|011] entoncesA"=[01 n
\00 1 oo o0 |

£~ EDITEX
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W 12. Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las siguientes matrices:

- -10 1 1 21 ;;’f;
a)(34) by| 12 2 a3 -21 d) "o
211 4 0 2 -
32 12
M 13. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:
T > - -11 2 2-10 2 3 4
2% w(3) () efrez) wfrra] ofss:
4 11 4 01 8 910
: 12 31
M 14. Dadas las matrices A = 10 yEB= P calcula (AB)y (AB).
M 15. Calcula la matriz B'A%B, siendo A:(_g ?) y B:(;’ i)
M 16. Calcula el rango de las siguientes matrices:
02 1 211 21 5-1 8
N 101 0010
a)?_‘IO b)[1 0 -1 c)2122 d|-12 3 4 5
04 2 N 13 10 11 13

W 17. Calcula el rango de las siguientes matrices segun los valores del pardmetro a:

2
a) (a—Z a+2) b | 2
a

0
1 2 !
1

01
31
3 2
M 18. a) Escribe tres matrices de dimension 3 x 4, que tengan, respectivamente, rango 2, 1y 4. Razona la respuesta.

b) Escribe cuatro matrices de orden 4, que tengan, respectivamente, rango 1, 2, 3 v 4. Razona tu respuesta.
M 19. Si A es una matriz cuadrada de orden n, tal que A% = A, e [ es la matriz unidad de orden n, jqué matriz es B%, siB=2A-1?

M 20. Responde a las siguientes cuestiones:
a) Demuestra quesiA-B=A y B- A" =B entonces A2 = A.
b) Si A es una matriz que conmuta con By C, jesciertoque(B-C) - A=A - (B- C)?

W 21. Contesta las siguientes preguntas:
a) Dada una matriz A, ;existe otra matriz B tal que el producto AB sea una matriz de una sola fila?
b) Sea A una matriz cuadrada, demuestra que A + A es simétrica.

¢) Estudia las potencias sucesivas de una matriz antisimétrica.

W 22. Sean X, Y, Z tres matrices tales que es posible efectuar Zt — XY. ;Es posible efectuar (Y - Z)t + X*?

11
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12. Las triangulares equivalentes son:

2 (1 2\ 3F-FR—F (1 2
P13 4J - 1o ZJ
l."'—l 014 l."' -1 01}
bJ | ‘I 2 2 | FF+Fh—FK | 02 3 F-2F—F
l'. 21 1 / 2R+ R —=F l'. 01 3 |
[<10 1)
E2h=lhl o2 3|
l"-. 00 -3 _.-'I
1 21\ [12-1)

o) ‘3 B | 3F-F—F |08—4 ‘FE—FJ_“Fs
la 0 2/ #h-KE=KE 108 -6/

|” 2 -114
F'.!—.F3_PF3
: |0 8—4|
I',llo D 2_.'II
CT T =2 1 M1 =2 1)
J 20 13 S F 02511\, ,_ ¢
J 11—z 2 2= 13 i}
-11 21 FARoF 02 0 2 TS
32 12 3r-fR-=r\0T1T-7 1,

13. Las inversas quedan del siguiente modo:

b.('12;10"J (12;10)
) = =
34:01 02:3-1

(’1251 0") (’10;—2 1")
= — —
01 : 3212 01 : 322

21
-1 _
A _(312 —an

12



(12 10‘) (12;1
C) =

48:01 00 :
d[-112:100} [1-
| 103:010|=|0
l411:001/ 0

[1-12:-10 0)

J No existe matriz inversa

|
—

1 -2 :
1 5
5 9:

Je =

o =0

-0 o0
I

=0 1 5: 11 0=

\0 016 151

[T-1-=2:-1 0
=0 1 5: 1 1

0 Il'l

0 =

'.,..0 0 1 : 1716 516 -1/16 |

0 Il'l
5/16 | =

3/16 |\
5/16 |

[10o3: 0 1
= |0 10 : 11/16 -9/16
\00 1 116 516 —1/16 |
[100: -3/16 1/16
=010 : 11/16 -9/16
1001

l."'—1 12
La matriz inversa de| 103
| 411

1716 516 -1/16 |

".I l."'—3,v’16 1/16 3f16".|
‘es| 11/16 =9/16 5/16
|| 116 516 -1116 |

213\
473

-5/3 |

I|'I-2 —1 0 l'l|—'| IIII-_‘[J"B —Ifr3
o3 12| =[-58-25
14 01/ |43 43
(23 4)
|56 7 |n0 tiene inversa.
18910
14. Queda:

La matriz (AB) es (1 2 J (3 !

10

. . 7 3
La matriz traspuesta de la anterior (AB)' es (7 1 J

La matriz inversa de la anterior

(AB" es (—ma, n'zJ

3/14 —1/2

£~ EDITEX
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15. Queda:

La matriz B (
d matriz es 3 4J

h

s (3 9) (3 3)-35)

La matriz B"'A” es (_;1 _iJ _ (3 SJ _ (_36 —45")

B 36 —451/4 5% [90)
La matriz B'A’ B ( ( =(
a matriz es 57 3613 4

16. Realizamos operaciones elementales en las filas de las matrices, obteniendo matrices
equivalentes.

a) Rangode(; ? IE]IJ=Rang0de(|g]I ? _;J=2
[02 1) [10 -1}
b) Rangode|1 0 -1 ‘=Rangade| 02 1 |=
\04 2] \04 2/
[10-1}
=Rangode |0 2 1 ‘ =2
\00 0
2-111 2111
c) Rangode g ? 1202 = Rango de 38 11 (1] =3
0 001, 0 001,
[21 5-1 8)
d) Rangode|-1 2 3 4 5 |=
\ T3 10 11 13
21 51 8)
=Rangode |0 5 11 7 18 | =
\0 5 15 23 18
21 51 8)
=Rangode |0 5 11 7 18 | =3.
\00 416 0

14
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17. Queda del siguiente modo:

. ‘a-2 a+2) 1T 20
a) Rango de ( 1 9 J = Rango de (3_2 a+2J =

2
= Rango de(ﬂI c—6J

Sia=6elrangoes1vysia=6elrangoes 2.

[2001) 2.0 0 1)
b) Rangc:-de|2 13 1|=Rangode|0 -1 3 0 |=
la132] |02 6 a4
20 0 1)
=Rangode |0 -1 -3 0
0 0 0 a4

Sia=4,elrangoes 2 ysia=4, el rango es 3.

[2a 1 T} [2 al)
c) Rang@de| 2 al ‘_Rangode| 2 1al|=
|2 1 af \2a 11
III;2 d 1 \
=Rangode|0 a-1 T-a |=
0 a*~1 a-1)
(2 d 1 III

|
=Rangode |0 a-1 1-a |
0 0 —a—a+2/

e Sia=1,elrangoes 1
e Sia=-2, elrangoes 2.
e Sia=1ya=-2, elrangoes 3.

15



18. Quedan:

a) La matrices de dimension 3 x 4,

[123 4}
* con rango 2 es, por ejemplo, (2 4 6 8 ‘
12549

[1 11 1)

3 3 3 3 \
\-2 -2 2 -2

« con rango 1 es, por ejemplo,

* con rango 4 no es posible construirla.

b) Como en el apartado anterior, admite multiples res-
puestas. Un ejemplo podria ser:

1 -1 2 =3}
2 -2 4 -6
e conrango 1: = 5 -5 10 =15
10 =10 20 =30
-1 2 3
05 0 2
e conrango2i= |4 4 9 _q
5 -5 10 -15
1 -1 2 -3
0 50 2
s conrango3i= |, 4 3 4
2 55 3,
1 -1 2 -3
0 50 2
s conrango4i= 1|4 13 4
0 55 3

19. La solucién queda:

Se tiene que:
B’=B-B=02A-)) - QA-)=4A- A-2A-[-2A" |+
+P=4A’—2A-2A+1=4A-4A + =

Por tanto la matriz B* es la matriz unidad. Las matri-
ces como B se denominan idempotentes.

£~ EDITEX

16



£~ EDITEX

20. Quedan:

a) Se cumple la siguiente cadena de igualdades:
A=A -A=(A-B)-A=A-(B-A")A=A-B-A"-A=AB=A
i1 (2) i3 i4) i(5) (6]

ya que:

(1) Es la definicion de potencia cuadrado de una
matriz.

(2) Por la hipotesis A - B = A.

(3) Por la hipétesis BA™ = B.

(4) Por la propiedad asociativa del producto.

(5) Al serA-A™ =1,

(6) Por la hipotesis AB = A.

b) Se cumple:

(B-Cl-A=B-IC-Al=B-1A-C)=(B-A)-C=(A-B)-C=A-(B-O
i1 i2) (3) i4) (5

al ser:

(1); (3) y (5) Por la propiedad asociativa del produc-
to de matrices.

(2) Las matrices Ay C conmutan.

(3) Las matrices Ay B conmutan.

21. Las respuestas quedan:

a) En el caso de que la matriz A tenga una dimension mxn, con m#1, es imposible

encontrar la matriz B cumpliendo las condiciones pedidas. En el caso de que la matriz A
tenga dimensién 1xn, la matriz B tendra dimensidbn nxm y la matriz resultante sera la

matriz fila 1xm.

b) (A+A)' =A"+(A")=A"+A por tanto la matriz (A+ A’) es simétrica pues coincide con su
traspuesta.

¢) Una matriz A es antisimétricasi A'=—A.
Veamos como son las potencias sucesivas:
(A% =(A-Af=A"-A'=(-A)-(-A)= A%, luego A® es simétrica.
(A%)' =(A%-A)=A"-(A%) =(-A)-A>=— A% | luego A® es antisimétrica.

Por tanto, las potencias pares son matrices simétricas y las potencias impares son
antisimétricas.

17
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22. Sean X, Z, Y tres matrices de dimensiones mxn, pxq y rxs, respectivamente.
Si es posible calcular XZtiene que cumplirse que n=p y la dimension del producto es mxq .

La dimension de Y, sxr, debe coincidir con la de XZ, es decir, con mxq ; lo que implica que
s=my q=r.

Con las condiciones anteriores, las dimensiones de las matrices anteriores son mxn para X,
gxm para Yy nxq para Z

Es posible calcular ZY — X' ya que se puede efectuar el producto ZY resultando de
dimensién nxm, dimensién que coincide con la de la matriz traspuesta de X.

18
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 23. Halla las matrices simétricas de orden 2 tales que A2 = A.

0-1-2 100
W 24. Dadas las matrices A=|-1 0-2|/=[0 1 0|, determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (4 — k/)?
sea la matriz nula. 11 3 001

M 25. Obtén la matriz inversa de A + At, siendo A =

NOO
(< ]
w o =

M 26. Dada la matriz A =(: ;) construye la matriz ¥ = 3A%A - 2/, y resuelve la ecuacion AX =(é ?)

01
W 27. Prueba que A2-A-2/=0, siendo A={1 0
11

100
,I=10 1 0. Calcula A~ utilizando la igualdad anterior o de
cualguier otra forma. 001

1
1
0

01 0da
a) Calcula M2y M3, _8‘

b) Calcula M~, siendo n un numero natural.

M 28. Sean las matrices / :( 1 O) yJ= (0 1), Si M es una matriz de la forma M = al + b/, siendo ay b nimeros reales, se pide:

a b

W 29. La matriz M =(
-b a

) es distinta de la matriz nula. ;Es inversible? En caso afirmativo, halla M-'.

W 30. Si Ay B son dos matrices diagonales de orden 2, demuestra que A - B = B - A. Halla todas las matrices diagonales A ta-
lesque A - A=

0
W31, Sealamatriz A=|1
0

- O O
=T = QY

a) Comprueba que A-' = At

h) Utilizando el resultado anterior calcula (4 - A4)1%8,

W 32. Estudia segln los valores de m el rango de la matriz | 1 m 3 1
2 m+1 5 m+1

10 2 10 10
M 33. Considera las matrices A=|-2 1 x |[,B=[|0 1]y C:(O 1).
1 x 0 00

a) ¢Para qué valores de x la matriz A posee inversa?
b) Encuentra la matriz inversa de A parax=-1.

c) ¢Qué dimensiones debe tener una matriz X para que la ecuacién A - X = B - C tenga sentido? Halla esta matriz para
x=1.

19
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SOLUCIONES

23. La solucién es:

a b

Sea la matriz A = (b a‘J’ debe cumplirse:

by

BI85~ 2

A}

Resolvemos el sistema:

a+b'=a
bla+d=b
b +d=d

Los casos posibles son:
1. b=0, entonces a=0 6 a=1,y d=0 6 d=1. Las matrices solucién son:

Y

N, N, A\ N,

2. a=1-d, entonces b=+./d-d* con de[0,1]. Las matrices solucién son:

1-d +Vd-d?
J_rVE’ —a? o

)con de [0, 1]

24. Queda del siguiente modo:

l."'—k -1 -2
LamatrizA—-kles A—kil = | -1 -k =2
'-,._ T 13-k

La matriz (A — ki)’ es
=k =1 =2\ [k =1 =2

A=k (A=kD) = |1 —k =2 || -1 =k =2 | =
V1T 3k 1T 3k
[ K=1 2k-2  4k-4 |
=| 2k-2 K-1 4k-4 |
\2k+2 —2k+2 5-6k+Kk/

El valor que hace que la Ultima matriz sea la matriz nula es k=1.

20



25. Queda:

La matriz A + A'es

ll'r 121 I"I III.
A+A=|010]|+|

l'-..2 0 3 _..'I I'. / \ |

102\ (223
210]=[220|
103/ 1306

(23 253 133
La matriz (A + AV es | 23 -1/6 -1/3 ‘
\13-13 0 |

26. Queda del siguiente modo:

27.

Lamatriz Y =3AA-2]es

‘3 54/3 17 ‘100 102 39 '
Y:3(1 2)(5 2)‘2(0 1):( 39 15J‘(
_ (100 39"
‘( 3913J

Para resolver la ecuacién(g ; J X=(2 0

01

Cdyy Az
= (c’iz'l daz

correspondiente.

3ay + a, =2
5a, + 2a,, =0
331 +a»n»=0
5a5,+2a» =1

El sistema es

Las soluciones son: a;; = 4, ax; = =10, a, =1, @ = 3
. ) o4 1)

La matriz X es: X = (_10 3J.

Queda:

Calculamos A* — A — 2/, y obtenemos

l.-"O 114 I."'I[]' 114 I."'l[) 114 I."'1 00}

[tot1jf1to1|-f1o01|]-2(010|=

l'-.1 10 / I'-.1 10 | "-.,1 10 | "-.,U 01 |
[211) o011} [200} [000

=121 \_|1 01 ‘_|020‘=|000
"-.,1 12 110 | "-.,0 02 "-.,0 00,

De la expresion A* — A — 21 = 0, operando se obtiene:

Az—A—2f=0#%A2—%A—I=O@

@lAz_lA=;@A(1—A_1—f]=f
2 2 2T

200

02

J, llamamos a

J, operamos vy resolvemos el sistema

£~ EDITEX
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La matriz inversa de A es A™' = ;—A - % l.

Por tanto,

: oty 100y (=12 12 12
Als—A——I=—[101|-—[010]|=[ 1212 172
22 21110 \oo1) |12 1212

28. La solucion es:

La matriz M = al + b/ adopta la expresion M = (g ?J’

a) La potencias cuadrada y ctibica de M son:
L byfa b\ [a 2ab’
“loalloa)=( %)

M3=M2-M=(32 23!})(3 b)z(’zf 332b)

0 a 0 a o a

b} Para encontrar la expresion de M con n natural, cal-
culamos nuevas potencias.

M= M M= a3ath\/ab’ _'34 4a’h
- _033)03J_034)

4 30 4 5 4y
s 4 a4 [a dab)\faby [a 5a%h
M=M M_(o a* )(0 HJ_(O a’ )
Por tanto, M" con n natural tiene la expresion si-
guiente:
M = (a“ na™' b")
0o &

La demostracion de esta Ultima proposicion puede
efectuarse por el método de induccion.

29. Calculamos la posible matriz inversa por el método de Gauss-Jordan, obteniendo:

a b 1 0
HJ(Hbf1OJ@(3 2b2f10J# 01 2b2 232
-bai 01 0 a+b” i ba -. a+b a4 b
.- 2 \ / a _b
a —ab .
: 10 : S
a0: a+bh a4+ b a+b ik
= =
01 : b d 01: 2b2 232
a+bh at+ b’ a+b a+b
! ! 4

22
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La matriz M siempre es invertible, ya que ay b no pueden ser 0 simultaneamente entonces
2 2
a +b°#0.

La matriz inversa de M es:

a -b
A a+b a+ b
B b a
a+b a+ b
30. Queda:
Sean las matrices A = (3' ? J vB= (g' g J Los pro-
1 2 , 2

ductos de ambas son:

AB=(§,‘ i "J(ﬁ' EEKJ:(&'(?' Jzosz B

A} \

~ (05 (5 2 ) =54

\ A}

‘a; 0
Seaﬁz(sl .

J una matriz diagonal cualquiera. La
\
condicion A - A = | nos conduce al sistema:

0 2)62)lo1)=(02)=(o7)=

\ \

¥
Il

aj =1
—
a =1

1
1

K+ H

=

Las matrices diagonales buscadas son:

7] (o-1) (0 7) (o 1)

\ \ \

31. La solucién queda:

a) Calculamos A" mediante el procedimiento de Gauss-Jordan. Para ello intercambiamos
las filas primera y segunda y, posteriormente la segunda y la tercera para obtener:

foo1:100, [To0:010) [1003:0T10)}
Too:010|~lo01:100|~[010:00T
\ot1o:001/ 'oto:oo01/ loot1:100)/

b) Teniendo en cuenta que A’'=A"'siguiendo la definicion de matriz inversa obtenemos la
siguiente expresion A" AT=AT-A'=]y (A" A)®F =(AT- A)®F =" =],

23
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32. La solucion queda:

1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0
Rango |1 m 3 1 =rango |0 m-1 1 1 =rango |0 m-1 1 1
2 m+1 5 m+1 0 m-1 1 m+1 0 0 0 m

Por tanto, si m=0 el rango es 2 y para todos los demas valores de m el rango es 3.

33. En cada uno de los casos queda:

1 0 2
a)|-2 1 x=4x-2-x°
1 x 0

La matriz A tiene inversa para todos los valores de x excepto aquellos que anulen el
determinante de A, es decir, 3A”  Vx=-2+/2

1 -2 -2

b) Al=| -1 2 -3
11

c) La matriz X ha de ser de dimension 3x2. Despejando obtenemos: X=A"-B-C

1 -2
Calculando la matriz A" para x=1y sustituyendo obtenemos: X:l -1 2
3 1

24



Unidad 2 — Determinantes
PAGINA33

cuestiones iniciales

1. Calcula las matrices inversas de las siguientes matrices:

12 b2 H 11 11
a)( ) b)|o 1 2 c)11_1_1
25 00 1 -
1-1-1 1
2. Calcula el rango de las siguientes matrices:
20202
a) 124 q 02020
367 21021
01010
111111
041 131121
by (487 d)| 114131
173 111541
353773
SOLUCIONES

£~ EDITEX

1. Las matrices buscadas son las siguientes:

. (14 14 141

I L e A T VTR VY

Y (—2 1J D) 10 =21 O | g 1a 14 174
\0 0 1 14 =1/4 =174 1

2. Haciendo ceros escalonamos las matrices, obteniendo:

"

(l 4 (‘124 | I 9
a) \367J=b\005J’ uego el rango es 2.

b

III..O 41 .III II'I.1 7 3 .III ||'Il1 7 3 .III ||'Il1 73 l"l
by [487|=[041]|=[0 41|=|04]1
\173) 487/ 10205/ o000

."4 i

/4 )

, luego el rango es 2.
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|

1
1

2
0
00 -2

2
0
4
00 0 0 O

|
=)

2F3—F2— Fa
2F4—F2—F4

7~ X\
N o T o
o N N
qo 9§ o
O AN —
N o o o
A

@

L

1

w

[

3]

L
7~ N

- O

2 0 2 0 2
02020
0
0

|

El rango es 3.

d) {
El rango es 4.

1

y
0200

003020
000430
000430

1

11 1 1 1 1
020010
003020
000430
020440

{

Fo— Fi— Fa
Fa—Fy — Fa
FimFi—Fs
Fs— 3F1 — Fs

}

1
1
1
1

1
2
3
7 4

1
3
1
1

1
1
4
1
353573

1
)
1
)
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PAGINA 47

ACTIVIDADES

M Practica las fases anteriores en la resolucién de los siguientes problemas:

1. Lugar geométrico. Sobre la recta ¥ = a se considera un punto variable P. Llamamos @ a la proyeccion del punto P so-
bre el eje OX. Determina el lugar geométrico del punto M proyeccién de Q sobre la recta OP.

2. Piramides de bolas. Un mago apila bolas, todas iguales, para formar dos piramides tetraédricas. De pronto se da cuen-
ta de qgue juntando las bolas de ambas pirdmides, puede formar una sola piramide tetraédrica mayor. ; Cual es el minimo
numero de bolas de las que tendria que disponer el mago inicialmente?

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

AY / La recta OP es: y=mx = el punto P es P(%,a).
y=a
' Luego el punto Q es Q(%?,O) y el punto M es el
E punto de interseccién de la recta OP=y=mx, y la
y E recta perpendicular a ésta pasando por Q, que
. E quedaria m’y+mx=a, por tanto:
. y=mx a am
© @ "X m2y+mx:a}:> m T mam

Eliminando el parametro m, obtenemos la ecuacion del lugar geométrico: y°+x°y—ax®=0
2. Al construir pirdmides tetraédricas de bolas aparecen los numeros tetraédricos:
1,4,10, 20, 35, 56, 84, ...
n(n+1)(n+2)

6

e Si las dos piramides son iguales, el minimo numero es 20 bolas, con lo que formaria una
piramide tetraédrica de arista 4 a partir de dos tetraédricas de arista 3.

que forman una progresién geométrica de tercer orden de término general:

 Si las piramides iniciales no son iguales, el niumero minimo de bolas es de 680, nimero
obtenido al sumar las bolas de dos pirdmides tetraédricas de aristas 8 y 14, y bolas 120 y
560.

La nueva piramide tetraédrica formada por 680 bolas tiene de arista 15, pues:

nnDn+2) _ggo = n=15
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PAGINA52

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

N R R IO e
31 4 5 5 a 2 -5 b a m 1 a+1 1

B 2. Calcula los determinantes de las matrices que siguen, utilizando la regla de Sarrus:

110 101 =2 = all m 1 3 m+1 1 0
a) | 101 b) {010 c 0 34 d|1a1 e [ 1-1-1 f) 0 m+1 1
011 345 -4 15 11a 5-3m 1 0 m+

W 3. Encuentra el nimero de inversiones que existen en las siguientes permutaciones de nimeros naturales del orden que se indica:

a) orden 4: 1243, 3142 y 1324, b) orden 5: 13542, 53241y 13254. c) orden 6: 213654, 341652 y 231645.

B 4. Hala el signo de los términos gue siguen, pertenecientes al desarrollo de un determinante de orden 5:

a) A gy An 43 33 b) @5+ @2 - 335 B0z Aa

abc
W 5. Si |30 2|=5, calcula, sin desarrollar, los siguientes determinantes:

111
2a 2b 2c e
5 a b c a—1b-1c-1

a) 3 01 b) |3a+3 3b 3c+2 g |4 1 3

a+1 b+1 c+1 1 1 1

B 6. Sea A una matriz cuyas filas son F,, F,, F;, y su determinante vale 4. ;Cuanto vale el determinante de la matriz 8 cuyas
filas son F;, Fy - 2F,, - F?

W 7. Prueba, sin desarrollar, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:

2
bc = a
1ab+c ac+d b g
a |1bc+a b) [a b+d ¢ @] acgb
b
1ca+b a b+c d
2
ab — ¢
B 8. Prueba, sin desarrollar, que los determinantes siguientes son multiplos de 11: <
e =N
a) |198 b) 0
506 2213 2354
1519 4059

B 9. Comprueba gue el determinante A, vale 0 y que el determinante A, es divisible por 5, sin calcularlos, a partir de las
propiedades de los determinantes, siendo:

—282540 .
A= 2322 A=la76
027 0 639
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SOLUCIONES

1. Las soluciones son:

a) -2
b) 22
c) a +25
dy 23
el a+ b’
fj O
g 2-2a

2. Aplicando la regla de Sarrus se obtiene:

a) 2

by 2

c) 79

d) a—-3a+2

e —m —4m+1

i M+3m+3m+2

3. Queda del siguiente modo:

a) La permutacion 1243 tiene una inversion.
La permutacion 3142 tiene 3 inversiones.
La permutacion 1324 tiene una inversion.

b) La permutacién 13542 presenta 4 inversiones.
La permutacion 53241 tiene 8 inversiones.
La permutacion 13254 tiene 2 inversiones.

c) La permutacion 213654 presenta 4 inversiones.
La permutacion 341652 tiene 7 inversiones.
La permutacion 231645 tiene 4 inversiones.

4. Decimos que:

a) Eltérmino a, a,, a,, a,, a,, es el mismo que a; a, a,, a,, a,, que se corresponde con la

permutacién de orden 5: 35 241. Esta tiene siete inversiones, por lo que es una
permutacién impar. El término anterior le corresponde un signo menos.

b) De forma andloga al caso anterior, la permutacion es 42 531, que posee siete inversiones
y también le corresponde un signo menos.
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5. En cada caso:

2a 2b 2c a b c a b C abc
a) |32 0 1 |=21320 1|=(2-32 20 2-1|=|302|=5
T 1 1 T 1 1 1 1 1 111
a b c a b ¢ a b ¢ a b ¢
b) [3a+3 3b 3c+2|=|3a 3b 3c | +]| 3 0 2 |=| 3 0o 2 |=
a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1
abc abc abc
=302 +|302|=|302|=5
abc 111 111
a—1 b-1 -1 abc -1 =1 =1 abc FeF—F abc
ol 4 1 3 [=413+4 1 3|=|413 = |302|=5
1 1 1 111 T 1 1 111 111
6. La solucion queda:
z A | | F F
F, -2F,|= -|F, -2F,|=|F, - 2F,| = |-2F,| = -2|F,| = -2|A|=-8
% oLk TIRT A

7. Queda del siguiente modo:

a) Sumamos la segunda y la tercera columna y el resultado lo colocamos en la tercera
columna. De la tercera columna sacamos factor comun a+b+c. Quedaria:

1 a b+cl |1 a a+b+c 1 a 1
1 b c+a=[1 b a+b+cl=(a+b+c)[t b 1=0
1 ¢ a+bl 1 ¢ a+b+c 1 ¢ 1

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo.

b) Sumamos la segunda y la tercera columna y el resultado lo colocamos en la segunda
columna. De la primera sacamos factor comun a ay de la tercera a d+b+c . Quedaria:

a c+d bl |a b+c+d b 11
a b+d c|=|a b+c+d c|=a(d+b+c)[ 1 c|=0
a b+c d |a b+c+d d 11 d

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo.
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c) Multiplicamos (y dividimos) la primera fila por a, la segunda por b y la tercera por c.

Sacamos factor comdn a abc de la primera columna y 2 de la segunda.

bc % a
1
ac % b:abc

ab%c

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo.

Obtenemos:

En cada caso queda:

abc 2 &
——|abc 2 P?*=201 1
abc 2 c?

11 &

b?|=0

11 ¢

a) Puede observarse que los numeros 121, 198 y 506 son multiplos de 11. Operando en
cada fila, multiplicamos la primera columna por 100, la segunda por 10 y sumamos ambos

resultados en la tercera columna. Quedaria:

1 2 1 |1
1 9 8=|1
5 0 ¢ |5

b) Procediendo de forma andloga:

1 913 |1 9
2 618 |2 6
2 213 |2 2
15109

1 9 1 3
2 6 1 8
2 2 1 3
111 875 101 349

=11

c) Procediendo de forma andloga:

AN O W
O W N O
o 00N =
O b
A D O W
O W N o
(6262 BN\ B

2 121 1
9 198|=|1
0 506/ |5

1 3
1 8
1 3

1221 9625 1111 3839

3014 |3
9724| |9
2354, |2
4059 |4

O W N O

11-11
11-18/=111 9

1

1.46

1
2
2

1 2

9
6
2

11
18
5 0 46

1
1
1

3
8
3

11-111 11.875 11101 11.349

[S2 B2 BN\

O W N O

[S2 &2 BN\

274
884
214
369
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9. En cada uno de los casos queda:

En el caso de A;, multiplicamos y dividimos la primera columna por -5, después sacamos factor
comun a 15 y obtenemos:

8 25 40 —8-—(_5) 25 40
- ) (_5) 1 40 25 40
g 3 —2=§-(‘—5; 3 _o="_.|-2 3 _2=0
0 97 0 0 07 0 0 27 0

El dltimo determinante es nulo al tener dos columnas iguales.

En el caso de A,, multiplicamos la segunda columna por 2 y le sumamos la tercera colocando el
resultado en la tercera columna. Podemos sacar factor comun a 5.

5 2152 5/ 52 51 |52 1
4 7 6|=[4 7 20|=|4 7 5.4/=5.]4 7 4
6 3 9 (6 315 6 3 53 |6 3 3
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PAGINA53

24 b3 11{1) ;_?
W 10. Sean las matrices A=( ),B: 3-5 1| yc=|"
s 12 01
504
02-20

a) Halla los menores complementarios o, cas, 0a; Y oay, i existen.
b) Halla, si existen, los adjuntos de los elementos que ocupan los lugares 11, 23, 32 y 21.
c) Halla las matrices adjuntas de las matrices dadas.

13225 T 11 11
50 3 1 -1 x 1 11
W 11. Calcula los siguientes determinantes: a) S E @S by |-1=1 x 1 1
123 —1-1-1 x 1
-1-1-1-1 x
M 12. Resuelve las siguientes ecuaciones:
x =1-10 x100 -1 x x x xabc
2) —xx—11:0 b)0X10=O o x—1xx=0 d)axtbzo
1T-1 x 1 00x1 x x -1 x bcxa
1-10 x 100 x x x x -1 cbax
N W 13. Calcula las matrices inversas de las siguientes matrices:
. : . ] /0 b 2-1 4 122 122
a)(1_2) b)(0‘3) c)(a ) dla-1-2 SEERE fl123
= = =z £ 550 101 132
W 14. Determina, segin los valores de m, el rango de las siguientes matrices:

n 1 1 1222 s
a7t by( 2 m 1 c)‘I233 9 1_242
m1 2 2 1m B

123m 3 24m
M 15. Si A es una matriz de orden 3 y tal que det (A) = 2, calcula:
a) det (M A M) b) det (5A) ¢ det (247") d) det (Adj (4))

1-1-1
M 16. Dadala matriz A=|1-1 0 |: a) Calcula A'. b) Resuelve la ecuacién det (A" —x/) = 0.
1 0-1

[TV —

W 17. ;Para qué valores del pardmetro no es invertible la matriz A =

4 7
1 2|2
a 5

o]

M 18. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) La matriz A verifica A2 = A. Halla los posibles valores del determinante de A.
b) La matriz A verifica AA* = [. Halla det (4).
c) Dos matrices A y B son inversas la una de la otra. Si det (4) = 3, jcuanto vale det (8)?



SOLUCIONES
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10. La solucién en cada caso es:

a) EnlamatrizA: «,, =5 ; a,, y a;, noexisten ; o, =2

EnlamatrizB: ¢,,=-20; ), =-10; &;, =-8,; «, =8

EnlamatrizC: @, =2; a,, =2; a;, =6; &, =-6

b) EnlamatrizA: Ay =5; Axsy Ase NO existen ; Aoy

=2

Enla matrizB : B11:—20 ;823:10;832:8;821:-8
En la matriz C : C11:2;C23:-2;C32:-6;C21:6

c) Las matrices adjuntas son:

5 20 -7 25
Ad=£4 2} B'=| -8 -11 10
- 17 8 -1

11. Las soluciones son:

a) Haciendo ceros en la primera columna se obtiene:

1325 1 3 2 5
50 31 _015—1324_1]5_1132; 9ot
25 63|1°|/0 1-=10 ?_5_1?__
-12 32 0 5 1 7
b) Haciendo ceros en la primera columna:
T 1 1 11 1 1 1 1 1
-1 x 1 11 0 T+x 2 2 2
-1-1 x 11|10 0 1+x 2 2 o (14+x)°
-1 -1 -1 x1 0 0 0 T+x 2
-1 -1 -1 -1 x 0 0 0 0 T+x
12. las soluciones son las siguientes:
x-1-10 x -1 -1 0
| X x -1 1 0 x-1-2 1 x-1 -2
VO0=1 14 x1]=lo 0o x 1—x|=X 0 X
1-1 0 x 1 -1 0 «x -1 0

x'—x’ 4+ x-1=0. Las soluciones son x=-1yx=1.

2 4

e 6 -2
-10 -6

7 0
1 -1 -1
T1—x |-|x=1 =2
X 0 X

4 -10
-2 2
-6 8
7 -7
0
T |=x"—x +x=1
T—x

10
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;1?? x10 100
b}0200x1 =x-[0x1|=-|[x10[=x"-1
100 x 00 x 0 x 1

Las soluciones de la ecuacion x* — 1 = 0 son los ndme-
ros complejos 1, =1, i, —i.

-1 x x x Ix-1 x x x Ix-1 x X X
_ x -1 x x Ix-1T -1 x x 0 x+1 0 O . - .
DO=1 v x 21 x|T|3x1 x 21 x|° 0 0 x+1 0 =Bx-1Dx+1)
X x x -1 Ix-1 x x -1 0 0 0 x+1

Las soluciones de 3x —1)(x+ 1)’ =0sonx=1/3 y x=—1.

xabc x+a+b+c a b c x+a+h+c a b ¢
d axch x+a+b+c x c b 0 a—x b—c c—h
) 0= bexal|l |xtath+tccxal| 0 a—c b—x c—a
chbax x+a+b+c b a x 0 a—b b—a c—x
a-x b-c c-b a-xX a+b-c—x a+c-b-x
=x+a+b+¢|ac b—x c-a|= (x+a+b+0c |a—c a+b-c—x 0 =
a—b b-a c—x a—b 0 a+c—b-x
C—X 0 a+c-b-x
=ix+a+b+c |a-c a+b-c—x 0 =
a-b 0 a+c—b-x

=(x+a+b+ola+b-c-xla+c-b-xb+c—-a-x

Las soluciones de la ecuacion son:

xX=—a-b-c
x=a+b-c
x=a-b+c
x=—a+b+c

11
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13. Las matrices inversas son las siguientes:
=2 =1 (=273 =1

a) ( J b) ( J
\—3/2 -1/2 —1/3 0

. [a b).. . . - .
c) La matriz (c dJ tiene inversa si ad—bc es distinto de cero. En este caso la matriz buscada

es la siguiente:
[ d b |
| ad-bc  ad-hc l

—C d

ll, ad-bc  ad-bc Iu'

[ 10130 20/130  6/130 | (-1 2 0} [5-2-2}
d) [-10/130 20130 20/130 e)| 0 11 ‘ -1 0 1
| 25/130 —15/130 2/130 | 12 1] -1 1 o/

14. El rango segun el parametro queda del siguiente modo:

a) Si m =-6 el rango es dos y si m = —6, el rango es
tres.

b) Sim=1, el rango es uno.
Sim=-2, el rango es dos.
Sim=1yms=-2,el rango es tres.

c) Sim =3, el rango es tres.
Sim= 3, el rango es cuatro.

d) Sim=10, el rango es tres.
Sim= 10, el rango es cuatro.

15. Los determinantes pedidos son:

e det (MAM™) = detM-detA-det(M™) = detM-det A-

;=detﬁ. =2
det M
e det(5A) = 5" -det(A) =5"-2.
e det(2A7) = 2"det(A™") = 2". L 2" 1 2!
det A 2

o det(A%)=[det(A)]" =4

12
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16. En cada caso queda:

a) El determinante de la matriz A es det(A)=-1. La matriz in versa es: A™"'=| -1

_ O =
QO A 4

b) Laecuacibnes | -1 -x 1|=0.

Desarrollando el determinante obtenemos (1+ x) (1+x?)=0.
Las soluciones de la ecuacién son x=-1y los nUmeros complejos iy —i.

17. Al ser det(A)=—19a+57, este determinante se anula para a=3. Para este valor de a la
matriz A no es invertible.

18. En cada caso queda del siguiente modo:

a) Utilizando la propiedad det(A-B)=det(A)-det(B), se tiene:det(Az):[det(A)]z. Por tanto,

det(A%)-[det(A)]"=0 = det(A)-[det(A)] =0 = det(A)(1-[det(A)])=0. Luego ocurre lo
siguiente: det(A)=0 6 det(A)=1.

b) Teniendo en cuenta las propiedades det(A)=det(A") y det(A-B)=det(A)-det(B), se
obtiene: det(A- A)' =det(/) = det(A)®*=1 = det(A)=%1.

0) A-B=l = det(B)=——1 =1
det(A) 3

13
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PAGINA 54

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 12. Calcula el valor de los determinantes siguientes:

7 1100 1111 abcO T+a 1 1 1
abc —ab 2 1001 2220 Och 1143 1 1
® b 20 —ab b o110 9 13300 ! zc;a e +1&1+a 1
b3c? — bc 3abc
0101 4431 chbal 1 1 1 1+a
W 20. Resuelve las siguientes ecuaciones:
1 x 0 3 3xxx
2ox 2-2 1 3 X3 xx
a) 2 -1 3|=0 b) =0 Q) =
3460 Xx3x
x+10 1 1
01 x-4 XX x3
2 a5
M 21. Eldeterminante |4 a* 13| vale cero para a = 3. Comprueba esta afirmacién sin desarrollarlo e indicando las propiedades
8 3° 35

de los determinantes que apliques.

1 &-1 a b

M 22. Hallaelrangodelamatriz | 1 2a* —2 2a-1 | seguin sea el valor del pardmetro a. Halla, si existe, la matriz inversa de A
1 0 at

enloscasosenquea=0ya=1.

M 23. Responde a las siguientes cuestiones:

a) Si A es una matriz cuadrada de orden n, A su traspuesta y A~ su inversa, jqué relaciones tienen los determinantes
14l 14% y 14712 Por qué?

b) Si el determinante de una matriz cuadrada de orden n vale D, ;cudl es el valor del determinante de la matriz que se
obtiene multiplicando por 5 todos los elementos de la anterior?

c) Si Xesuna matriz cuadrada de orden 3 que verifica la igualdad X? = 2X, jcuanto vale el determinante de X?

1 1 1
W24, Dadalamatriz A=| 0 m -1, averigua para qué valores del parametro m existe A-". Calcula A~ param = 1.
1-1 m

M 25. Resuelve la ecuacion matricial B(2A + /) = AXA + B, siendo:

3 -2-1 1-12
A=|-4 1 -1 BE=|-10 1
2 01 0-11

M 26. Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que A2 = 2A + /, donde | es la matriz unidad. Demuestra que A admite in-
versa y obtén esta inversa en funcién de A.

14
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SOLUCIONES

19. La solucién en cada caso es:

abc -ab & a -a a a 0 o0
a) |-b’c 2b* -ab “:)abzc -b 2b -b g)abzc -b b 0 (;2a2b402
b’c® -b’c 3abc bc -bc 3bc bc 0 2bc

(1) Hemos sacado factor comun a de la tercera columna, b de la segunda y bc de la primera.
(2) La suma de la primera y segunda columna a la segunda. La diferencia de la primera y la

tercera columna a la tercera.
(3) Desarrollando por la diagonal principal.

SRR

Oy 1 1 oilo 1 1 |’ ! 9572
10 1

0104110 1 0 1

(1) La diferencia de las dos primeras filas a la segunda fila.
(2) Desarrollando por la primera columna.
(3) Utilizando la regla de Sarrus.

1 1 1 1
2 220
c) =0, al tener dos columnas iguales.
3300
4 4 3 1
a b c 0 |atb+c b ¢ 0 |a+b+c b c O b 0 b
0 b b 0 b 0 -b b
d)a ¢ b_jatob+e ¢ b =(a+b+c)lc-b -c a=
b c¢c 0 a |latbtc ¢ 0 a 0 c-b -c a 0 a-c 0
c b a 0 |atb+c b a 0 0 0 a-c O
0 0 b at+b-c c
=(a+b+c)la+c-b -c al= b(a+b+c) =b(a-c)(a+b+c)(a+b-c)
0 a-c
0 a-c 0
1+a 1 1 1 4+a 1 1 1 4+a 1 1 1
1 1 1 1 4 1 1 1 0 1 1
o) +a _|4+a 1+a 3 a _a(4+a)
1 1 1+a 1 4+a 1 1+a 1 0 0 a 1
0 0 a

15
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20. Las ecuaciones quedan:

21.

22.

a) Desarrollando el determinante obtenemos: 2x*+16x-12=0. Las soluciones son las
siguientes: x=—4++22.

3 (1 X

;2?302213_2)(_21_3
p— p— X_ —
b) = =|-3x+4 6 -9=—9x°-6x+73
3 4 6 0|0 3x+4 6 -9
1 x —4
0 1 x -4 0 1 x -4

Las soluciones de 9x* — 6x— 73 = 0 son

1+V74
X= ——
3
es decir, x=3,20 y x=-2,53.
3 x x x 3+3x x x x| |3+3x x X X
o) x 3 x x:3+3x 3 x X _ 0 3-x «x X _ (3x+3)(3— x)°
X x 3 xm3+3x x 3 x/@| 0 0 3-x x |®
X x x 3 |3+3x x x 3 0 0 0 3-x

(1) Sumando todas las columnas y el resultado a la primera.
(2) Restando de todas las filas la primera.
(3) Desarrollando.

La solucion del ejercicio queda:

2 3 5
Sustituyendo a=3 obtenemos el determinante: 4 9 13
8 27 35

El valor del determinante es cero ya que la tercera columna es suma de la primera y la
segunda.

El valor del determinante de la matriz es det(A)=(a-1)*- (a+1)°. Esta expresién nos permite
realizar el siguiente estudio:

e Sia=1ya=-1,elrango de Aes 3.
e Sia=-1,elrango de A es 2.

e Sia=1,elrangode Aes 1.

16
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24.

25.

£~ EDITEX

Respecto a la matriz inversa de A, en el caso de a=1 no existe, y en el caso de a=0, la

1 -1 0 0O 0 1
inversa de la matriz A={1 -2 -1| queda del siguiente modo: A"'=| -1 0 1
1 0 O 2 -1 -1

Las respuestas son:

a) ‘A":|A|, ya que segun la definicion de determinante, los términos del desarrollo del

determinante pueden ordenarse de igual forma atendiendo a las filas o a las columnas.

‘A‘1‘=ﬁ ya que al ser A-A™"'=/, tomando determinantes se obtiene la relacion anterior.

b) El valor es 5"-D. De hecho es debido a la propiedad que dice: si los elementos de una

fila (columna) de una matriz se multiplican por un numero, el determinante de la matriz
queda multiplicado por dicho namero.

c) Podemos escribir la igualdad de la forma X?=2X. Tomando determinantes en ambos
miembros de la igualdad obtenemos: det(X?)=det(2.X) y aplicando las propiedades de

los determinantes tenemos que [det(X)]2=4-det(X) de donde det(X)=0 6 det(X)=4.

La solucion es:

El determinante de la matriz A es det(A)= m* —m-2=(m+1)(m-2). La matriz inversa existe
para todos los valores de m distintos de -1y 2.

11 1 o 1 1
_ . _ _ . -1_ 1 _ 1
Para caso de m=1,lamatrizes A=/0 1 1| ysuinversa A" = A 0 /2

1 -1 1 %_1_%

La solucién es la siguiente:
Operando en la ecuacién matricial aplicando las propiedades de la matriz inversa, de este
modo obtenemos: 2BA+B= AXA+B = 2BA= AXA = 2B= AX = 2A"'B= X

Hallamos la matriz A y calculamos la matriz X.

1 2 3 -2 -8 14
A'=|2 5 7 y finalmente X=2A"'B=|-6 -18 32
2 -4 -5 4 14 -26

17
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26. La solucion dice asi:
Podemos expresar la igualdad de la forma A*-2A=/ = A(A-2l)=I de donde se deduce

que la matriz inversa de Aes (A-2/).

Tomando determinantes en la igualdad anterior det[A(A—2/)]= det(/) de donde se extrae
que det(A)-det(A-2/)=1, por tanto det(A)=0, es decir, que existe la inversa de A que
hemos hallado anteriormente.

18



Unidad 3 — Sistemas de ecuaciones lineales
PAGINA57

cuestiones iniciales

1. Resuelve los sistemas de ecuaciones lineales siguientes:

X+y+z+1t=0
[x+2y=10 x+2y+3z+4t=0
|2 + 5y = 23 X+3y+6z+10t=0

B PO x+4y+10z+ 20t =0

b) {2x+3v+z=1
_2x+_v+32=11

2. Estudia y resuelve, cuando sea posible, los sistemas de ecuaciones si-
guientes, seguin los valores del pardmetro m:

' mx+v+z=1 mx+y+z=4
[mx+y=1
a} - g b) ix+mv+z=m ) {x+my+z=3
|x+m_v:m .
: X+y+mz=m X+yv+z=4
SOLUCIONES

£~ EDITEX

1. Las soluciones son:

a) Lasolucién es x =4, y=3.
b) Lasoluciénes x=2,y=-2, z=3.
¢) Lasolucién es x =0, y=0,z=0,t=0.

2. Ladiscusion en cada caso queda del siguiente modo:

a)  Sim=-1, el sistema es incompatible.
e Sim =1, el sistema es compatible indetermina-
do. Sus soluciones son: x=1-t, y =tcon tc R.

e Sim¢ {1, 1}, el sistema es compatible determi-
nado.

. -m m 4+ m+ 1
Susoluciénes x= —— y= "~

m+1" " m+ 1



c) »

Sim=-2, el sistema es incompatible.
Si m =1, el sistema es compatible indetermina-
do. Sus soluciones son:

x=1-t-s, y=t z=scont scR.

Si m¢ {2, 1} el sistema es compatible determi-
nado. Su solucidn es:

m+ 1 ) 1 (m+ 1)

= / e — L= ———

m+ 2 m+ 2 (m+2)
Sim =1, el sistema es incompatible.
Sim = 1, el sistema es compatible determinado.
Su solucién es:
1 4m -3

x=0, y= —, Zz=
1-m m-1

£~ EDITEX
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PAGINA 71

M Encuentra el lenguaje y la notacién adecuados en la resolucion de los problemas siguientes:

1. Pesada dificil. Cuatro amigos, Arturo, Berta, Carlos y Diana, encuentran una antigua bascula que solo pesa objetos de
entre 50 y 100 kg. Estos amigos, individualmente, pesan menos de 50 kg y tres juntos, mas de 100 ka, por lo que deci-
den pesarse de dos en dos de la siguiente manera: Arturo y Berta, 69 kg; Berta y Carlos, 79 kg; Carlos y Diana, 74 kg;
Diana y Arturo, 64 kg. Con estos datos, ;se puede determinar el peso de cada uno? Si no fuera posible determinar los
pesos individualmente, ;qué parejas deben pesarse para encontrar la solucién?

2. Curiosa eleccién. En una clase hacen la eleccidn de delegados de una forma muy original. Se piden tres alumnos vo-
luntarios, que resultan ser Ana, Luis y Clara. Se les venda los ojos a cada uno de ellos y se les coloca en la cabeza una cin-
ta, como la que llevan algunos tenistas. Estas tres cintas se toman de una bolsa gue contiene tres cintas rojas y dos ama-
rillas. Se les retira la venda de los ojos v de esta forma cada uno puede ver las cintas de sus companeros, pero no la suya
propia. Sera elegido quien acierte el color de la cinta que lleva. Primero se pregunta a Ana y responde que no puede sa-
berle; lo mismo sucede con Luis. Por dltimo, Clara dice que su cinta es roja, por lo que resulta ser elegida delegada.
iCémo lo supo?

3. Suma de cubos. ;Cuanto suman los cubos de los n primeros nimeros naturales?

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

Arturo + Berta = 69

Berta + Carlos = 79
Carlos + Diana = 74

Diana + Arturo = 64

Restando la primera igualdad a la segunda obtenemos: Arturo—Carlos=—10
Sumando a ésta la tercera obtenemos: Arturo—Diana=64

Esta igualdad es la misma que tenemos en cuarto lugar. Luego no es posible determinar el
peso de cada uno ya que nos queda un sistema indeterminado con mas incognitas que
ecuaciones.

El sistema tiene una unica solucién si reemplazamos la tercera igualdad, sustituyéndola por la
expresion: Arturo+Carlos=74 Kg con lo cual obtenemos que: Arturo pesa 32 Kg; Berta pesa

37 Kg; Carlos pesa 42 Kg y Diana pesa 32 Kg.

2. En la siguiente tabla podemos ver todas las situaciones que se pueden plantear:

ANA LUIS CLARA

R R R (1)
R R A (2)
R A R (3)
A R R (4)
R A A (5)
A R A (6)
A A R 7)
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En todos los casos lleva cinta roja excepto en (2), (5) y (6).

(2) no es posible, pues en esta situacion Luis hubiera sabido que su cinta era roja, ya que si
hubiera sido amarilla Ana hubiera sabido el color de la suya.

(5) no es posible pues en esta situacion ana hubiese dicho que su cinta era roja.

(6) no es posible, pues en esta situacion Luis hubiera dicho que su cinta era roja. Por tanto en
todos los demas casos la de Clara es roja.

Queda asi:
1’=1=1°
1"+2°=9=3"

1’+22°+3°=36=6"
1’+2°+3°+4°=100=10°
1P+22+3+4° +5° =225 =152

2
1, 3, 6, 10, 15, ... Es una progresion aritmética de 2° orden y su término general es n 2+n’

por tanto:

a2

2
13+23+33+43+...+n3:(n2+n)

Vamos a probarlo por induccién:

Suponemos que es cierto para n=1, n=2, ..., n=n y veamos si es cierto para n=n+1.
2 2
13+23+33+.,,+n3:(n +n)
. 2
17 17
13+23+33+.,,+n3+{n+1}3=[mJr J2+n+ ]

Restando =

2 2 2 2
_}{n+”3:[(n+1j +n+1] _(n +n)
2 2

Habria que ver si esa igualdad es cierta. Operando el segundo miembro:

4 + 127" + 12n+ 4
4

(n+ 1) =

Es cierta esta igualdad.
Por tanto queda probado que para «n» se cumple:

2

2
13+23+33+43+,.,+n3:(n2+n)
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Resuelve los siguientes sistermnas:

Tx-2y=12 x=—y=-1
a) 1x-2=0 Q ix+y=7
2x—-y=3 x-5y=5
x+v=1 Xx+y+2z=3
b) fy+z=-2 d) 12x+3y-z=4
X+z=3 3x+4d4y+z=7

2X-y+z=3

B 2. Dado el sistema
X+y+z=-1
a) Anade una ecuacién para que el sistema sea incompatible.

b) Afade una ecuacién para que el sistema tenga infinitas soluciones.

Il 3. Discute y resuelve, segln los valores de a, los siguientes sistemas:
ax+y=a ) [x+ay =ax
x+aty=1 2x—ay =ay

mx—y=1

Xx—myv=2m-1

a) No tenga soluciones.

M 4. Dado el sistema { , halla m para que:

b) Tenga infinitas soluciones.

v+z=1
W 5. Calcula el valor de m para que el sistema <(m-Tix+3y +z=2:
x+m-Ny-z=0

a) Tenga una solucién dnica. b) Tenga infinitas soluciones.

2x-y=3

e) dx-2v=6
10x -5y =15
Ix+y+2z2=3

fi i-v+z=1
X+2y-z=12
2x—y=a

C) jax+3y=4
Ix—y=2

¢) Tenga solucién Unica.

d) Tenga una solucion en la que x = 3.

c) No tenga soluciones.

x+y=5
M 6. ;Para qué valores de k el sistema 1 y + 32 = k tiene solucién Unica?
x+z=1
ax+yv+2z=1
M 7. Estudia, segun los valores de a, el sistema ¢2x -2y =0 . Resuélvelo paraa=1.
ax+yv-z=1
2y-z=a
. Discute seqgun los valores de a y resuelve, cuando sea posible, el sistema: J3/X+_222 ; b

‘ o ; ) 2x+y-4z=a
. a) Discute el siguiente sisterna segun los valores de b:

1 2 -1 X 2
1 1+b b |- |y|=|2b
1 b 1+b) \z 1

b) Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado.



SOLUCIONES
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1. Las soluciones son:

La soluciéon es x=2, y=1.
La solucion es x=3, y=-2, z=0.
El sistema es incompatible.

Las soluciones son: x=5-7t, y=—2+5t, z=t con teR.

El sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones son: x=t, y=2t-3 con teR.

El sistema no tiene solucion.

2. Queda asi:

a) Por ejemplo, la ecuacién anadida para que el sistema sea incompatible es3x+2z=5.

b) La ecuacion anadida para que el sistema sea compatible indeterminado puede ser

3x+2z=2.

3. Las soluciones en cada caso son:

a)

Consideraremos cada uno de los casos:
e Si a=1, el sistema es compatible indeterminado.

Sus soluciones son: x=1-t, y=t con teR.
e Si a#1, el sistema es compatible determinado.

(a+)(@+1) a

Sus soluciones son: x=-—; , V==
a +a+i a +a+i

Consideraremos cada uno de los casos:
e Si a=0, el sistema es compatible indeterminado.

Sus soluciones son: x=0, y=t con teR.
e Si a=2, el sistema es compatible indeterminado.
Sus soluciones son: x=2t, y=t con teR.

* Si az{0,2}, el sistema es compatible determinado.

Sus soluciones son: x=0, y=0.

Consideraremos cada uno de los casos:

e Si a=1, el sistema es compatible determinado. Sus soluciones son: x=1, y=1.

e Si a=-8, el sistema es compatible determinado. Sus soluciones son: x=10, y=28.

* Si a¢{1,-8}, el sistema es incompatible.
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Queda:

a) Si m=-1, el sistema es incompatible.

b)

c) Si m#1y m=#-1, el sistema es compatible determinado.
)

d) Elvalorde mes —%.

Si m=1, el sistema es compatible indeterminado.

Queda:

a) Si m#2y m#-1, el sistema es compatible determinado.
b) Si m=2, el sistema es compatible indeterminado.
c) Si m=-1, el sistema es incompatible.

Para cualquier valor de k el sistema tiene solucion Unica.
Esta es:

x=2-k4, y=3+kid4, z=-1+ k/4.
Queda del siguiente modo:

e Si a=-1, el sistema es incompatible.
e Si a#—1, el sistema es compatible determinado.

. : . . 1
e Para a=1, el sistema es compatible determinado y sus soluciones son: X=E, y=—,z=0.

Queda:

e Si a#6, el sistema es incompatible.
e Si a=6, el sistema es compatible determinado y sus soluciones son: x=5, y=4, z=2.

Queda:

a) Si b#0 y b=1, el sistema es compatible determinado.
Si b=0, el sistema es incompatible.
Si b=1, el sistema es compatible indeterminado.

b) Si b=1, resolviendo se obtiene x=-5t, y=1, z=t con teR.
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M 10.

| RAE

2.

| RER

4

15,

M 6.

W17

3x+y-z=0
Dado el sistema homogéneo 13x+2v+kz=0:
Xi—y=4z-—10

a) Indica para qué valores de k admite solucién distinta de la trivial.

b) Resuélvelo para un valor k que lo haga compatible indeterminado.

Discute y resuelve, seguin los valores de m, los sistemas:

mx+2y+z=0 z+y_2020
a) {dx+2my+mz =0 b) sl
2x-3v+2z=0

2x+(2m-2)y+z =0
Sx-my+3z=0

Elimina los pardmetros que intervienen en los sisternas siguientes:

X=p+q x=1+p+q
x=2m+n
L e T y=-p+2q
a) y—3 ’ b) {z=p+r Q) 1z=2+2p+3q
AR t=2p-3r t=-1+2p
t=m+n
U=p+qg+r u=3-gq

Un determinado concesionario de coches tiene abiertas tres sucursales. El nimero total de coches vendidos a final de
mes entre |as tres es 177, pero los vendidos en |a tercera sucursal son la cuarta parte de los vendidos en la primera. Ade-
mas, la diferencia entre el nimero de coches vendidos en la primera y la segunda es inferior en dos unidades al doble
de los vendidos en la tercera. jCuantos coches ha vendido en ese mes cada una de las sucursales?

¢ Existen tres nimeros tales que dados dos cualesquiera de ellos su suma es el otro mas uno? En caso afirmativo, hallalos.

En un jardin hay veintidds arboles entre naranjos, limoneros y pomelos. El doble del
numero de limoneros mas el triple del nimero de pomelos es igual al doble del nu-
mero de naranjos.

a) ¢Es posible saber con estos datos el nimero de naranjos que hay?

b) Si ademas se sabe que el numero de naranjos es el doble del de limoneros,
jcudntos arboles hay de cada tipo?

Dada la ecuacién 2x + 3y -z = 1:
a) Anade dos ecuaciones para que el sistema resultante tenga una tnica solucién.
b) Afade dos ecuaciones para que el sistema resultante no tenga solucion.

c) Ahade una ecuacion para que el sistema resultante tenga infinitas soluciones.

ax+y-z=2
Dado el sistema {x—ay—z =-x , estudia su compatibilidad segtn los valores del parametro a y resuélvelo cuando

sea posible. S S At Y
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SOLUCIONES

10. Queda del siguiente modo:

a) Solo para k=7/,, el sistema admite solucién distinta de la trivial.

4’

b) Para el valor anterior las soluciones son: x=%, y:¥, z=t con teR.

11. Queda:

a) Si m#2y m#-2, el sistema es compatible determinado y su solucion es la trivial.
Si m=-2, el sistema es compatible indeterminado y las posibles soluciones del mismo
son: x=2t, y=t, z=2t con teR.
Si m=2, el sistema es compatible indeterminado y las posibles soluciones del mismo
son: x=t, y=u, z=—2t-2u con tueR.

b) Es un sistema homogéneo. Si m=5, el sistema es compatible determinado y su Unica
solucién es la trivial.
Si m=5, el sistema es compatible indeterminado y las posibles soluciones del mismo

son: x=£, y:ﬂ, z=t con teR.
5 5

12. En cada caso queda:

Eliminando los pardmetros, se obtiene:

X-7y-32z=0 5x—-5y—-7z-2t=0
a) ! b i’
.2x+v_3t=0 .X+}’+Z—2U:O
Ix+y-3z=1
c) 14x-2y-3t=7

2x—-t+2u=9

13. El sistema se plantea del siguiente modo:

Llamamos X, y, zal numero de coches vendidos cada dia en una sucursal, las condiciones del
enunciado nos permiten plantear el sistema:
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Expresado el sistema y aplicando el método de Gauss en la resolucion obtenemos:

X+y+z=177 X+y+z=177 X+y+z=177 x =100
X -4z= 0 = V+52=177 = Vv+5z2=177 < {y= 52
X-y-2z= -2 2y +3z=179 _ 7z=175 z= 25

Por tanto, la primera sucursal vendié 100 coches, la segunda 52 y la tercera 25.
14. El sistema se plantea del siguiente modo:

Llamamos X, y, za los nimeros buscados. Planteamos el sistema:

X+y=z+1
X+z=y+1
V+z=x+1

Resolvemos el sistema:

Xx+y-—z=1 X+y- z=1 X =
X—y+z=1 = 2y=-27=0 = {y=1
—X+y+z=1 -2y =2 z=1

Los tres numerosson x=1,y=1,z=1.
15. Queda del siguiente modo:

a) Llamamos n al nimero de naranjos, / al nimero de limoneros y p al nUmero de pomelos.
Las condiciones del enunciado nos permiten formular el sistema:

n+l+p=22
2n-2/-3p= 0

Este sistema tiene dos soluciones: n=12, /=6, p=4 y n=13, /=8, p=1. No consideramos la
solucion n=11, /=11, p=0. Existen otras soluciones del sistema cuyos valores no son
numeros naturales. Por tanto, no podemos saber el nUmero de naranjos que hay.

b) Con la tercera solucién planteamos y resolvemos el sistema:

n+l+p=22 n+l+p=22 n+l+p=22 n=12
2n=-21-3p= 0 ={ 4 +5p=44 = 4l+5p=44= 3] = 6
- n-2] =0 3+ p=22 _ MMp=44 |[n= 4

Los arboles del jardin son 12 naranjos, 6 limoneros y 4 pomelos.

10
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16. Queda del siguiente modo:

a) Este apartado admite una respuesta abierta a multiples soluciones. Una de ellas puede
ser:
2x+3y—-z=1
X—y+2z=38 consolucion x=1, y=1, z=4.
B3X+y+2z=06

b) Como ocurre en el caso anterior un ejemplo podria ser:
2x+3y—z= 1
X-y+2z= 8
3Xx+2y+z=15
c) En este caso:
2x+3y—-z=1

X-y+2z=28
33X+ 2y+2z=9 x=5-t y=-3+t z=t con tcR.

las infinitas solucién pueden venir dadas en la forma:

17. La solucién es:

El sistema del enuncido es el sistema homogéneo

ax+y—-2z=0
—-2Xx+ay+z=0
S3Xx+2y+2=0

El determinante de la matriz de los coeficientes vale:

al -2
Al=|2a 1|=a-8a+7
32 1

El estudio a realizar es:

e Si a#1y a#7, el rango de la matriz A es 3, el sistema es compatible determinado y su
Unica solucion es la trivial.

e Si a=1, el rango de la matriz A es 2, el sistema es compatible indeterminado y las posibles
soluciones del mismo son: x=t, y=t, z=t con teR.

e Si a=7, el rango de la matriz A es 2, el sistema es compatible indeterminado y las posibles
soluciones del mismo son: x=-5t, y=t, z=—17t con teR.

11
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W18

I 20.

W21

W22

| _PER

W24,

25,

I 26.

. Encuentra todas las soluciones del sistema siguiente segun los valores del parametro real a:

X+y+az=1
2x+z2=2

. Discute, seguin los valores del pardmetro m, el siguiente sistema de ecuaciones:

mx+yv+z=m
x—v+z=1
Ix-y-z=1
bx—y+z=3m

El sefior Garcia deja a sus hijos herederos de todo su dinero con las siguientes condiciones: al mayor le deja la media arit-
mética de lo que les deja a los otros dos mas 30 000 €; al mediano, exactamente la media aritmética de lo que les deja
a los otros dos; y al mas pequefo, la media aritmética de lo de los otros dos menos 30 000 €. Conociendo estas condi-
ciones solamente, jpueden los hijos saber cuanto dinero ha heredado cada uno?

b 1 2\ /x 0
Discute, seguin los valores de b, el sistema | 1 —1-1|-| v |=| 0 |. Resuélvelo encontrando la solucién para z=-3. E}
1 b-=-2/\z 0
2x -3y =0
Estudia, en funcién de los valores del parametro k, el sistema {x+2z = y y resuélvelo cuando sea compatible.

x+2v+kz=k

X+y=3a+3
Elimina los parametros a y b en el sistema {2x+y—-z=3a+3b+1
X-2y+z=-2a+5b-8

X—-y=m
Discute, segun los valores del pardmetro m, el sistema x + m?z =2m+ 1

X-y+(m -m)z=2m
Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado.

ax+y+az=3

Determina para qué valores del parametro a el sistema 1-x -7y +8z=0  admite como solucion x=1,y=1,z=1,
X+ay+az=-3
y resuélvelo en estos casos, comprobando que, efectivamente, x =1, v= 1, z = 1 es solucién del sistema. Razona la
respuesta.
a 3 2
Dado el sistema | 3| x+| 2| ¥ =| a|, discitelo en funcién de a y resuélvelo para a = -5.
2 a 3

12
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SOLUCIONES

18. En este caso queda del siguiente modo:

Para cualquier valor que tome el parametro a, el sistema es compatible indeterminado. Sus
soluciones son las siguientes: x=1-t, y=(1-2a)t, z=2t con teR.

19. La discusién queda:

e Si m#2,el sistema es incompatible.
e Si m=2, el sistema es compatible determinado.

20. Queda:

Llamando M lo que recibe el hijo mayor, m el mediano y p el pequefio e imponiendo las
condiciones del enunciado obtenemos el sistema:

2M — m—- p=60000
M-2m+p=0
M+ m-2p=60000

Este sistema es compatible indeterminado por lo que no podemos saber lo que deja a cada
uno de los hijos con estas condiciones.

21. Queda:
Este sistema es homogéneo. La discusion quedaria:

e Si b#-3 y b#-1, el sistema es compatible determinado y su Unica solucién es la trivial.
e Si b=-3, el sistema es compatible indeterminado y la solucién en la que z=-3 es la
siguiente: x=—%, y:32, z=-3.

e Si b=-1,la z=0 por lo que no hay ninguna solucién que verifique el enunciado.
22. La solucion es:
Este sistema es no homogéneo. La discusion quedaria:

e Si k=7, el sistema es incompatible.
e Si k#7, el sistema es compatible determinado y su solucién es:
-3k —2k k
X=—— , y=—— , Z
k-7 k-7 k-7

13
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23. La solucién es:

Debe cumplirse que

30 Xx+y-3
33 2x+y-z-1
-2 5 x-2y+2z+8

=0

Desarrollando el determinante y simplificando se obtiene:

24. La discusién queda:

e Si m=0 y m#1, el sistema es compatible determinado.
e Si m=1, el sistema es incompatible.

e Si m=0, el sistema es compatible indeterminado y las posibles soluciones del mismo son:
x=1,y=1,z=t con teR.

25. La solucion queda:

Sustituyendo x=1, y=1, z=1 en el sistema, el parametro debe cumplir:

a+l1+a =3 a+a-2=0
3 2 g 3 2
1T+a+a=-3 a+a+4=0

Las soluciones de la primera ecuacion son: a=1y a=-2, solamente a=-2 cumple la segunda
ecuacion.
Por tanto, para a=-2 el sistema admite como solucion x=1, y=1, z=1. Veamos que es cierto:

2x+ y+4z=3

Para a = -2 el sistema queda: { -x—7y +8z=10
X—-8y+4z=-3

-2 14
El rango de la matriz Aes 2 yaque |-1 =7 8 | =0
) 1 -84
y | = 0.
-1 =7
-2 1 3
El rango de la matriz A* es 2 yaque |-1 -7 0| =0
1 -8 -3

14



El sistema es compatible indeterminado, se reduce a

—2x+ y=3-4z

X+7y=28z
y sus soluciones son:
36z-21 122+ 3
X = V=
15 ’ 15

f

Obsérvese que la solucién que se cita en el enunciado,

1Y

12t -7
X=———
5
4t + 1
V= —
: 5
z=t; tcER

x=1,y=1,z=1,seobtieneparat=1.

26. Queda del siguiente modo:

£~ EDITEX

Hallando el determinante de la matriz ampliada obtenemos la expresién 18a—a>-35 y

resolviendo la ecuacion 18a—a*® —35=0 obtenemos la solucion real a=-5.

La discusién del sistema es:

Si a=-5 el sistema es compatible determinado y en caso contrario es incompatible. Por tanto,

para este valor puede resolverse obteniéndose como solucién x=-1, y=—1.

15
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Unidad 4 — Espacios vectoriales. Aplicaciones lineales

PAGINA 81

cuestiones iniciales

1. Halla x, v, z de modo que sea cierta la siguiente igualdad:
x(1,2, -1y +w3,0, 1)+2(2,1,2)=(-1,-5,-3)

2. Estudia si la suma de polinomios de primer grado verifica las propieda-
des: asodiativa, conmutativa, elemento neutro y existencia de elemento
simétrico.

3. Considera el conjunto de matrices simétricas 2 x 2 de la forma:

|(x a‘)

\a v,

Si sumas dos matrices de este tipo ;qué obtienes?, y si multiplicas un
numero real por una matriz de este conjunto ;qué obtienes?

x,a,ye:{}

Encuentra en este conjunto el elemento neutro y el elemento simétri-
o respecto a la suma de matrices.

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

Operando los vectores e igualando los vectores resultantes, obtenemos:

X+3y+2z=-]
2x + z=-5
X+ V+2z=-3

Resolviendo el sistema por el método de Gauss:

X+3y+2z=-1 X+3y+2z=-1 X =-1
by+3z= 3 = 2y+ z= 1 & qy=2
4y + 4z =4 y = 2 z=-3

Los valores buscados son x =1, y =2, z=-3.
2. La solucion queda:

Sean los polinomios A(x)=ax+b,, B(x)=a,x+b, y C(x)=a,x+b,.

e Propiedad asociativa. Se verifica al cumplirse:
A(X)+[B(x)+C(x)]=ax+b+[a,x+b,+a,x+b]=ax+b+(a,+a)x+(b,+b,) =
:(a1+az+as)x+(b1+b2+b3)

[A(x)+B(x)]+C(x)=[ax+b+a,x+b,]+a,x+b, =(a+a,)x+(b+b,)+ax+b, =
:(a1+az+as)x+(b1+b2+b3)
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e Propiedad conmutativa. Se verifica ya que:
A(x)+B(x)=ax+b+ax+b, =(a +a)x+(b+b,)
B(x)+A(x)=a,x+b,+ ax+b, =(a,+a)x+(b,+b,)

e Elemento neutro. Es el polinomio 0x+0, ya que cumple:
(ax+b)+(0x+0)=(a+0)x+(b+0)=ax+b

¢ Elemento simétrico. Para un polinomio cualquiera ax+ b su simétrico es el polinomio
—ax—b yaque: (ax+b)+(-ax—-b)=(a-a)x+(b—b)=0x+0

Son ciertas estas propiedades al ser a,a,,a,,a,,b,b,,b,, b, nimeros reales.

3. Al sumar dos madtrices de este tipo se obtiene otra del mismo tipo.

X a+x’ b_x+x’ a+b
a y)\b y)la+tb y+y

Al multiplicar un numero real por una matriz de este tipo se obtiene otra de mismo tipo.

txa_tx ta
a y) \ta ty

0 0
El elemento neutro de este conjunto de matrices es la matriz (0 Oj . El elemento simétrico de

X a —X —a
la matriz ( J respecto de la suma de matrices es la matriz ( ] .
a y —-a -y
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M Aplica la técnica de ensayo y error en la resolucién de los siguientes problemas:

1. Lentejas y garbanzos. En un puesto del mercado tienen 5 sacos de garbanzos y uno de lentejas. Un cliente se lleva una
cierta cantidad de garbanzos; después, otro cliente se lleva el doble de garbanzos que el cliente anterior, quedandose sélo
el saco de lentejas. El vendedor sélo vende sacos completos. Sabiendo que los diferentes sacos son de 19, 18, 31, 16, 15
y 20 ka, ¢de cudntos kilogramos es el saco de lentejas?

2. Tres cartas. De una baraja espafnola de 40 cartas, extraemos 3 vy las colocamos en una fila horizontal. Las cartas veri-
fican las condiciones siguientes: a la derecha del caballo hay 1 o 2 sotas; a la izquierda de la sota, hay 1 o 2 sotas; a

la izquierda de un oro, hay una o dos copas; y a la derecha de una copa, hay una o dos copas. jDe qué tres cartas se
trata?

3. Primas. Dos amigos, Pedro y Luisa, se encuentran una tarde y Pedro le dice a Luisa: «Ayer estuve con mis tres primass».
Luisa le pregunta: «;qué edad tienen?=», a lo que Pedro contesta: «el producto de sus edades es 2 450 y la suma de las
mismas es el doble de tu edads. Luisa dijo que con estos datos no podia saber las edades. Pedro afiadio: «yo soy por lo
menos un afo mas joven que la mas viejar. Por supuesto, Luisa conoce la edad de Pedro. jCudles son las edades de las
primas de Pedro y cudl es la edad de Luisa?

SOLUCIONES

1. Sumando los kilos de todos los sacos, obtenemos 119 kg. Como un cliente se lleva cierta
cantidad y otro se lleva el doble de esa cantidad quedando sélo el caso de lentejas, entonces
al quitar a 119 kg, el saco de lentejas debe quedar un nimero que es multiplo de 3, esto se
cumple con:

119-20=99.

Un cliente lleva 33 kg en los sacos de 18 kg y 15 kg y el otro cliente se lleva 66 kg en los
sacos de 19 kg, 31 kg, 16 kg. El saco de lentejas es el que pesa 20 kg.

2. El caballo y las sotas las sefialamos con CSS. Para que verifiquen las condiciones han de
ser:

C.S,S

Por tanto, las cartas son:
e Caballo de copas.
e Sota de oros.
e Sota de copas.
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3. Descomponiendo 2 450 en factores, obtenemos: 2450=2-5%.72

Las posibles edades de las tres primas son:

Prima Prima Prima .
Suma Luisa
1 2 3
2 25 49 76 38
5 5 938 108 54
5 10 49 64 32
7 7 50 64 32
2 35 35 72 36
1 49 50 100 50
7 14 25 46 23
7 10 35 52 26
5 14 35 54 27

Una vez hecha la tabla con todas las posibilidades, observamos que hay un resultado suma
repetido, por tanto ahi esta la razén de que Luisa le dijera a Pedro que con esos datos no podia
saber las edades. La edad de Luisa es de 32 afos. Luisa sabe la edad de Pedro. Si Pedro
hubiera tenido 48 afnos 0 menos, no quedaria claro, por tanto Pedro ha de tener 49 anos y las
primas 7, 7 y 50 afos.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Demuestra que el conjunto de matrices 2 x 2 es un espacio vectorial real respecto a las operaciones suma de matrices y
producto de un numero real por una matriz, dadas por:

ab a, b, a+a b+h
4= =
cd c, d, c+c o d+d
. ab\ (t-atb
cd/ \t-ct-d

W 2. Sea(V, +, #3) un espacio vectorial real. Demuestra que son ciertas las siguientes propiedades:

a) (t-s)-v=t-v-5s-v Vt,secR y YveV
b)t-(V-w)=t-V-t-w YteRy W, weV
OSiU+W=V+W=1U=V Yd, v, welV

dt-V=0=t=00vV=0

M 3. Estudia cuales de los siguientes subconjuntos de %2 son subespacios vectoriales de ®3:
a) A={lxx 0| xck}
b) B ={(x, y, x-¥) | x y e B} _@_
o C={x, 2%, 3% | xe &}
dD={xy.2) Ix+y=3; Xy zecR}

i . ) ) 10 ) . .
B 4. Estudia si el conjunto de matrices que conmutan con la matriz A =(2 1) es un subespacio vectorial del espacio vec-
torial de las matrices 2 x 2. -

M 5. En el espacio vectorial real de los polinomios {®,(x), +, *;} de grado menor o igual que 2, estudia si el subconjunto
{P'(x), P" (x)}, siendo P'(x) y P"*(x) los polinomios derivados de P(x)y P'(x), respectivamente, es un subespacio vectorial.

B 6. Enelespacio vectorial real (#3, +, ;) consideramos los vectores ¥ = (1, 2, 0) y W = (1, 1, =1). Encuentra un vector & en
cada uno de los siguientes casos:

a) De forma que @, v, w sean linealmente dependientes.

b) De forma que &, v, w sean linealmente independientes.

W 7. Halla el valor o valores de a de modo que el vector (1, -6, a) sea linealmente independiente de los vectores (2, 0, -1),
(1, 2, 1). ;Cuanto ha de valer a para que el vector dado sea linealmente dependiente de los vectores (2, 0, -1), (1, 2, 1)?

W 2. Hallael valor de x para que los siguientes vectores de ®? sean linealmente dependientes:

(x,2,0),(x,3x,5y(1,x5)

M 9. Estudiasi el conjunto de vectores de 22 {(1, 2, 3), (0, 2, 4), (0, 2, 0)} forman una base de ®3. En caso afirmativo halla las
coordenadas del vector (1, 1, 1) respecto de ella.
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SOLUCIONES

1. Las propiedades asociativa y conmutativa se verifican ya que la suma de numeros reales que se
establecen en los elementos de las matrices cumple las propiedades asociativa y conmutativa.

00
El elemento neutro para la suma es la matriz nula (0 Oj'

b} (—a —b]
d para la suma es .

o . (a
El elemento simétrico de la matriz ( J
— C —

c

Veamos que se cumplen las propiedades para el producto.

2. a) (t-s)-v=[t+(=8)]|V=t-V+(-5)-V=t-V+(-s-V)=t-V-5-V VtseRy VVeV.

b) Sean teRyv,weV, se cumple:
t-(V—w)=t-[V+(-w)|=t-V+t-(-W)=t-V+(—t- W)=tV —tw.

€ V se cumple:

O
<i

—

) Sean U,V,w
AW U+W—W=V+W—-W=U+(W—W)=V+(W—-W)=0+0=V+0=0=V.

3

u+w+v

d) Veamos la demostracién de la condicion necesaria. Sea t-v =0y t#0, entonces existe

i :% y se cumple:

Veamos la demostracién de la condicién suficiente.
Si t=0, puede verse en el libro de texto la demostracién de t-0=0.

Si v=0, también puede verse que t-0=0.
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3. La solucion en cada caso es:

a) A es un subespacio vectorial al cumplirse:
tixy, Xi, 0) + §(Xa, Xz, 0) = (tX) + 8x5, X + 5X3, 0) E A

b) Btambién es un subespacio vectorial ya que:
t(x1,y1,—x1 _y1)+S(X2=Y2s_X2 _YQ):(tX1 +8X,, 1y, + 8y, — X, — 8X, — 1y, _3}/2)e B

¢) C es un subespacio vectorial al ser:
t(x;,2x,,3X,)+ (X, 2X,,3X;) = (X, + 8X,, 2(tX, + SX,), 3(tX; + 5X,)) e C.

d) D no es subespacio vectorial al cumplirse que:
El vector (1, 2, 5) pertenece a D, lo mismo que (2, 1, 7);

pero la suma de ambos (1, 2, 5) + (2, 1, 7) = (3, 3, 12) no pertenece al cumplirse
X+y=3+3=6=%3.

_ a b _ 1 0 c+d O
4. Las matrices que conmutan con la matriz A= son de la forma
c d 2 -1 c d
con c,deR.
Sea el conjunto M={(Czd gj;c,de R}.

Forma un subespacio vectorial al cumplirse:

(.f|+d| G..':I+I:':'|_F2+d2 D]:
[ d| [ dz

ja+c+d +d; 0 .

_I[ O+ G d|+d2.-'jlk_ﬁr1
_':'I_F|+d| 0 -f"l_"|+fd| D‘_ .
‘ I: [ d| ]+[ tC fd| :IH_JH

5. El conjunto del enunciado es un subespacio vectorial ya que las reglas de derivacion permiten
afirmar que:

lpix) + gixl]" = p'ix) + g'ix)
[t- pixi]" =t p"ix)
[pix) + gixi]" = p"ix) + g"(x)
[t-pixi]" = t-p"ix)
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a) el vector u puede ser cualquier combinacién lineal de v y w, por ejemplo, v + w, es decir:
u=v+w=(1,2,0)+(1,1,-1)=(2,3,-1).

b) en este caso habra que tomar un vector u que no sea combinacion lineal de vy w, es decir,
que el determinante formado por los tres sea distinto de cero.

Por ejemplo u=(2,3,1) ya que:

—1=-2=+0.

N = =
W = DN

Tiene que cumplirse para que sean linealmente independientes:

1 -6 a
2 0 —-1#0=4a+20#0< a=->5.
1 2 1

Para que sean linealmente dependientes:

1 -6 a
2 0 -1
T 2 1

=0 = 4a24+20=0 = a=-5.

Se debe cumplir que el valor del determinante

x 20
x 3x 5 | sea nulo.
1 x5
x 2 0
Sin embargo, [x 3x 5/=10x*-10x+10 no se anula para ningun valor real de x.
1 x 5

Por tanto, no existe ningun valor de x que haga que los vectores sean linealmente
dependientes.
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9. Siforman una base al ser linealmente independientes ya que:

123
024
020

Sean g, by clas coordenadas del vector (1, 1, 1) respecto de la base dada. Se cumplira:

=—8.

(1,1, 1y=al(l,2,3)+ b0, 2, 4)+ci0, 2, 0)

Operando y resolviendo el sistema resultante:

Ja =1 a=1
ei2a+2b+2c=1 «a{b=-1/2
I_3d+4b =1 I_C:D

Las coordenadas son (1, 'z, 0)
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M 10. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que 2 {P.(x), +, *3}, estudia si los siguientes poli-
nomios forman o no una base: Alx) = x2 + 1; Blx) = x2 + x; Clx) = x + 1. En caso afirmativo halla las coordenadas del
polinomio M(x) = x2 - x + 2 respecto a dicha base.

M 11. Halla una base y la dimension de los siguientes subespacios vectoriales de 2
S={x,y.2) |x-22=0;, x yzeR}
T={(x,0 -0 |xc&}

E={x,y.2) lx+y=0,y+2z=0;x ¥ Zc R}

M 12. Sea la aplicacion:
fR2 — R?
B, 25) ~> 06y + 2, Xy — 2x5)

Demuestra que es una aplicacién lineal, halla sus ecuaciones y su matriz asociada.

M 13. Halla las ecuaciones de la aplicacién lineal f: B2 —— &2 dada por:

f(=1,1,0)=(-1,0) f(0,0, 1)=(1,-1) f(1,3,-1)=(0, 1)

_ -1
0 1)_ Halla 7(3, 5, =7) y (1, 1).

0 3-2
W14, Seaf:®® —— B2 una aplicacion lineal de matriz asociada(

M 15. Seaf: B2 —— B3 una aplicacion lineal tal que f(e;) = (2, 5, 0), fle,) =(1, 1, 1) y (3, 2, 1) e Ker f, siendo {e,, e,, &5} la
base candnica de %3, Halla f(e,), la matriz asociada a esta aplicacién lineal, su ntcleo y su imagen.

W 16. Halla el nicleo y la imagen de la aplicacién lineal f: B2 —— B3 dada por (0, 1) = (1, 1, -2) y f(-1, 1) = (2, -2, -4).

W 17. Sea la aplicacion lineal f: B3 —— B3 dada por fx, X5, X2) = (3%, X, — X, — X3, X, + 2, + 2x3). Halla el nucleo, la imagen
y una base y la dimensién de estos.

M 18. Dadas las aplicaciones lineales:
fR? — R? g: B2 —— B2
(Xh Xz) —~> (2)(1, Xy — xz) (Xh Xz) e d (X1 + X3, _Xw)

Halla la aplicacién compuesta g = f. ;Esta aplicacidn es lineal? En caso afirmativo estudia qué relacion existe entre su ma-
triz asociada y las matrices asociadas a las aplicaciones lineales gy f.

M 19. Estudia si es lineal la aplicacién f: B2 — &

X Xy

(X7, X3) —~>
1 2 2

En caso afirmativo halla su nicleo.

10
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SOLUCIONES

10. Consideramos a los polinomios x*, x y 1 como la base canénica del espacio vectorial dado.
Los polinomios del enunciado tienen por coordenadas respecto a la base canénica:
A(X)=x*+1=(1,0,1); B(x)= x>+ x=(1,1,0) y C(x)=x+1=(0,1,1).

1 0 1
Los vectores anteriores forman una base al cumplirse |1 1 0|=2=0.
0O 1 1

Sean a, b y c las coordenadas de M(x) respecto a la base {A(x), B(x), C(x)}.
Se cumple: (1,—-1,2)=a(1,0,1) + b(1,1,0) + ¢(0,1,1).
Operando y resolviendo:

J'a+b = J'd+b = 1
b+ ec==-1 = b+t c=-1 e

l_a+ c= 2 I b-c=-1

J'a+b = 1 J'a: 2

=, b+ c=-1 s b =—1

I 2c= 0 [_cz 0

Observa que se cumple:
X = x+2=2(x* +1)—(xX*+ x)+0-(x +1).

11. Los vectores de S pueden ponerse en la forma:
(2z,y,2)=y(0,1,0)+ z(2,0,1)
Los vectores (0,1,0)y (2,0,1) forman una base de Sy su dimension es 2.

Al ser (x,0,— x)=x(1,0,—1) para los vectores de T podemos considerar el vector (1,0,—1) como
una base de T su dimension sera 1.

En el caso del subespacio E podemos escribir:

(X, ¥, 2=y, v, VI =vi=1,1,-1)

El vector (—1,1,—1) constituye una base de Ey su dimensién es 1.

11



12. Veamos que la aplicacion fes lineal.
Consideremos los vectores vV =(x,, X,)y wW=(Zz,2,)de R?. Se cumple:

(X1 + Z) + 202+ Za), X9+ 21 = 2(02 + Za)) =

= |:.-":| + 2.-":_2 + £+ 222_. Xy —2.-";_2 + & —.222] =

|:.-":| + 2.-":_2, X - 2.:":2] + [2'| + 222_. g —22;'

f(X;, X))+ (2, 2,) = (X, +2X,, X, —2X,) +(2,+22,,2, - 2Z2,).

Ademas se cumple:

Fltixy, X0l = Fltxy, 8G) = (X + 286G, X — 2tX)

teFixy, Xa) = HX) 4+ 2X2, Xy — 2X:) = (8% + 28, B — 28%.).
Las ecuaciones de esta aplicacion son:

Vi=Xi+2x
Va=X1— 2X%;.

- (-0 2)C)

1 2
Su matriz asociada es (1 2}.

13. Las ecuaciones de la aplicacion lineal son de la forma:

I: Vi ] _ ( an Az s ] ||'I :' I'I|
\va)  \dndman | N
F h x3 !

Teniendo en cuenta las condiciones del enunciado:

. —ay + ap =-1
fi=1, 1, 00=1(=1, 0) = [ 1+ a2
—dy+ A= 0

fl:D.- q, 1]:[1‘_1.:, = dyy = 1

_1323 = —1

- . \ A+ 3=, =0
1,3, 1)=10,1) = [ 1 1z — i3
"-32| + 3\'.]32— .-_]23 = 1

£~ EDITEX
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Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:
di = 1: diz = 0: dia = 1: da = o daz; = 0 1_:.-'. day = —1 .
Las ecuaciones buscadas son:

':_]"'I..' _ 1o 10 III:\:I \ V=X + X3
s )

La expresion de la aplicacién es:
F(Xys Xy X5) = (X, + X3,— X3)

14. Las ecuaciones de la aplicacion lineal son:
{ X .III

vy fo 3 2y (X
(, Yo ] =>4 1) | ;2 .-'|
Hallamos f(3,5,—7):

= 3T 5= ()=,

Por tanto, (3,5,-7)=(29,-6) .
Calculamos f7'(1,1)

(-6l

| Xs | 2 =X+ ;=1

Resolviendo el sistema obtenemos:

Xi=t; X=3-4t; x;=4-6tcont=E R

Por tanto,

Y1, 1=t 3 -4t 4—68) | tER]

£~ EDITEX
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15. Expresamos el vector e, =(1,0,0) en combinacién lineal de e,=(1,0,0),e,=(0,1,0)y
e, =(3,2,1) al formar estos una base y obtenemos:
0, =10,0,1)==3(1,0,0)=200, 1,00+ (3,2, 1)

Calculamos f(e,)teniendo en cuenta que f es una aplicacion lineal:
fles) = f-301, 0,00 =2(0,1, 00+ (3, 2, 1] =
=-3f(1,0,0/ =20, 1,00+ 13,2, 1) =
=-32, 5 00=2(1,1, 1)+ (0,0, 0) =i{-8, =17, =2).

La matriz asociada de la aplicacién fes:

(21 -8}
A=[51-17 |
o1 -2

El nucleo de la aplicacion lineal es:

Ker f={(xy, x2, xa) | fixy, X2, x3) = (0, 0, 0)}

Resolvemos el sistema y obtenemos:

LN 4+ Xa—8Xx; =0
22X+ X = 8x fo— Ty
J5x|+x_,_—1?x3,:r:)¢ ! 2 o 33

I. Xa—2x:=0 LS¥\+x=17x%  [x=2x

Por tanto Ker f={(x,, X, x,)| x,€ R}={3t,2t,1} |te R

Una base del nucleo es el vector (3, 2, 1) y la dimensién de Ker fes 1.
La imagen de la aplicacion fes:

Im = {yi, va, va) | 3 ixy, %2, xa); Fixg, X2, X3) = (Vi Va Vsl
A partir de las ecuaciones de la aplicacién
J'_:m = 2X) + X2 — 8x;
Va=5x + X — 17x;
[__}"3 =X —2Xs

Y eliminando X, X,, X, obtenemos la ecuacién 5y, -2y, -3y, =0

Por tanto :

Imf={iy1, 5/2y1—3/2y5, yval} =(2t, 5t 35, 25) | t, s R}

Una base del subespacio Imf{(2,5,0)} :(2t,5t—33,23)| t,se R}y su dimension es 2.

14
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16. las ecuaciones de la aplicacién, en forma matricial son:

f _]f'l . /a
| 2] =] ‘| |
\va) e f|

Las condiciones del enunciado nos conducen a:

{1 |J f | .
fio, 1)=(1,1,-21=| 1|=lc d
) |_ | |.; ] H 1 ] a=—1 b=1
l V== C= 3, d=1
{ 2 Id b -I o= 2_. f:_z
fi-1, 1|_|.2,—2J_4.—-|_;;_ |_| cd |( : ]
_4 PR
=4 J
Por tanto las ecuaciones de la aplicacion son:
II; ¥ .I'| |';_-I 1 III £y J Y==K+ Xz
|]f'z|:| 3 '||:|:“|:|-:::- V2= 3X1 + X
I'._ :f!ffs .III I'._ 2 2 | \ X5 ) __]"'3 — le _ 2,"'.'2

El nucleo de esta aplicacién contiene a los vectores (x,, x,)e R? que cumplan
f(x,, X,)=(0,0,0), es decir, los que cumplen:

X+ X =10 o
J3,"{|+ =10 .‘::.[AI_G
22X -2% =0 2 =0

El nucleo de la aplicacion es Ker f={(0,0)}.

La imagen de esta aplicacion contiene a los vectores (y,, ¥,,¥;)e R®que cumplen:

Existe (x, x,) € B tal que fix;, X2) = (y1, Va, Vil

Los vectores buscados cumplen:

J’,h = —Xj + Xz
Va =3X) + X;
Vi = 2X —2X;

Eliminando x; v x;, obtenemos: 2y + y; =0
Por tanto Im f={{yy, va, =200k = {it, 5, =2t | t, sE R}

Una base del subespacio Im f estd formada por los vec-
tores {(1, 0, =2), (0, 1, 0J} v su dimensién es 2.
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17. El nucleo de esta apicacion esta formado por los vectores (x,, x,, x,)e R*tales que:

Ax =0 _
J ! X =0
X1 —X;— X5 =10 e
|x|+?x2+’f\3 0 Nz =G

Por tanto Ker f = {(0, —x,, x50} = {(0, —t, t) | t € R},
Una base del nucleo esta formada por el vector (0,—1,1)y su dimensién es 1.
La imagen de f esta formada por los vectores (y,,y,,V,)e R® que cumplen:
J'_H = 3X

Vo= Xy — Xz — X;
[_}"3=x| +2,"{2 +2,"{3

Eliminando x;, xz, x; obtenemos: y; —2y: — y3 = 0.
Portanto Im f={(2y2+ Vs, V3, Wl = [(2t+5, ¢, 5) | t, sE R

Una base del subespacio imagen estd formada por los
vectores {(2, 1, 0), (1, 0, 1)} v su dimension es 2.

18. La aplicacién compuesta g o f tiene por expresion:

(gef) (X1,X2)=g[f(X1, X2)]:g(2X1,X1 _X2)2(3X1 _X2=_2X1)
Puede comprobarse sin dificultad que la aplicacion anterior es lineal. Las matrices asociadas a
las aplicaciones fy g son, respectivamente:

(3 53) (o)

3 -1
La matriz asociada a la aplicacién compuesta gof es ( 5 0 J

Es facil comprobar que:

[:—:J_ ::1] - (.— ]( 1 _?H)
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19. La expresion de la aplicacién es f(x,, X,)=2Xx, — X,. La aplicacién es lineal al cumplir:

flixy, X2+ 12y, Zal)=fx1+ 2, Xa+ 2 =2X+ 22— Xa— s
fixy, Xa)+f(Zy, Z2)= 2X| =Xa+ 22| —Z2=2X) + 271 —X2—Z3
fltixg, x20] = flitxg, )] = 20 — tx;

EEIx, Xa) = H2X) = Xa) = 28X — X3

El nicleo lo forman los vectores (x;, x.) € R que cum-
plen:

flxy, %) =02 23— % =0

Por tanto Ker = {(x;, 2x;)} = {it, 2t} | t€ R} El ndcleo
es un subespacio vectorial de dimension 1.

17
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PAGINA 104

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

I 20.

| PAR

W22

W23

W24

H 5.

W 26.

W27

iz

M 29.

Sea la aplicacién lineal f: B2 —— B3 dada por flé,) =€, + €, + €5, fl€,) = 38, + 6, — €5, f(&;) = €, — €, — 3&,. siendo
{g,, €,, €3} la base candnica de ®2. Halla:

a) La matriz de esta aplicacion lineal.
b) El nticleo y su dimension.
¢) Laimagen y una base de la misma.

d) La imagen del vector v = €, — 26, + 4&,.

Prueba que el subconjunto T de %3 dado por T = {(x, v, 2) | 2x— y — z = 0} es un subespacio vectorial de 3. Halla una
base y su dimensién.

Consideremos la aplicacién lineal f: B2 —— %2 definida por f(1, 2) = (=2, 1, 0); f(1,0) = (6, -1, 2). Halla f-(2, 7, -7).

Prueba que si los vectores 4, V, y w son linealmente independientes también lo son los vectores 4, U +V, U + V + W.

Razona para qué valor o valores de a los vectores (1, 1, 0), (8, 1, 1) y (1, &, 0) forman una base de 23,

En &3 tomamos el subconjunto de vectores {(x;, Xy, X2) | X; — X, + x3 = 0}. /s este subconjunto un subespacio de %3?
En caso afirmativo halla una base y su dimension.

Sea Vel espacio vectorial de los polinomios de coeficientes reales y grado menor o igual que 3. Sean los polinomios:
F)=1-x ; Blx=x+x ;| FBXI=1-x ; El)=x+x

Prueba que estos polinomios constituyen una base de V. Determina las coordenadas del polinomio Pix) = + 32 + x + 1
en dicha base.

Sea W el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y grado menor o igual a 2. Sea fla aplicacion:
f:W— W
P~ P

siendo P’ el polinomio derivado del polinomio P. Demuestra que f es lineal y halla su nucleo.

Una aplicacion g de 22 en %2 viene dada por g(1, 0, 0) = (2, 1, 1), g(0, 1, 0) = (3, 0, -1), y su nlcleo estd engendrado
por el vector (1, 2, -1). ;Qué vectores de %2 coinciden con su imagen en esta aplicacion?

Sean A y 8 dos subconjuntos de %2 definidos de la siguiente forma:
A={,y,2) |x-2=3; x ) zeR)}
B={lxy 2 Ix=y% x yzeR}

Estudia si son subespacios vectoriales de B3,

18



SOLUCIONES
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20. La solucion en cada caso es:

a) La matriz de la aplicacion lineal es:

b) El ntcleo de festa formado por los vectores (X, X,, X, )€ R®que cumplen:

(13 1y /x\ [0} J"fl+3"fz+"~'3._0
|1 1—1|\2|_|D|-=- X+ X —Xs=0
'| =1 _3, |‘-;3 |.[].| l'\ X: —3x, =0

_ _ X, =2X,
Resolviendo el sistema, obtenemos:
X, =— X,

El nicleo es Kerf={(2x;, —xs, x3)} = {2t —t, ) | tE [}

El vector (2,—1,1) constituye una base del nucleo y su dimensién es 1.

c) La imagen de f esta formada por los vectores (y,, ¥, ¥,)e R* que cumplen:

1 3 1||\|, I.flr|.I J.]f'|="-.'|+q"-.'z+ X3
|1 1_1|x2 |y2|¢ =X + Xz — X
1 —1 —_jl' I 1\3 I ||I.:|r"3 l ]"' = 1"" - 1"'2 - q \'3

Eliminando X, X, X,, obtenemos: y,-2y,+y,=0.

La imagen es Imf={(2y, - s, ¥, ¥,)} ={(2t —s,1,5)|t,;s e R}

Los vectores {(2,1,0),(—1,0,1)} forman una base de la imagen de f y su dimensién es 2.

d) La imagen del vector v=(1,—2,4) es el vector:
(13 1y 1y [=1)
1111 |—’r |—|—5|
|1 -1 3/}
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21. Veamos que T es un subespacio vectorial de R*®. Consideramos dos vectores cualesquiera de T
y un numero real t cualquiera, es decir,

s, 2T 2x-y-—2z=0 ]
=1

Xy, ZNET e 28—y —-2'=0 [
= 2N —y-Z+2X' -V -Z1=0 =
= 2N+ X -V +VI-1Z24Z21=0=
+x, v+, z+ 20T
o Alser t(2x—y—z)=0e 2tx=2ty-2tz =0 <>
=ty ty, 21 ET
El subespacio T lo podemos escribir en la forma:
T={x v 2x-vi}={it s 2t—s) |t s R}
Un vector cualquiera de T puede expresarse como sigue:
(t, 5, 2t—5=t(1,0,2)+5(0,1,-1)

Los vectores (1, 0, 2) v (D, 1, -1) forman una base de Ty
su dimension es 2.

22. Determinamos la ecuacién matricial de la aplicacion f que es de la forma:

[viy [a b..-
|y2| = Y
|1'.-3| IE' J*,-' -':\2:.

Imponiendo las condiciones del enunciado, obtenemos:

f=2 .III fa b
(1,2)=(=2,1,00s| 1|=|c d
f(1,2)=i .I¢'|II [;:.'| |.g f](g_ ae 6o
o L c=—1,d= 1
[ 6y [ab) 10 o= 2, f=-1
fi1,0)=i6,-1, ’h¢|_1|_|(ﬂr|( ]
V2 le f) )
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Las ecuaciones de la aplicacion f en forma matricial son:

v\ [ 64\,

=1 )

Calculamos f'(2,7,—7)y para ello resolvemos el sistema:

" I." G |/

X . .
|=|—1 1|( ! —a"u|+.-1'~2=?
[ 2K =X =-=7

_4.'1 . J 6I| - 43\';_ =2
| 2 ] ..II Lo ]

I R

El dltimo sistema carece de solucidn, por tanto no existe ningin vector en R®cuya imagen
mediante la aplicacion f sea (2,7,—-7).

. Consideramos la combinacién lineal nula:

au+b(u+v)+c(u+v+w)=0

Operando obtenemos:
(a+b+c)u+(b+c)vew=0

Al ser los vectores u, vy w linealmente independientes:

J'a+b+c=D J'a:D
b+c=0 — =
I_ c=0 I_C=D

Como los escalares a, b y ¢ son nulos, los vectores, U,U+V y U+V+Wwson linealmente
independientes.

. Calculamos el determinante:

110
t.]-l-l:-l—d.
1ao

Para a#1los vectores del enunciado forman una base de R®.
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25. Es facil ver que el subconjunto dado es un subespacio vectorial de R® (véase la actividad 27).
El subespacio puede expresarse en la forma:

{2 — x5 xo, Xalb ={{t—5t, 8 |t s R}

Cualquier vector puede escribirse como combinacion lineal de los vectores (1, 1, 0) y (—1,0,1):
it—s ts)=t(1,1,00+s5(=1,0,1)

Una base del subespacio la forman los vectores (1, 1, 0) y (—1,0,1), la dimensién es 2.
26. Veamos que los polinomios P(x), P,(x), P (x)y P,(x)son linealmente independientes.
Formamos la combinacién lineal nula:

Al-xi+bX +x+cl =1 +dx+x)=0

Operamos:
dxi +b-ox+b+d-ax+(a+ci=0

Por el principio de identidad de polinomios:

d=0 d=0

b-c =0 a=>0
a+b  +d=0|b=0
d + =0 c=10

Luego estos polinomios son linealmente independientes.

Veamos que forman sistema generador, es decir que cualquier polinomio de V de la forma
ax® + bx* + cx+d puede escribirse en combinacion lineal de los polinomios dados:

5=4d §=2a;
z—t=h
yrzes=c T )4 d—b+c—a:
v+t=d 2
_ b+d-c+a
=
3 bh+d+c—-a
=

Luego efectivamente los polinomios dados son base. El polinomio P(x) respecto a esta base es:
X2+ X2+ x+1=1(1-x) +1(x® + x) +0(1— x*) +1(x + x°)

Es decir las coordenadas (1, 1, 0, 1) respecto a la base {P,F,, R, F,}
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27. La aplicacion lineal f esta definida por f(ax®+ bx+c¢)=2ax+ b.veamos que es lineal.

flax + bx + o) +ia'xX + P'x+ )] =
=flla+a 1+ bh+Mix+ic+)] =
=2la+ax+(b+b)=2ax + b))+ 2a'x+ b').
flax* + bx+c) + flax +Bx+ )= 2ax+ h) + 2a'x+ b).
t-flax’ + bx + ¢) = t-(2ax + b) = 2atx + bt =
=f[t-(ax" + bx + ).

El ntcleo de f estara formado por los polinomios (ax® + bx + ¢) cuya derivada sea nula, es decir:

a=0

f(ax® +bx+¢)=0 < 2ax+b=0 (:){b—o

Los polinomios del nucleo son los polinomios de grado cero.
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28. Calculamos la imagen por g del vector €, =(0,0,1). este vector puede expresarse:

(0,0,1)=(1,0,0)+2(0,1,0) - (1,2,—1).

La imagen del vector (0,0,1) por la aplicacion lineal g es:

9(0,0,1)=9g(1,0,0)+29(0,1,0)-g(1,2,-1)=(2,1,1) +2(3,0,—1)—(0,0,0) =(8,1,—1)

La ecuacion de la aplicacion lineal g en forma matricial es:

|'II Wi Il'l |'II2 3 8\ (x II'|
|y |=[1 0 1||x;_|
I'.. _}:3 .III I'.. 1 _1 _1 ..'I I'.. X 3 .I|I

Los vectores (X, Xa, Xs) de R’ que coinciden con su ima-
gen son los vectores que cumplen:

|'II X II'| |'II2 3 8 .I'l l'; X II'l
| X, | =| 1 o | | X3 |
II'. .-1';3 .'II II'. 1 _1 _1 .'II II'. .-1':3 .'II

Operando v resolviendo el sistema resulstante, obtene-

mos:
J’:ﬁ =2X) + 3X: + 83Xx3 J':ﬁ +3X: 4+ 8%, =0
Xa = Xy + X3 = X1 — Xz +,"-.’3.=D¢;.
I ,"{|—,"{3—2,"{3=D

IN3=I|—,"{2—X3

Por tanto el Unico vector que coincide con su imagen en esta aplicacion es el vector nulo

0=(0,0,0)
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Unidad 5 — Geometria afin en el espacio

PAGINA 107

cuestiones iniciales

1. Dada la recta del plano de ecuacién 2x — 6y + 3 = 0, escribela en for-

ma continua, paramétrica, vectorial y explicita.

. Calcula el valor de a en la recta de ecuacion ax + 3y — 9 = 0, para gue:

a) Pase por el punto (3, 1).
b) Tenga de pendiente —1.

c) Uno de sus vectores directores sea v = (6, —4).

. Estudia la posicion relativa de cada uno de los siguientes pares de rectas:

[7x -2y =12 x-3y=-5 [2x-y =3
) b c) -
|2x -y =3 2x—6y = -9 |4x -2y =6

. Estudia la posicidn relativa, segun los valores de a, de los pares de rectas:

£~ EDITEX

I|'ax+_v = az b {X +ady =ax
|x+a%y =1 3x+ay=ay
SOLUCIONES
1. Larecta 2x—6y+3=0 pasa por el punto (0, 1/2) y un vector direccional es v=(3,1).
Por tanto, las ecuaciones pedidas son:
_— - .-1\.' = 1.!"’2
» Ecuacién continua - = %
. . X =3t
e Ecuacion paramétrica
y=t+1/2,tER
« Ecuacion vectorial ix, v) =0, 1/2)+ t(3, 1), con tE R
« Ecuacion explicita y = 1/3 x + 1/2
2. a) a=2 b)a=3 ¢ a=2
3. a) Las rectas se cortan en el punto (2, 1).

b) Las rectas son paralelas.
c) Las rectas son coincidentes.



4.

a) Si a=1, las rectas son coincidentes.
Si a#1, las rectas se cortan en el punto

( (a+ 1ia* + 1) a :|

Fra+l | Fra+l

b) Si a=0, las rectas son coincidentes.
Si a#0, las retas se cortan en el (0, 0).

£~ EDITEX
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ACTIVIDADES

M Utiliza la estrategia de simplificar y/o particularizar en la resolucion de los siguientes problemas:

1. Sumas. Demuestra: L+L+L+ ! = 0,59850_1

B 1-3 3.5 5.7 '"+999-1001
" . " . Plano de ciudad. La figura representa el plano de una ciudad. ;De cudntas formas

se puede ir desde A hasta B de manera que nunca retrocedamos?

3. Trama triangular. Resuelve el problema analogo al que figura en la pagina anterior,
considerando que en este caso los triangulos equilateros que debes contar son los que
tienen el vértice hacia abajo.

4. Primos. Demuestra que la diferencia de cuadrados de dos nimeros primos mayores

" " que 3 essiempre un nimerc makiplo de 24.
A

5. Tablero de ajedrez. ; Cuantos rectangulos de lados desiguales hay en un tablero de
ajedrez?

2]

SOLUCIONES

El término general de la sucesion formada por los sumandos es: 1 .
(2n-1)(2n+1)
1 _1/2  -1/2

Descomponiendo este en fracciones simples obtenemos: = +
(2n-1)(2n+1) 2n-1 2n+1

Aplicando esta igualdad a cada uno de los sumandos, obtenemos:

1 12 —1p
= +
1-3 1 3
1 12 -1e
= +
35 3 5
1 12 -n
= +
5.7 5 7
1 _ e -
997 -999 997 = 999
1 12 -p

999 -1001 _ 999 © 1001
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Sumando todas estas igualdades, obtenemos:

1 1 1 1 1/2

+ + + =+ =
1-3 35 5-7 999 - 1001 1
=1/ g -
12 = 1— —_ 1 = -IDDG = _GU = D,‘]-EFE'EDD
1001 2 2002 2002 1001

Facilmente se comprueba la igualdad sin mas que poner el numero decimal periédico puro
dado en forma de fraccion:

— e i
0.499500 = 499500 _ 500 - 27 - 37 _ 500
09949499 1001 -27-37 1001

Por tanto, la igualdad que plantea el problema es verdadera.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Dados en 232 los puntos A(2, 3, 5)y B(1, 0, 8), halla:
a) Las componentes de los vectores fijos AB y BA.
b) Dos puntos Cy D tales que CD sea equipolente a AB.
c) El extremo F de un vector fijo EF tal gue sea equipolente a Aé, siendo E(-3, 6, -9).

d) El origen G de un vector fijo GH tal que sea equipolente a AE-B, siendo H(3, 2, 9).

M 2. Dados los vectores libres G =(5,-2, 3y v =(-4, 2, 1):
a) Dibuja un representante de cada uno de ellos y de su suma.
b) ;Cuél es el extremno de AB si AB =0— vy A(0, 2, 0)?

c) ¢Cuéles son las componentes de los vectores 24y 3i — 507
M 3. Halla dos vectores iy v tales que (5, 3, 5) = 20+ 3V y (3, 2, 3) = U+ 2V

W 4. Comprueba que son una base los siguientes vectores de B> 0=(1,0, 2); v=1(-1, 1, 2) yvir= (0, 2, -3). Calcula las coor-
denadas de los vectores X = (1, 1, 1) e ¥ = (1, 2, 3) respecto de la base anterior.

M 5. Indica para qué valores de t los vectores i =(1, 1, 1); v = (2, 2, t) y w= (t, 0, 0) no forman una base de &3, _@

B 6. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y tiene como vector direccional el vector v = (6, 5, 4).
Obtén seis puntos que pertenezcan a dicha recta.

M 7. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos P(1, 1, 0)y Q(1, Q, 1).
W 8. Estudia si los puntos A(3, -4, 2), B(1, 2, 3}y C(-1, 4, 6) estan alineados.

M 9. Expresa cada una de las siguientes rectas de todas las formas gue conozcas:

2 2 4 3z=1 X=2st
) X2 y-2_z b {"‘;" i 9 {y=1-t
Koay+z= z=3+2t

X+1 T
2 5

W 10. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el crigen de coordenadas y es paralela a la recta de ecuacion —=

M 11. Halla la ecuacién de los planos, en todas las formas que conozcas, determinados por las siguientes condiciones:
a) Plano gue pasa por el punto P(2, -3, 5) y tiene como vectores direccionales a i =(1, 1, 2) y v =(3, -2, 1).
b) Plano que pasa por los puntos P(3, -1, 0) y Q(1, -1, 3) y contiene el vector v = (1, 2, 3).
¢) Plano gue contiene los puntos A(1, 2, 3), B(-1, 0, 2) y C(2, -1, 0).

M 12. Escribe las ecuaciones paramétricas del plano: 3x -y + 2z = 10.

W 13. Escribe la ecuacién implicita o general del plano: x=3 -1, y=2+35 z=t+5.
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SOLUCIONES

1. a) Los componentes de los vectores pedidos son:
AB=(-1,-3,3)y BA =11, 3, -3)

b) Existen infinitas parejas de puntos C y D que cumplan la condiciéon pedida. Por ejemplo,
C(0,0,0)y D(-1,-3,3).

c) Sea F(ab,c),debe cumplirse: (a+3,b—6,c+9)=(-1,-3,3).Luego a=-4,b=3y
c=-6.

d Sea G(4&,b,c’),debe cumplirse: (3-a,2-b,9-c")= (-1,-3,3). Por tanto,
a=4,b'=5,c=6.

2. a) El vector suma U+vel u+v=(10,4). Un representante de U, Vy U+V puede verse en el
dibujo.

h) Las coordenadas de AB=0 -V son: AB= 9, —4 2]
Llamando B = (a, b, €), se tiene:
{a—-0,b=2,¢c-0)=1(9, -4, 2).

Portanto, a=9, b=-2, c=2.

I Las coordenadas de los vectores bucados son:

200 =215,-2,3)=(10,-4, 6)
30 -5V =3(5,-2,3)-5(-4,2,1)=
=(15,—h, 9)—(20, 10, 5) =35, =14, 4).

m

_ . |2u+3v=(5,3,5)
3. Resolvemos el sistema vectorial § . _
u+2v=(3,2,3)
Multiplicando la segunda ecuacion por —2 y sumando a la primera se obtiene v =(1,1,1).
Con este vector sustituido en la segunda ecuacion se obtiene U=(1,0,1).

Por tanto, los vectores buscados son u=(1,0,1)y v=(1,1,1).
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4. Los vectores uU,vy wforman una base, ya que el rango de la matriz formada por sus filas es
tres, al ser:

10
-1 1
02

Pt Ped

=_11=10

[}

Las coordenadas del vector x=(1,1,1)respecto de la base anterior son los escalares a, by c,
que cumplen:

(1,1, 1y=a(1,0,2)+bi=1,1,2)+ci0, 2, =3

Operando y resolviendo el sistema resultante se obtiene: & = 1211, b=1/11, ¢ = 5/11.

Andlogamente, el vector y=(1,2,3)tiene las siguientes coordenadas respecto de la base
anterior:

a=1911,b=8/11yc=7/11

1 1 1
5. Eldeterminante 2 2 t|vale t?—2t.
t 00

Si la expresion anterior es nula, los tres vectores no forman base de R®.
Por tanto, t* —2t=0, es decir, parat=0y t = 2.

6. Las distintas expresiones de la recta buscadas son:

x=1+6t
e Ecuacion paramétrica: (y=2+5t contc R
Z=3+4
. . X—1 y—2 zZ-3
» Ecuacion continua: = - =
6 5 4

« Ecuacion como interseccion de dos planos:
5X— 6y =7
2x—-3z=-7

En la ecuacion paramétrica pueden obtenerse los puntos dando valores a t. Asi,
«t=1 Fa=11,2,3)

s = Ph=i7,7.7l

=t=2 Po=1013,12,11)

o i=_] P,=i-5,-3, -1)

. t=-2 P;=i-11,-8, -5}

* =3 Po=119,17,15)
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La recta viene determinada por el punto P(1,1,0)y el vector v=PQ=(0,—1,1).
Las ecuaciones de la citada recta son:

* Paramétricas * Interseccion de planos
x=1 x-1=0
y=1-t teR y+zZ=1,

z=t

La recta determinada por los puntos Ay Btiene por ecuacion:

x-1 y=-2 . |

2 —b -1

Al sustituir las coordenadas del punto C en la recta anterior, se tiene:

-1-1 4-2 H—3
= =

2 —6 -1

Por tanto los puntos no estan alineados.

x=2+t
a) Ecuacion paramétrica < y=2-t teR
z=4+3t

Ecuacién como interseccion de dos planos:

x+y=4
3x—z=2
x=—1+5t
b) Ecuacion paramétrica < y=—2+2t
z=t

. . X+1
Ecuacion continua: ? ===

x—2:y—1 :z—3
-1 2

¢) Ecuacién continua:

. , g x+y=3
Ecuacién como interseccion de dos planos:

2x—z=1



£~ EDITEX

10. Dos rectas paralelas tienen vectores directores iguales o proporcionales. La recta pedida tiene

Xy
por ecuacion —==>=—2z

-2 2

11. La solucién es:

X=2 y+3 25
a) La ecuacicén es: 0=| 1 1T 2 | =x+y-z+6
3 -2 1

bj El plano viene determinado por el punto A3, -1, 0)
v los vectores U = PO=(-2,0,3) y v =1(1,2,3) Su
ecuacion es:

x=3 v+1 =z
0D=| -2 0 3 |=6x-9y+4z-27
1 2 3

c) El plano viene determinado por el punto A(1, 2, 3)
v los vectores i = AB= (-2, -2, 1)y vV = AC =
=1, -3, =3). Su ecuacion es:

x—1 y-2 z-3

O=|-2 =2 =1 |=3x-7y+8z-13
1 -3 -3
X=
12. Pueden ser: { y=—10+3t+2s,contyseR
Z=8

13. La ecuacion es:

x=3 y-2 =z
0=\ -1 0 T|l=x-y+z-1
0 1T 1
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W 14. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto P(2, -4, 0) y contiene la recta:

x=2 y-2 z-4
1 - -1 3

M 15. En cada uno de los siguientes apartados determina la ecuacién del plano correspondiente:
a) Plano que pasa por los puntos A(2, 1, 2) y B(0, 1,-1), y es paralelo al gje OY.

b) Plano que contiene a las rectas ry s:
x=1+1

r=qv=2+t SE{X+2V:5

z+1=0
¢} Plano que pasa por el punto (1, 0, 1)y es paralelo al plano x -y + z= 4.

M 16. Halla la ecuacién del plano que contiene a las rectas:

3x—y+z=0 x-1 y-1 z+1
r= Y =
X+2y—z=2 -1 4 7
M 17. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (0, 0, -2) y es paralela a los planos: x—v-3z=1; x-3v+7="5

M 18. Estudia la posicién relativa de los planos en cada uno de los siguientes apartados:

-
x—v+z=0
a) 13x+2v-2z=1
S5x=1

b) m=x-2v+2=3; m,=2x+y=4; m,=5y-27=-2

X+3yv-2z=-8
c) 12x—-v+z=6
4x-5y-3z=0

M 19. Determina, en cada caso, la posicién relativa de la recta y el plano:

a) r=3x—-2y+z=3 y rz?_—=z+3
Xx=3+2t-4s
b) r=4y=-2-1t+3s vy r=ix,v,z)=(100+t2 1 -4
z=1-t
M 20. Estudiasi las rectas r: +z=9 y s X+y=0 se cortan, son paralelas o se cruzan.
v=1 -x+2v+2z="5

Halla el plano que contiene a sy es paralelo a r.

M 21. Estudia, segun los valores de b, la posicién relativa de las rectas:
1
r=(x v, 2)=01,0 2 +t-31h) y SE%:—}"F“:Z
W 22. Sea m un numero real; discute seglin los valores de m, la posicién relativa de la recta r = y el

{2x—my+z:2—m
plano #=3x+2z=2-m.

X+2v+2z=0

10
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SOLUCIONES

x-2 y+4
14. El plano tiene por ecuacién | 1 -1 3=0=11x+2y-3z-14=0.
0 3 2

x y-1 z+1
15. a) El plano tiene por ecuacién 2 0 3 |=0=3x-2z-2=0
0o 1 0

b) Las rectas dadas se cortan en el punto (1,2,—1).el plano pedido tiene por ecuacién
x-1 y-2 z+1

1 1 -1/=0=x+2y+3z-2=0

2 -1 0

c¢) Todos los planos paralelos al dado tienen por ecuacion x—y +z+ D=0 ,obligando a que
pase por el punto (1, 0, 1) hallamos que D=-2y el plano buscado tiene por ecuacién
X-y+z-2=0

16. Estas rectas son paralelas pues tiene vectores directores iguales o proporcionales. Para
hallar la ecuacién del plano que las contiene tomamos uno de los vectores y un punto de
cada una de ellas, con lo que tenemos otro vector y un punto. El plano tiene por ecuacién:

X y-2 z-2
-1 1 7 |=0=>5x-4y+3z+2=0.
-1 -1 3

17. La recta paralela a estos planos estara en la interseccion de dos planos paralelos a estos de la

x—y—-3z+D=0 _
forma hallamos las constantes D y K obligando a que pasen por el punto
x-3y+z+K=0

x—y-3z-6=0

(0,0,—2)y obtenemos la recta de ecuaciones:
x-3y+z+2=0

_ x-y+z=0
18. a) Los planos se cortan dando una recta de ecuaciones By o1
X=

X—-2y+z=3

b) Los planos se cortan dando una recta de ecuaciones
2x+y+z=4

c¢) Los planos se cortan en el punto (1,—1,3)

11
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22.
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a) El plano y la recta se cortan en el punto (2,1,_—25)

b) el plano y la recta se cortan en el punto (g,_?z,_?s)

Las rectas se cruzan. El plano pedido tiene por ecuacién:
x+1 y-1 z-1
-1 0 2 |==4x+7y+2z-5=0
2 -2 3

Estudiamos la posicién relativa de estas rectas estudiando el determinante formado por el
vector director de una de las rectas, el vector director de la otra y el vector de un punto de
una de las rectas a un punto de la otra, de este modo:

-3 1 b
2 -1 2|=b+1
3 -1 1

Si b=-1las rectas son coplanarias, en este caso se cortan.
Si b#—1las rectas no son coplanarias, es decir se cruzan en el espacio.

Discutimos el sistema formado por la ecuacién del plano y las ecuaciones de la recta y
obtenemos:

Si m=2el sistema es compatible determinado por lo que la recta y el plano se cortan en un
punto.
Si m=2el sistema es compatible indeterminado por lo que la recta esta contenida en el
plano.

12
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 23. ;Para qué valores de a el conjunto de vectores (1, 1, 1); (1, a, 1)y (1, 1, a) es una base de %3?

M 24. Consideremos la recta r, el plano =y el punto P, siendo:
- x=1_ y+8 z-2,
2 3 57

Obtén una recta s paralela a r que pase por el punto P. Calcula el punto de interseccion de wy s.

T 2x-y+3z=1; P(1,0,4)

M 25. Halla las ecuaciones de la recta paralela a los planos x + v= 1, x + z= 0 y que pasa por el punto (2, 0, 0).

2x-y+z=0

y pasa por el punto (4, 5, 6).
X—-y+2z=1

M 26. Halla las ecuaciones de la recta que es paralela a la recta {

M 27. Dado un tetraedro ABCD de vértices A(1, 2, 0), B(2, 6, 0), C(5, 3, 0) y D(3, 4, 3):
a) Comprueba que los puntos medios de las aristas AB, BD, CD y CA estan en un mismo plano y halla su ecuacién.

b) El plano obtenido es paralelo a las otras dos aristas CB y AD.

y el plano mdefinido por 2x+ y+ mz=n, hallamyn,

W 28. Siendo rla recta determinada por las ecuaciones {X el

de modo que: A EB
a) rcortea b) ry msean paralelos c) resté contenidaen x
MW 29. Halla la ecuacién del plano que pasa por (0, 0, 1) y contiene la recta r: {;x =l 2Z1= .
X-Vy—-2Z=
W 30. Estudia la posicién relativa de las rectas r: ASCi y s: WSk
y=2-3z y=4z-2

W 31. Estudia, segun los valores del parametro m, la posicién relativa de las rectas:

rfx-2z=1,y-z=2} v ssx+y+z=1,x-2v+22=m}

W 32. Estudia, para los diferentes valores de m, la posicién relativa de los planos:

x=2y+z=0 mx+z=1 X+y+z=2 Ix-v+2z=1
al i-x+y+mz=1 b) imy+z=2 C) 12x+3y+z=3 d) ix+dy+z=m
x=-3y=0 y+z=2 mx +10y +4z =11 2x -5y +mz=-2

W33 Elplanox+ v +z =0y larectade ecuacionesx= 1+t v=2-t;z= -4 + t se cortan en el punto A. Halla de forma
razonada la ecuacion de la recta que pasa por Ay por B(2, 2, 3).

M 34. De dos rectas en el espacio se sabe que no son coplanarias, jqué posiciones relativas pueden tener? Pon un ejemplo de
cada una de las posiciones y razona la respuesta.

W 35. Prueba que los puntos medios de los lados de un cuadrilatero cualquiera (en el espacio) son siempre vértices de un
paralelogramo.

13
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SOLUCIONES
11 1

23. Sean los valores de a que hagan el determinante 1 a 1|distinto de cero.
1 1 a

El determinante anterior vale a®—2a+1=(a”—-1)? es distinto de cero para cualquier valor
diferente de uno.

24. La ecuacion de la recta s es: X—_1=X=Z;4
2 3 5
. . 5 39 1
La interseccion de s con el plano mmes el punto ——,— —,——
8 16 16
25. La interseccion de s con el plano 1T es el punto —§,— ﬁ_i
8 16 16

El vector director de la recta pedida sera proporcional al vector director de la recta
determinada por los dos planos, v=(1,—1,1).

La ecuacion de la recta pedida es:
X-2_y _z

1 1

26. La recta viene determinada por el punto (4, 5, 6) y el vector v =(1,3,1),y su ecuacion es:
x-4 y-5 z-6
1 3 1

14



27. La solucién es:

a) La ecuacion del plano que pasa por los puntos me-
dios (3/2, 4, 0}, (5/2, 5, 3/2), (4,7/2, 3/2) v (3, 5/2, 0}
es 6X + 6y —82z—33 = 0.

by La arista CB tiene por ecuacion:

X=2+3t
y=6-3t jcontc R
z=0

La otra arista AD tiene por ecuacion:
x-1 y-2  z

2 2 3

El plano del apartado aj es paralelo a las recta ante-
riores, ya que ninguna de las dos rectas corta al
plano.

. 2
28. a) La recta r corta al plano wsi m¢—73

. 23 9
b) La recta y el plano son paralelos si m:—7y n¢7.

c) La recta esta contenida en el plano si m:—§y n=—é

29. El haz de planos de arista rtiene por ecuacion:
(5x-3x+2z-5)+A(2x-y z-1)=0

Si el haz incide con el punto (0, 0, 1), se cumple:
2-5+A(-1-1)=0=>1=-3/2

Para este valor 1=—3/2, el plano buscado es:
4x-3y+7z-7=0

30. Las rectas se cruzan en el espacio al ser cuatro el rango de la siguiente matriz.

10 -1 -1
01 3 2
10 -5 4
01 -4 -2

7
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31. La solucién queda:
Si m=-4, las rectas se cortan en un punto x =0,y = 3/2, z = -1/2.

Si m#—41las rectas se cruzan en el espacio.
32. La solucion es:

a) Si m#—2, se cortan en un punto.
Si m=-2, se cortan dos a dos.

b) Si m#0y m=1, se cortan en un punto.
Si m=0, dos planos son paralelos y el otro corta a los anteriores.
Si

m=1, los planos se cortan en una recta.

c) Si m#7, se cortan en un punto.
Si m=7, se cortan en una recta.

d) Si m# 1, se cortan en un punto.
Si m=1, se cortan dos a dos.

33. El punto A, punto de corte del plano y la recta del enunciado, tiene por coordenadas: A(2,1,—3)
La ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay B es:
X=2
y=1+t con teR
z=-3+6t

34. Queda:

Entendemos por rectas coplanarias aquellas que estan en un plano, es decir, aquellas rectas
pueden generar un unico plano.

De las cuatro posiciones relativas de dos rectas en el espacio, las que no son coplanarias son
las rectas que se cruzan.

Dos rectas que se cruzan son:

16
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35.Sean P(x,¥:,2),P(X;, Y2 2,), B(X5, Y3, Z3) ¥ P,(X,, Y4 2,), cuatro puntos cualesquiera del

espacio. Los puntos medios de los lados del cuadrilatero formado por P,,F,,F,, y P,tienen
por coordenadas.

o2, o nan)
Me = |: X2 ; Aa ) ¥z ;' Vi , Z; ;_— Zs ]
Ms = |: s ; Xy , ¥a ; Ya , 73 ; Zy ]
My = |: X,y ;— Xy , ¥a ;' ¥ , Zy ;_— Z ]

Los vértices M,,M,, M,y M,forman un paralelogramo ya que los vectores

My Mz v My M; son iguales; de igual forma que My M1 v My Ms.

Los vectores anteriores tienen por coordenadas:

[ X3 — X 5=V Z—Z
My My = My My = [ 2=, 'hz'y', - ')

[ XNy — X =¥ Zy— 73
M4.-"r1|:M;_.-"v13.=|: 41 EJ 'h;,_hi 42 z)

17
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Unidad 6 — Geometria euclidea. Producto escalar
PAGINA 131

cuestiones iniciales

1. Determina las ecuaciones de las rectas del plano perpendicular y parale-
la a la recta de ecuacién 4x — 3y + 6 = 0 y que pasan por el punto (2, 1).

2. Halla la distancia del punto P(2, -3} a |a recta de ecuacion 3x—4y -3 = 0.

3. Halla la distancia entre las rectas paralelas - 2x+ 3y -5=0y
s:2x+3v+8=0.

4. Halla el punto simétrico de P(3, 2) respecto de la recta 2x + v-3 = 0.
5. Halla el &rea del cuadrado, dos de cuyos lados estan en las rectas

Adx—v+5=0y8x-2y+12=0.

SOLUCIONES

1. Larecta 4x—3y+6=0tiene de pendiente ng.
4
e Paralela: y—1:§(x—2):4x—3y—5=0

e Perpendicular: y—1=—%(x—2):>3x+4y—10:0

2. Ladistancia viene dada por la expresion:

dp, o= 22+ cida) 19

=3
V32 4 (—4) 5

3. Calculamos la distancia del punto (1, 1) de larectar, a la recta s.

21+3-1+8] 13
d(r,s)=d(P,s):| = =+/13 = 3,61
J22 438 V13



£~ EDITEX

4. La solucién es:

-

> p

Calculamos el punto A como interseccidén de la recta dada y la perpendicular a esta que pasa
por P.

Las coordenadas del punto A son las soluciones del sistema:

2x+y=3
. Luego A(1, 1)
x-2y=-1

El punto P(X,y’) simétrico de P tiene por coordenadas: x'=-1,)’=0.

5. Las rectas son paralelas y la longitud del lado del cuadrado coincide con la distancia entre
ambas rectas.

Esta distancia la calculamos como la distancia del punto (—1,1)de la recta 4x—y+5=0ala
otrarecta 8x—2y+12=0. La distancia es:

diP s = |s-ll-2(D+12] _ 2
o Ve 2 Ves

El area del cuadrado es 0, 06 unidades cuadradas.
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M Busca analoglfas en el archivo de tu experiencia que te sean Utiles en la resolucién de los siguientes problemas:

1. El manantial oculto. En una antigua ciudad amurallada, de forma rectangular, existia en un punto intramuros un ma-
nantial que se encontraba a 2 100 m de la esquina superior izquierda, a 600 m de la esquina superior derechay a 1 800 m
de la esquina inferior derecha. El manantial actualmente ha desaparecido. ;A gué distancia se encontraria de la esquina
inferior izquierda?

2. Nimero oculto. La siguiente expresién esconde un nlimero conocido. ;Sabes cual es?

1
1

1
T1+...

1+
1+
1+

3. Monedas. ;Es posible colocar 18 monedas en 9 filas de manera que cada fila contenga 4 monedas?

4. Tantos por ciento. Parte de los 8 000 habitantes de un pueblo se va de vacaciones en verano. De los que quedan, al
63,636363...% les gusta la musica y al 22,297297297...% les gusta usar pantalones vaqueros. ; Cuantos habitantes se
fueron de vacaciones en verano?

SOLUCIONES

1. Queda:

Denotando con x, y, z, t los lados de los distintos triangulos rectangulos que se formen y con a la
distancia que queremos hallar, al aplicar el teorema de Pitdgoras, obtenemos:

- X -
o [ 2 2 2
[ mee | e X +y*=2.100
t N —y®+1°=6007
~ \-{%b
-
P % 22 +12=1.8007
e ~ 2 2 2
v . X +Z2 =a

Resolviendo:
x4y =2.100°
- — ' = —600°
x'— =2 100° - 6007
2+ 5 =1800°
X+ 7 =2100° — 6007 + 1800°

Entre esta ultima igualdad obtenida y la ultima igualdad del sistema, obtenemos:
a®=2.100%-600?+1.800° = a=2.700 m
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2. Llamando x a la expresion dada, obtenemos:

= x—1 =-j—-=-f-—x—1 =0=
X

co 1xVigd _ 1=V5
2 2

1+\/§
2

Il

=® =numero de oro.

Luego x=

3. Queda:
.T N \
,' \ En la figura puedes ver 18 monedas
f g colocadas en 9 filas y con 4 monedas en
a,: /ﬁ/ cada fila.
j\'\_ / I‘.‘
. T
\'tr,,—"'- -""'--_J
4.
q =¥
636363 ... = 2300 _ 700
99 11
T 7 475 2
22297297 . = 22275 _ 2475 _ 825
999 111 37

Al 63,66 % de los que queden les gusta la musica, es decir al 7010 % les gusta la musica.

Al 22,297 %de los que queden les gusta usar pantalones vaqueros, es decir al 825/37 % les
gusta usar pantalones vaqueros.

.. 10 7
Les gusta la musica: ETH x=ﬁ'x

Por lo tanto, x ha de ser multiplo de 11 y de 148.
Puede ser x=1.628; x=3.256;x=4.884; x=6.512.

Se fueron de vacaciones: 6.372 si x=1.628;4.744 si x=3.256;asi sucesivamente.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Dados los vectores U = (2, -5, 3); v = (4, -3, 2)yw = (0, 2, -7):
a) Calcula los productos escalares (- vV, U - w y v - W.
b) Determina el médulo de cada uno de los vectores.

c) Halla los angulos formados por los vectores anteriores, tomados dos a dos.

B 2. Se consideran los vectores 4 = (2, 2, 2) y vV = (1, 0, 1). Halla todos los vectores, con médulo unidad, que forman un an-
gulo de 30° con U y de 45° con V.

MW 3. Dados los vectores unitarios 4, V y w, que satisfacen la condicién 4 + vV +w = 0, calcula el valor de |a expresion G - v +
+V W+ WO

M 4. Calcula un vector U que satisfaga, en cada caso, las siguientes condiciones:
a) Que sea proporcional al vector vV = (2, -1, 1) y ademas cumpla que 4 - v = 3.
b) Que sea perpendicular a los vectores Vv = (2, -1, 1)y w = (18, —22, -5) y ademas Il = 14.
c) Que sea perpendicular al eje OZy cumpla i -V =9, 0 -w =-4,siendo vV =(3, -1, 5) yw = (1, 2, -3).

d) Que cumplat -a =-5,d - b=-11,G - ¢ = 20, siendo los vectores 3 = (2, -1, 3), b = (1, -3, 2)yc=(3 2, 4. 6
W 5. Encuentra un vector que sea perpendicular a i = (3, -2, 5) y que dependa linealmente de v = (1, -1, 3y w = (-2, 2, 1).

B 6. Calcula el angulo formado por las rectas de ecuaciones:

x=1 v¥v-3 z+1
r—=- = 7

e =il EaEdl
2 =7 =1 =1 5 =

W 7. Calcula el angulo formado por el plano m: x — v +2 =0y la recta r:qu: y+12 = %

M 8. Calcula el angulo que forman los planos i x+ v—2z=3ym X +Vv+27= 2.
W 9. Halla la distancia del punto (4, 5, 6) al plano #: x — 2y + 3z = 5.

W 10. Halla los siguientes elementos geométricos:
a) Ecuacién del plano que pasa por el punto (1, 3, =1), es perpendicular al plano 2 x + z = 2 y paralelo al eje OX.
b) Ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al plano z: x—y -z + 3 = 0y al plano OXZ.
c) Ecuacién de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al plano =: x - 2y + 3 = 0.

d) Ecuacién del plano que pasa por el punto (-1, 0, 0} y es perpendicular a la recta

x=2
i
Y=7—4=-0
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SOLUCIONES

1. Queda:
a)u-v=8+15+6=29,0-w=0-10-21=-31,v-w=0-6-14=-20.
b) Los mo6dulos de los vectores son:

i = VA+ 35+ 5=V38; |V|=VT6+9+3=V0.
W] =VoT a7 a9 =53

¢) Los angulos de los vectores, tomados dos a dos, son:

T

gty u-v 29 29 _
cosiy, V)= ————=——— = = 0,87
|u]-|v| V38v29 332
luego (U, v)=29°17" 7"
— u-w 31 —31
cos(li, W)= =-0,69

7|~ |W| V38V53 44,88
luego (@7, W) = 133° 41" 27,2"
- 20 20

cos (v, W) = = =_0,51
V29 W53 39,2

e

luego (V, W) = 120° 40° 24,4"

2. Sea w=(X, Y, Z) el vector buscado. Debe cumplir:

e X rV =1

gt u-w
* CosiU, w)=cos 30" = ———— = 0,866
|| [w]
"'.' - "'.r r
luego — X+ 2V *+2Z  _( 866
VIZV 42 4+ 2
* cosiv, W)=cos45°= ————— =0,707
[V [w]
luego — X+ 2 = 0,707
V2V + 2+ 2
X2+ y?+ 22 =1
La solucion del sistema <2x+2y+2z=3 son los vectores:
X+z=1
242 1 2-42) (J2-2 1 2442
4 '2° 4 4 '2° 4



£~ EDITEX

3. Secumpleque U-v=v-v=w-w=1y w=—U-V.
Sustituyendo en la expresion U-V+V-wW+Ww-U, se obtiene:
U-V+V - W+w- U

+ -0 V)-U =0 -
-UU-v -
=—1-1-t V=l -v-2

4. Queda:
a) El vector uUes de la forma u=(2k,—k,k)y como cumple U-v=3se tiene
dk+k+ k=3;6k=3;k=1/2.

b) El vector uUsera proporcional a Vxwal ser perpendicular a ambos. Luego
u=k(vxw)=(27k,28k,—26k).ademas  cumple |L7|=14, lo cual conduce a
729k? +784Kk% + 676k =196.por tanto, k=14/+/2.189 0,3

por tanto, el vector U buscado es U=(8;8,4;—7,8)

c) El vector u=(a, b, c)debe cumplir:
c=0
3a-b+5¢c=9
a+2b-3c=-4
La solucién del sistemaes a=2,b=-3,c=0.

Por tanto, el vector U buscado es U =(2,—3,0)

d) El vector u=(a,b,c)debe cumplir:

2a-b+3c= -5
a-3b+2c=-11
3a+ 2b-4c=20
La solucién del sistemaes a=2,b=3yc=-2

Por tanto, el vector U buscado es U =(2,3,-2).

5. Todos los vectores de la forma (a, b, ¢) que cumplen las condiciones de problema estan sujetos
a las siguientes condiciones:

(a,b,c)-(8,—-2,5)=0

(a,b,c)=(1,—1,3)+n(—2,2,1)
Operando, se encuentra que todos los vectores (a, b, ¢) que cumplen las condiciones anteriores
son la de forma (—7t,7t,7t)con teR .
Para encontrar uno de ellos basta fijar un valor del pardmetro t.
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Los vectores direccionales son U=(2,—2,—1) y v=(—1,3,—2).el angulo que forman es:

. . s
it u v _
Cos U, v)= b =-0,535;

0] V] Ve yTa
.[;..-.I .

luego (U7, V') = 1227 18" 41,5"

El vector normal del plano u=(1,—1,1) y el direccional de la recta v=(2,—1,1) el angulo que
forman el plano y la recta es:

e u-v 6

sen |:t|".. T' = = = U,‘:,'FZG
U] v |  WV3Vi4

.,

luego (U, V) = 67° 47" 32,44"

Los vectores normales de los planos sonu=(1,1,-2) y v=(—1,1,2) . El angulo que forman es:

e — —

T —4

Cos I:tr', T-"_] = = =0, 667
|| V| Veve '
luego (U, vi=131"47"37,1"
La distancia es:
4-2-5+3-6-5 7
d=| L =1,871

JP+(-22+32 14

10. Queda:

a) El plano viene determinado por el punto (1,3,—1)y los vectores (1,0,1) y (1,0,0). Su ecuaciéon
es:

x—=1 y=3 z+1
1 0o 1
1 0 0

=0 < y-3=0

b) El plano viene determinado por el punto (0,0,0)y los vectores (1,—1,—-1) y (0,1,0). Su
ecuacion es:

X y Z
1T -1 -1 | =0 = x+z=0
0 1 ]
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c) La recta viene determinada por el punto (0,0,0)y el vector (1,—2,0). Su ecuacioén es:

X=t
y==-2t) tcR
zZ=0

d) El plano tiene como vector normal n=(0,1,1) . Su ecuacién es de la forma:
y+z+d=0

Al pasar por el punto (—1,0,0)se cumple: 0+0+d=0<d=0

La ecuacion del plano buscada es: y+2z=0.
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M 1. Encuentra, en la recta que pasa por los puntos A(=1, 0, 1)y B(1, 2, 3), un punto tal que su distancia al punto C(2, -1, 1)
sea de tres unidades.

M 12. Halla la ecuacién del plano & que pasa por los puntos (1, 1, 1), (3, =2, 2), y es perpendicular al plano m;: 2x - -z =0,
y las ecuaciones de la recta r que pasa por el punto (1, 1, 1) y es perpendicular al plano . Determina los puntos de r
cuya distancia a « sea \15

M 13. Halla el punto simétrico del punto A(1, -3, 7) respecto de la recta r: XT_1 Y : - = %

W 14. Calcula la ecuacién del plano en el gue se encuentra el tridngulo de vértices A, By C, siendo:
A El simétrico del punto P(1, 2, 3) respecto al plano de ecuacién x = z.
B: La proyeccion ortogonal del punto Q(2, 1, 3) scbre el plano z = 0.

C: El origen de coordenadas.

x+2y-z=1
M 15. Dados los planos {2x+y -z =0
3x+3y-2z=0

a) Analiza su posicién relativa.
b) Halla el punto simétrico del crigen de coordenadas respecto a la recta de interseccion de los dos primeros planos.

c) Halla la proyeccién ortogonal del origen sobre el plano x + 2y -z = 1.

M 16. Halla las proyecciones siguientes:
a) Del punto P(4, -2, 1) sobre el plano 3x - 2y - 27 =-2.

b) Del punto P{4, -2, 1) sobre la recta XT_‘|= %: z _17.

c) Delarecta %:%:Z—T sobre el plano x + 2v+z = 1.

M 17. Encuentra los puntos situados a distancia 5 del origen y pertenecientes a la recta que pasa por los puntos (1, 2, 5) y (6, 5, 6).

M 18. Halla |a distancia que hay desde el origen de coordenadas al plano que contiene las rectas:
=1 =2 Z=2 S‘x—3__v_z+2

2 -1 4 -2 2 5
M 19. Calcula la proyeccién ortogonal del punto O(0, 0, 0) sobre el plano x + y +7 = 1.

MW 20. Sea P, el punto (1, 0, -1), P, el punto simétrico de P, respecto del plano x— 2y = 0y P, el punto simétrico de P, respec-
to del plano x + 2v + z = 1. Halla |a ecuacién del plano que pasa por Py, P, y Ps.

M 21. Halla el punto de la recta XT_S =y+2= % que estad mas préximo al punto (1, 0, 1).

M 22. El plano OXZ es mediatriz de un segmento, uno de cuyos extremos es el punto P(1, €, —4). Halla el otro extremo.

M 23. Halla las coordenadas del punto de la recta at ; 3_y+2 2 ; 4 que equidista del origen de coordenadas y del punto

A4,2,2). 3

10
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SOLUCIONES

11. Un punto genérico de la recta que pasa por A y B tiene por expresién: (—1+2t,2t,1+2t)

La distancia de este punto al punto C es 3, por tanto:\/(2t—3)2 +(2t+1)* +(2t)* =3

Operando, se obtiene t=% y t=— . Estos valores de t dan los puntos: (0,1,2) y (—%, =) -

w4

1 1
6 3
12. El plano pedido viene determinado por el punto (1,1,1)y los vectores t=(2,—3,1) y
v=(2,-1,-1) .
Su ecuacion es:
x=1 y—=1 z-1
-3 1

- =xX+y+z2-3=10
-1 -

Pt Pl

La recta r viene determinada por el punto (1,1,1)y el vector u=(1,1,1), su ecuacién en forma
continua es:

Un punto cualquiera de r es de forma (1+t,1+t,1+1). Su distancia al plano 7 al ser J3se
cumple:

0 +t+ 0 +0+0+8-3] _

T V3
V1+1 41

Operando, se obtiene t=1y t=—1y los puntos buscados son (2,2,2)y (0,0,0).

13. El punto P pertenece a la rectar y es tal que el vector AP y el director de la recta son
perpendiculares.

Para la determinacion del punto P. procedemos asi:
e Tomamos un punto P(1+t,—3+1t,4+2t) genérico de larectar.

e Formamos el vector AP (t,t,2t—-3).

e Este vectory u=(1,1,2) son perpendiculares, por tanto
A_F;-ff=[]=- t+t+4t—b=0=t=1.
El valor t=1conduce al punto P(2,—-2,6).

Determinamos A’ considerando que P es el punto medio del segmento AA”. Obtenemos
A(3,-1,5).

11
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14. El punto A simétrico del punto P(1,2,3) respecto del plano de ecuacién x =z tiene por
coordenadas A(3,2,1).
El punto B proy. ortogonal de Q(2,1,3) sobre el plano z=0 tiene por coordenadas B(2,1,0).
La ecuacién del plano que pasa por los puntos A(3,2,1), B(2,1,0) y C(0,0,0)es:
x=3 v-2 z-1
1 1 1 | =0 x-2y+2=0
3 2 1
15. Queda:
a) El rango de la matriz de los coeficientes es dos y el de la matriz ampliada es tres, por tanto,
los planos se cortan dos a dos.
X+2y—z=1 —
b)La rectar: y expresada en forma continua es x+1/3 4 2/3 _Z
2x+y-z=0 1 1 3
Procediendo como en la actividad numero 13. Se obtiene el punto de coordenadas
-8 14 -2 L , -
(W’F’W) como el simétrico del origen respecto a la recta en cuestion.
c) La proyeccién ortogonal del origen sobre el plano x+2y —z=1, es el punto de interseccion
entre el plano x+2y —Zz=1 y la recta que pasa por el origen y es perpendicular al plano
anterior.
La ecuacion citada de la recta es: TX:%:%
X+2y—z=1
La proyeccién ortogonal es la solucién del sistema < x+2z=0 que es:(1/6,1/3,-1/6).
2x—-y=0
16. Queda:
3x-2y—-2z=-2
. . 20 2 49
a) Es la solucion del sistema {2x+3y =2 quees: | —,——,—
y—ze-3 17 17 17

b) Sea Q(3t+1,5t+1,—t+7) un punto genérico de la recta. El punto Q proyeccién de P debe
cumplir: QP (3,5,—-1)=0. Por tanto, 35t=0= t=0, el punto buscado es (1,1,7).

c¢) Hallamos el plano que contiene a la recta y es perpendicular al plano dado:3x—-4y+5z=1.
La recta pedida es la interseccién de este plano y del dado:

IX—4y+5z=1
X+2v+z2=1

12
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La recta que pasa por los puntos (1,2,5) y (6,5,6) tiene por ecuacion:
x—-1 _y=-2 z-5

5 3 1

El punto P(5t+1,3ft+2,t+5) pertenece a la recta anterior. Los puntos a distancia 5 del origen

cumplen d(P,0)=5.

Desarrollando \/(51‘+1)2+(32‘+2)2+(z‘+5)2 =5 obtenemos t:—g y t=— 1.

5
Los puntos pedidos son ﬁi@ y 0Zﬁ .
7 7 7 5 5

Las rectas se cruzan por tanto no hay ningun plano que las contenga.

El punto buscado es la solucion del sistema:

X+ y+z2=1
X—V =0
y—z=0

Donde la solucién es el punto (1,l,lj
333

Las coordenadas de los puntos P,y P, son:

34 42 -2
P _5_5_1 P PN
2(5 5 Jy 3(3 3 3)

El plano que pasa por P, P, y P, tiene por ecuacion:

x=1 v z+4]
0=|-2/5 4/5 0O |= 2X+yv-47z-6=0
-1/3 =2/3 -1/3
Sea el punto P(1,0,1) y larectar: X;S :yTJFZ:%_

El punto buscado sera el punto Q; proyeccion ortogonal del punto P sobre la recta r.
Sea Q(5+3t,—2+1t,—t) un punto cualquiera de la recta r.

Los vectores PQ=(3t+4,t—2,—t-1) y u=(3,1,—1) son perpendiculares. Se cumple:

@-FF:D = 9+ 12 +t=-2+t+1=0=t=-1.
El punto buscado es Q(2,-3,1).

13
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22. El punto M proyeccion del punto P(1,6,—4) sobre el plano OXZ, es decir sobre y=0, es el
punto solucién del sistema:

¥=1
y=6+ty tER
Z=—4

Las coordenadas del punto M son (1,0,—4).
El punto M(1,0,—4) es el punto medio del segmento de extremos P(1,6,—4) y P'(X,y,Z).

Las coordenadas de P’son:

[ %41
X+ 1
2
¥'= 1
T+ 6
¢ ]r: =0 = V=-6 =PI, -6 -4
< Z'=—4
e
7 =
| 2

23. El punto buscado es la interseccién de la recta dada con el plano mediatriz del segmento OA.
Este plano tiene por ecuacién 2x—y—z+6=0 y al cortar con la recta dada obtenemos el punto

(3,7,5).

14
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ACTIVIDADES FINALES

W24

M 25.

Il 26.

W27

Hzs.

M 29.

I 30.

|_E1R

Dados los puntos (1, 2, 3)y (1, 2, 1), icudl es el conjunto de puntos que estd a igual distancia de ambos?

X-2y+2z=3

L Halla los puntos de esta recta tales que su distancia al origen de coordenadas es 4.
X+y-4z=

Sea la recta r:{

Silos puntos P(2, 1, 2)y Q(6, 1, 4) son los vértices opuestos de un cuadrado:
a) Calcula el 4rea del cuadrado.

b) Obtén la ecuacién del plano que pasa por el centro del cuadrado y es perpendicular a la diagonal que pasa por los
vértices Py Q.

Los puntos P(1, 1, 3)y Q@(=1, 0, 0) son dos vértices consecutivos de un rectangulo, y los otros dos vértices pertenecen a
la recta r que pasa por el punto C(4, 3, -5):

a) Halla la ecuacion de |a recta ry el plano & que contiene al rectangulo.

b) Halla las coordenadas de los otros dos vértices del rectangulo.

Ix-yv+22-6=0

Xx+2v—-z-2=10
<

a) Halla la ecuacion del plano que contiene a esa recta y el origen de coordenadas.

Dada la recta r de ecuacién: {

b) Halla la ecuacion del plano que contiene a esa recta y es paralelo al plano v— 6z + 1 = 0.

c) Halla la ecuacion del plano que contiene a esa recta y es perpendicular al plano OYZ.

Halla la ecuacién de la recta que se apoya en las rectas r y 5 dadas y pasa por el origen de coordenadas:

X=1+2t . > -
= e g s o Wi
3 -2

z=1+4t

Halla la ecuacién de la recta que se apoya en las rectas:

x=1 Z
rr—=y+2=2z-1 5:
3 2x -y +7=0

y es paralela a la recta de ecuacién:

x=2-3t
y==1+1
A=
Halla la ecuacién de la recta contenida en el plano 2x - 2v + 5z = 3 y perpendicular a la recta XTH =—y+2= g en el

punto (-1, 2, 0).
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SOLUCIONES

24. El plano que pasa por el punto medio (1, 2, 2), del segmento cuyos extremos son los puntos
dados y tiene como vector normal (0, 0, 2).

Su ecuaciones (x—1)-0+(y—2)-0+(z-2)-2=0, luego z=2.

25. Sea P(3+2t,2t,t)un punto genérico de la recta r.
Desarrollando la condicion d(P,0)=+/14 , obtenemos:
V3200 + 48+ B =V14 =9 4+ 12t-5=0

1 5
- 0 t=—-—
3 3

== =

' "-_r 4
Parar:L::- P H j— 1 ]‘r’
3 V3 3 300

para t= —i == P(—

3" 3 " 3

26. Queda:

a) La diagonal d del cuadrado mide d=4/4%+0%+4 =+/20

Con este valor de la diagonal, el lado mide /=+/10 vy, por tanto, el area del cuadrado es 10.

b) El plano pedido pasa por el punto (4, 1, 3) y tiene como vector normal (4,0,2). Su
ecuacion es:

4x-H+0-ly-1+2z-3)=0=2x+2z=11
27. Queda:
a) La recta r viene determinada por el punto C(4,3,—5)y por el vector v=QP=(2,1,3), y su
ecuacion es:
Xx-4  v=-3  Z+5
2 1 3

El plano es 14x—-25y—-z+14=0.

b) Los otros vértices del rectangulo son los puntos:

r i
hrd hrd -
£ S £

T 44 29 11 ] v ( 30 22 —32 )

i
- e d -
£ £

16
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28. La ecuacién del haz de planos cuya arista es la recta r es:

(Bx—y+2z-6)+t(x+2y—-z—-2)=0.

El plano del haz que pasa por O(0,0,0) cumple:
(3-:0-0+2:0-6)+#0+2-0-0-2)=0=-6-2t=0=t=-3.
Para t=—3el plano buscado es 7y -5z=0.

29. La recta pedida vendra dada como interseccion de los siguientes planos:

e Plano x,que contiene ary al punto (0, 0,0)

e Plano 7, que contiene a sy al punto (0, 0,0)

XV Z
m=|111|=0 = X-2y+z=0
234
XV z
m=|432=0 = 13x-10y+11z=0
-1 2

3 . xX-2y+z=0
La recta tendra de ecuacion:
13x-10y+11z=0

30. La recta pedida vendra dada como interseccion del plano 7,que contiene a r y al vector
v(—3,1,2)y del plano 7z, que contiene a sy al vector v(-3,1,2)

-1 v+2 21
m=|3 1 1 |[=0= x-9y+6z-25=0
-3 1 2
X y=7 4
m=] 1 2 0| =0= 4x-2y+7z-14=0
=3 1 2

xX-9y+6z-25=0

La recta tendra de ecuacion:
4x-2y+7z-14=0

17
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. . X+1 z
31. La ecuacion del plano perpendicular a la recta 72—1:5 que pasa por el punto (-1,2,0)
es:
2+ +i=1)ly=2)+3-z-0)=0

Operando, obtenemos:

2x—-y+3z=-4
La recta buscada es la que viene dada como interseccién de los planos:

2X—-2y+5z=3

IX—y+3z2=—4

18
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PAGINA 153

W 32. Dados el punto P(3, 5, -1) y la recta r: XT_W =y+2= ZTH halla un punto Q de la recta dada de modo que la recta

PQ sea paralela al plano de ecuacion 3x-2v+z+5=0.

M 33. Seael punto A(1, 0, 0) y el plano 7: 2x+ v—2z = 1. Halla:
a) La ecuacion del plano 7' que pasa por A y no corta al plano dado.

b) La distancia entre los planos =’ y .

M 34. Para cada valor de a, los puntos P(1, 2, 3) y P'(0, 1, a) son simétricos respecto a un plano. Halla la ecuacién de dicho
plano. En particular, encuentra el plano para a = 2.

M 35. Sealarecta r: XT_1 =y—25 = ZT+3 y el plano 7: 2x + 4y + 4z = 5. Halla:
a) La distancia entre la recta y el plano.

b) La ecuacion del plano perpendicular al dado y que contenga a |z recta r.
M 36. Halla la ecuacién de la recta paralela al eje OY'y que se apoya en las rectas r y s:

. r{x+3y—4=0

v—2z-3=0
W 37. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, 1, 2) v es perpendicular a los planos x-yv+z=3 y OXZ

M 38. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (-1, 2, 2) y corta perpendicularmente a la recta

- x—y-z=1
|x+y+z=5
M 39. Halla la ecuacién de la recta paralela al plano 2x - 2y + 5z = 3 y perpendicular a la recta X+3y+2z=9 en el punto
(1, 1,3) 3y+z=6

W 40. Dados los vectores U =(1,1,1),v=(2,0,0)yw =(2, 2, p), hallael valor de p para el cual los vectores & +V y U —w
son ortogonales.

M 41. Halla el valor de a para el cual la recta r: yelplano 7 x -3y + az + 6 = 0 son paralelos y, en este caso,

halla la distancia entre ellos.

2x -5y -1=0
x+5z+7=0

W 42. Halla el plano paralelo al plano 2x — v -z + 6 = 0 y que diste de &l 36 unidades.

x=a+4t
M 43. ;Para qué valor de a la distancia entre la recta r:{v =2 y el plano 6x — 8z + 10 = 0 es 3 unidades?
z=5+3t
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SOLUCIONES

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Hallamos un plano paralelo al dado pasando por el punto P. cortando el plano con la recta dada
obtenemos el punto Q pedido.

El plano tiene por ecuacion 3x—-2y +z+2=0.

Resolvemos el sistema formado por el plano y la recta y obtenemos el punto Q de coordenadas
(-1,-3,-5).

Queda:

a) El plano que no corta al dado es un paralelo. Este plano pasando por A tiene de ecuacion
2x+y-z-2=0

b) La distancia entre planos paralelos la hacemos tomando un punto de uno de los planos y

, , . . 1 .
hallando la distancia al otro y obtenemos que esta distancia es ﬁunldades.

El plano buscado es el plano mediatriz del segmento de extremos PP’y tiene por ecuacion:

a-13 _
5 -

Para a=2el plano tiene por ecuacion 2x+2y+2z-9=0

x+y(3-a)z+ 0

Queda:

a) La recta y el plano son paralelos. Para hallar la distancia entre ambos tomamos un punto de
la recta y hallamos la distancia de este punto al plano y obtenemos 35/6 unidades.

b) El plano buscado tiene por ecuacion:
x-1 y+5 Zz+3
2 -5 4 =0=18x-9z-45=0
1 2 2

Hallamos el plano 7, que contiene a la recta r y al vector de OY/(0,0,1) y hallamos el plano
T, que contiene a la recta s y al mismo vector y obtenemos que su interseccion nos da la recta
buscada:

x-1 y—-1 z+1 X y z 6245 <0
X+6z+5=
T = - 2 1]=0 7,=|1 -1 -1=0 {
X+z=0
0 1 0 0O 1 0
x-1 y—-1 z-2
El plano pedido tiene por ecuacién | 1 -1 1 =0 =>x-z+1=0

0 1 0

20
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39.

40.

41.

42.

43.

£~ EDITEX

Hallamos el plano perpendicular a la recta dada y que pase por el punto dado y obtenemos su
ecuacion y—z=0.
Cortamos la recta dada con el plano y obtenemos el punto A=(3,1,1)
La recta perpendicular a la dada por el punto P es la recta que pasa por Py A:
x+1 y-2 z-2
4 -1 -

El vector de la reta que buscamos es perpendicular al de la recta dada y al vector normal del
plano.

(a,b,c):(2,-1,3)=0
{(a,b,c)-(z,-2,5)=0
De este sistema obtenemos un vector de la recta de la forma (-1,4,2).
x-1 y-1 z-3
1 4 2

La ecuacion de la recta es

(D+;)(B—7v)=0 = p=-3

La recta y el plano son paralelos si el vector director de la recta y el vector normal del plano
son perpendiculares de donde obtenemos que a=-1.

Para hallar la distancia entre esa recta y ese plano paralelo a ella tomemos un punto de la

recta y hallamos la distancia de ese punto y obtenemos % unidades.

Todos los planos paralelos al dado son de la forma 2x—y—z+ D=0.

Tomamos un punto del plano dado, por ejemplo (0, 0, 6), y obligamos a que la distancia de este
punto al plano que buscamos sea la dada. Obtenemos:

-6+D

76

—3./6 dedonde D=24 o D=-12.

Los planos buscados tienen por ecuaciones: 2x—y—-z+24=0 o 2x-y-z-12=0

La recta y el plano dado son paralelos. Tomando un punto de la recta, por ejemplo (&82,5) y

haciendo la distancia al plano e imponiendo que esta distancia es 3 obtenemos:

6a—-30
10

=3 de donde sacamos los valores de a: a=0 o a=10
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W44,

W45,

M 6.

W47

48,

W49

50

W51,

W52

Hs53.

54

M ss.

Calcula el dngulo que forman los planos x + 2y -z =0y x-2y+ 5z-3 = 0.

Calcula el dngulo que forman la recta ry el plano =, siendo:

x=1_y+2 z oo
r =7 =3 mx-y-z=0
Calcula las coordenadas del punto de la recta r tal que forme un tridngulo rectangulo en A con los puntos A(1, 5, 6),

B{7, 6, B), siendo r la recta de ecuaciones A .
2x-y-3z=12

Halla el punto simétrico del origen respecto del plano x+y +z=1.

Halla el punto simétrico del punto A(2, 0, 1) respecto de la recta %: : e

Dados el punto A(1, 0, =1) y el plano 7: 2x -y + 3z = 4, halla:

a) La ecuacién de la recta que pasa por A y es perpendicular a .

b) El punto simétrico de A respecto a .

c) De los planos que pasan por A y son perpendiculares a =, el plano gue pasa por B(2, 1, 2). —@

d) La ecuacién del plano que pasa por A y es paralelo a .

Halla un punto de la recta %:yT_z = ZT_'? que equidiste de los puntos A(1, 0, 1) y B(0, 4, 2).

Halla el valor de a para que el plano que pasa por el punto(a, a, a) y es perpendicular alos planos x +y-z=0y2x+y—-z=2

diste - unidades del punto (0, 0, 0).

V2

Dado el plano m: x -y +2z=0:
a) Halla el simétrico del punto P(1, 0, 1) respecto de .
b) Halla la recta simétricade r: x—1= % = ZT_1 respecto de .

Determina m, si es posible, para que el plano de ecuacién 2mx-3(m-1)y —(m+3)z+2m+4=0 sea ortogonal a la
recta de ecuacion 2x = y = —2z.

Halla las coordenadas del punto simétrico del (2, 4, 2) respecto del punto (1, 2, 3).

Se consideran los planos de ecuaciones
mi-ax—-y+az=0 :r]:(a+3)x+£—z=1 ;oa=0
a

a) Estudia su posicién relativa en funcién de a.

b) Si para a = -2 los planos contienen las caras de un cubo, calcula el volumen del cubo.
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SOLUCIONES

44. El 4ngulo que forman los planos es el mismo que el formado por sus vectores normales. Su

45.

46.

47.

valor:

e

- = Ma, * My, T+(—4)+(-5)
COSIMT,, - Ny) = —1—= = —
|07, 10 s, V6 V30

=06

2

Luego el angulo buscado es de 53° 23'44,6”.

El angulo buscado puede calcularse con el vector direccional de la recta v=(2,—1,3)y el normal
al plano n=(1,—1,—1), a través de la expresion:

T = = vV n 2+1-3
sen(r, ml=sen(v,nN)= ———=———=0
[v'| ] V1443

.

Luego el angulo es 0°y, por tanto, la recta y el plano son paralelos.

Consideramos un punto genérico P(g+lt,i—zt, tj de larectar.

3 3 3

Para que los puntos A, B y P formen un triangulo rectangulo en A debe cumplirse que
AP-AB=0, es decir:

lt+g,—zt—u,t—6j-(6,1,0)=0, luego t=1
3 83 3 3
El punto buscado es (2,—-1,1).

El punto proyeccién de O(0,0,0)sobre el plano x+ y+z=1 es el punto P solucién del sistema
formado por el plano y la recta perpendicular a el que pasa por el origen. Es decir, el punto P es
solucién de
X+y+z=1
X—y =0
y—z=0

b

Por tanto, P[

s
!3! .

El punto O(X, y’,Z)) cumple, con respecto a los puntos O y P la relacion:

w|—=
w|—=

O+x" 1 o+y 1 o+z 1
2 302 37 2 3
Las coordenadas de O’ son x’=§,y':§,z':§

23



48.

49.

50.
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Sea P(2t,—t+3,t+2) un punto genérico de la recta para fijar este punto como punto medio del
segmento AA imponemos la condicion PA-(2,—1,1)=0. Es decir,

(2t=2) -2 4(=t+3)-=1)+(t+ 1)1 =0=1t=1

El punto P es P(2,2,3).

Las coordenadas de A'(X/, y’,Z) simétrico de A debe cumplir:

X4+ 2 _2 V' o+ 0 _ 2, Z+1 _ 3
2 2 2
Por tanto, x'=2,y'=4,7=5.
Queda:
., x-1 Z+1
a) La ecuacién de la recta es: T:%:T

b) El punto P del plano 7 es el punto medio del segmento AA’es la solucién del sistema:

2x-y+3z=4

X+ 2y =
3X —2z=5
Las coordenadas de P son: ﬁ—il
14" 14 14
El punto simétrico de A, A’tiene por coordenadas: (g—ggj
c) El plano buscado Ax+ By +Cz= D debe cumplir:
A -C =D
2A+B+2C=D
2A-B+3C=0

Resolviendo el sistema, obtenemos:2x—y +3z=-1.

Sea P(t,t+2,2t+3) un punto cualquiera de la recta dada. Se cumple:

A(P, A)=d(P,B) & (=17 +(t+2)2 + (2t +2)7 = /12 + (t-2)% + (2t +1)?

Operando, obtenemos tz—g.

El punto buscado es P(—%%%} Otra forma de resolver este problema es hallar el punto en

el que se corta la recta dada con el plano mediatriz del segmento AB. Es decir:

X—4y—z+9=0

1
. . = P , .
X _ }—2 _ Z=3 . 5 5 g

1 1 2
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51.

52.

53.
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El plano que pasa por (&a,a,a)y es perpendicular a los planos dados tiene por ecuacion:

x—a y-a z-a
1 1 -1
2 1 -

=0 = y+z-2a=0

La condicion de la distancia se expresa en la forma:

|M =— < |2a|=2 = a=1oa=-1
Vor+ 12412 V2
Los planos son:
yv+z-2=0 o y+z+2=0
Queda:
a) El punto proyeccion de P sobre el plano 7 es M(%,%,%). Este punto es el punto medio del

segmento de extremos P(1,0,1) y P(X,y’,Z). Por tanto,

X+ 1 1
2 3
! v+ 0 2
3

1

3

2

'+ 1
2

b) El simétrico del punto P,(1,0,1) perteneciente a la recta r es Fi(—%,—,——j.

El simétrico del punto Q,(2,3,4) perteneciente a larectar es Q/(0,5,2).
La ecuacion de la recta que pasa por Py Q, es:

X _ y=-5  z-2

T 7

El vector normal del plano es n(2m,—3m+3,—m-3)y un vector direccional de la recta es
(1,2,—-1).

Si el plano es ortogonal a la recta los vectores anteriores deben ser proporcionales. Debe
existir un Unico numero real que cumpla:

(2m,—-3m+3,—-m-3)=k-(1,2,-1).
Operando:

2m=k
3 m+3=2k
-m-3=-k

El sistema carece de solucion y por tanto no es posible determinar el m del enunciado.

25



54. Las coordenadas ( X, y’,Z’) del punto simétrico cumplen:

X'+ 2
+ — 1
2
s X' =0
) ¥+ _ e 1y =0
2 7 =4
I+ 2 _3
2
L1
55. Quedan:

a) Si a#—2los planos 7,y 7, se cortan en una recta.

Si a=-2los planos 7,y 7,son paralelos.

b) Para a=—2los planos son:
7T 2x-y—-2z=0
T, 2X—y—2Z=2
El valor de la arista del cubo sera la distancia entre 7,y 7, .

Esta distancia vale:
|2-0-0-2-0-2| 2

dimy, ma) = di0, @) =

V22 4 =12 4 (=22 3

3
El volumen del cubo es (gj :% unidades cubicas.

£~ EDITEX
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Unidad 7 — Producto vectorial y mixto. Aplicaciones.
Superficie esférica

PAGINA 157
cuestiones iniciales

1. Calcula la ecuacion de la recta paralela a Yy que pase

por el origen de coordenadas.

Xx—2y+z=5
2x—y—z=3

2. Calcula un vector ortogonal a los vectores: i = (3, 1, -1) y v =(1, 2, 0).

3. Halla la altura del paralelepipedo cuyas bases se encuentran sobre los
planos
T X+2v—27=5 M 2x+4y—-4dz=7

4. Determina a, b y ¢ para gue la recta: XTJ = g = ZTH sea perpendi-

cular a las rectas

x v+2 z-1 x+1 v-2
m== = y 5. = =
2 3 -1 —1 2
SOLUCIONES
x-2y+z=0
1. Larecta es
2x-y—-z=0

2. Puede ser el vector:

i j ok
Uxv=|3 1 -1
2 0
3. La altura es la distancia entre los planos, es decir:

2-5+4-0-4-0-7] _ 3 _ |
V224 47 4 (4 6 2

dim, m) =
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4. Se debe cumplir:
fa, b, cy-(2,3,-1)=0 [Ea+3b—c=ﬂ
=1 o
{a,b,c)-i=1,2,1=0

.\'.] :—Sb
c=-7b
Haciendo b=te R, obtenemos: a=-5f; b=t; ¢=-7t con te R

—a+2b+c=0

=
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B Resuelve los siguientes problemas utilizando |a estrategia de marcha atras:

1. Leche y té. Un par de amigos se junta a merendar y uno de ellos pide un vaso de leche y el otro, un vaso de té. Deciden
hacer mezclas del siguiente modo: tornan una cucharada de leche y la echan en el té; después toman una cucharada del
té donde pusieron una cucharada de leche y la echan en la leche. ;Habra mas leche en el t& o mas té en la leche?

2. Juego para dos. Dos amigas dicen, alternativamente, un
numero natural del 1 al 10. La primera dice un numero y la
segunda dice otro, sumandole a este el que dijo la anterior,
y asl sucesivamente. Gana la partida la primera jugadora
que consiga llegar a 100. Encuentra la estrategia ganadora
para la primera jugadora y para la sequnda.

3. La sucesidn de Fibonacci y las abejas. Las abejas macho
(zédnganos) nacen de huevos no fecundados, es decir, sélo
tienen madre. Las abejas hembra (obreras) nacen de huevos
fecundados, es decir, tienen madre y padre. ;Cuantos ante-
cesores tiene un zangano en la décima generacién anterior
a él? ;Cuantos antecesores, en total, tiene un zangano en
la vigésima generacion anterior a €17, y de estos, ;jcudntos
son machos y cudntas son hembras? ;En qué generacion
anterior a este zangano tiene 17 711 antecesores?

SOLUCIONES

1. Como comenzamos con dos vasos llenos el uno de té y el otro de leche, al final la leche que
hay en el té es la misma cantidad que el té que hay en la leche; como se puede ver en el

siguiente dibujo.
- y
==
T
\ |

Li N'L-_éJ

2. Comenzando el juego desde el final, observamos que la 12 jugadora (G) ganara siempre y
cuando deje a la 22 jugadora (P) con 89 en la penultima jugada. Para ello, simulamos una
partida.

G dice 2
1.7 jugada
Ploqueseade1all

2.7 jugada
"8 P, el nimero queseade 1a 10

G, el ndmero necesario para sumar 23 o 34

[G, el nimero necesario para sumar 12 o 23
3.% jugada [

F, el ndmero que seade 1a 10
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Asi sucesivamente G siempre tiene que decir el nimero necesario para sumar un multiplo de
11 mas 1: 12; 23; 34; 45; 56; 67; 78; 89.

Pendltima | G, dice el nimero necesario para sumar 89
jugada | P, el ndmero que seade 1a 10

Ultima jugada {G dice un nimero de forma que obtiene 100}

Por lo tanto, la estrategia ganadora para el primer jugador es en la 12 jugada decir cualquier
nuamero del 1 al 10 y en la siguiente jugada, a la vista de la suma que haya obtenido el 2°

jugador, el 1% jugador debe decir un numero de modo que deje la suma en un mdltiplo de 11
mas 1, y asi sucesivamente en las siguientes jugadas, hasta que en la penultima deje al 2°
jugador como resultado de la suma 89, de esta forma gana la partida.

La estrategia ganadora para el 2° jugador es la misma: ir diciendo nameros del 1 al 10 que
dejen como resultado de la suma al 1% jugador un nimero que sea multiplo de 11 mas 1, asi

en todas las jugadas; en la penultima debe dejar al 1* jugador como resultado de la suma 89
y de esta forma ganara la partida.

En el siguiente diagrama vemos la genealogia de las abejas. Designamos con Z a los zanganos
y con O a las obreras.

- __.q‘ o . N O e N e N A t
PN P () (0} —— 52 osnenstn 8-510) 31
fob 2% fe%  fob {2 —— 49 generacitn 5= 310) + 2(Z)
= e et L~ e
N 3 f

Y — 39 pereracitn 3= 2000 + 1(Zx
E — 2% paneraciin 2 = 160 + 1(Zh

L —— 1% paneraciin 1 = 100

Obtenemos la sucesion:
1,2,3,5, 8,13, 21,... que es la sucesion de Fibonacci.

e Enladecima generacion anterior a €l un zangano tiene 89 antecesores, de los cuales 34
son machos y 5 son hembras.

Generacion | 12 [ 2 |32 [ 42 | 52 & | 72| &*| 97| 10
Antecesores | | g |3 | s | B | 13| 21| 34| 55| a9
i Pl 2 s s e ] 2| o
poecesores oy f o f2 |3 [ s | 8| 13| 21| as| s

Continuando las sucesiones, obtenemos:

e En la vigésima generacién anterior a él tiene 10 946 antecesores, de los cuales 4 181
son machos y 6 765 son hembras.

e En la vigésima primera generacién anterior a él tiene 17 711 antecesores.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Paralosvectores i =(2,3,-1), v=(=3,1,-Tyw=(1,2, 1), calcula (i x V) x W y U x (V x W).
M 2. Dados losvectores U =(1,1,3), v=(-2,3, )yw =(2, -2, 5), calcula i - (V x w).

M 3. Dados los vectores ti = (3, -1, 4), v=(-2,3,-2)yw =(5, 0, 2):
a) Calcula los productos vectoriales 7 x v, T xW y VX W.

b) Calcula el producto mixto de los tres vectores anteriores.

B 4. Seanlosvectores i =(2,0, 1), V= (1, 2, 2) y w = (3, -1, 1). Realiza las siguientes operaciones:

ay (g -v) - w by (Vv-W) -0 o) (TxV) -w d) (Vxw) -0 e) (T xV)xw fl Vew)xd

M 5. loswvectores i =(1,0,1),v=(0,1, 1)yw =(1, 2, 4) forman una base de %3,
a) Prueba que los conjuntos de vectores {U x v, Vv, w} y {U x vV, V xw, w} forman bases.

b) Calcula el producto mixto de los vectores U x V, Vxw y W x .
W 6. Losvectores i y v cumplen It =10, Wl=2 y 4 - v =12. Calcula |U x V.
W 7. Seanlos puntos P(3, 1,5 y Q(=1, 7, 3). Por el punto medio del segmento PQ trazamos un plano & perpendicular a di- _@

cho segmento. Este plano corta los ejes coordenados en los puntos A, By C. Calcula:

a) La ecuacién del plano . b) El drea del tridngulo ABC.

=

B 8. Dadala recta r de ecuaciones {x ¥ J y el punto A1, 2, -1}
X+y=2

a) Halla la ecuacién del plano que contiene a P vy es perpendicular a la recta r.
b) Calcula el drea del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano hallado y los ejes coordenados.
W 9. Un tridngulo tiene dos vértices en los puntos (0, 0, 0) y (1, 1, 1), y el tercer vértice estd situado en la recta {X = . Halla

Z=1
las coordenadas de este vértice sabiendo que el rea del triangulo es V212

W 10. Tres vértices de un paralelogramo en el espacio son los puntos A(1, 0, 1), B(=1, 1, 1)y C(2,-1, 2).
a) Halla el punto D que complete el paralelogramo. ;Hay uno o varios?
b) Calcula el drea del paralelogramo hallado anteriormente.

M 11. El plano -2x + 5y-z + 10 = 0 corta los ejes OX, OY'y OZ en tres puntos A, By C, respectivamente. Estos puntos deter-
minan, junto al origen de coordenadas O, un tetraedro. Obtén el volumen de dicho tetraedro.

W 12. Calcula la distancia del punto (-2, 4, 3) a la recta e .
v=4-2z/3
M 13. Dado el plano de ecuacién 2x + 2y + z = 3 y el punto A(1, 0, 2), sea B el pie de la perpendicular de A a dicho plano
y C(2, 1,-2) un punto del plano. Halla el &rea del triangulo ABC.
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1. Al'ser uxv=(-25,11), se tiene que (UxV)

Como vxw=(3,2,—7), por tanto Ux(Vxw)

2. Setiene que:

—

T -1 3
Ugivxw) |2 2 1|==7
3 -2 5
3. Queda:
ij ok
auxv=3-1 4|=-10i-2j+ 7k
-2 3 =2
i j ok
Uxw=|3-1 4|=-2i+14j+5k
5 0 2
i j ok
Vxw=|-=2 32 |=6i-6/-15k
5 0 2
3 -1 4
by [, Vv, w]=|-2 3-=2|=-36
5 0 2

4. Queda:

al - v - w =443,

h) (Vv = w)u =3(2,
3
C) U =vV)-w=|2
1
2
d (Vv xw)-u =1
3

-1, 11 =012, -4, 4)

0, 1)=16,0,3)
-1 1
01|(=1
22

01
22=1
=11

e) 0w Ve w=1(1,14,11)

fi (Vxw)xu=I(5-18 -10)

xW=(-17,13,-9).
=(-19,11,-5).
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5. Queda:
a) El conjunto de vectores {UxV,V,w}esta formado por {(-1,-1,1),(0,1,1),(1,2,4)}. Forman
base al ser

-1 =11

o 11
1 2 4

=—4=10

El conjunto de vectores {UxV,vxw,w}esta formado por {(-1,—-1,1),(2,1,-1),(1,2,4)}.
Forman base al ser

-1

-1 1
1 =1|=6=0
2 4

b) El producto mixto de los vectores pedidos es:
-1 1
1 -1
3 -2

=1

(U xV)-[(Vxw)x(wxu

-
[a—

P Bt —

6. Como uU-v=12, el angulo a que forman uy v es:

u-v 12
cosag= ——— =
[ | - |V 102

Luego a=5327"48,37"
Por tanto, [UxV|=|d|-[V|- sen @=10-2-sen (53°7'48,37")=16

7. Queda:

a) El plano 7 pasa por el punto M(1,4,4)y su vector normal es P_(jz(— 4,6,—2), su ecuacion
es —4x(x—-1)+6(y—4)+(-2)(z—4)=0, es decir, 2x-3y+z+6=0.

b) Las coordenadas de los puntos A, By C son:
Al=3,0,0), Bio, 2, 0)y Ci0, O, —6).
El area del triangulo ABC es:

Area = l— |AB x AC| =

1 [ —
= —13,2,00x53,0,-6)] = — V504 = 11,225,
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8. Larecta rexpresada en la forma continua es:

a)La ecuacion del planoes (x—1,y—-2,z+1)-(1,1,2)=0
Operando se obtiene x+ y+2z-1=0.

b)Los vértices del triangulo son:
All, 0,05, B0, 1,0 v Cilo, 0, 1/2).

El area de dicho triangulo es:

Area = % IAB x AC | =

(=1, 1, 00 x (=1, 0, 1/2)] =

III 3 .
| — = 0,612 unidades cuadradas.

Vo2

ml= )=

El tercer vértice tiene de coordenadas

(2t,t,1). El éarea del triangulo de vértices
A=(0,0,0),B=(1,1,1) y C=(2t,t,1)es:

Area = — |ABx AC| = L|H, 1, 1)x (2t 4 1) =
2 2

= L||:1 —t2t=1,-tl| = 1 NI Fre i
2 2

r

Como el area vale > se obtiene t=0 y t=1. Estos valores nos posibilitan dos soluciones:
(Os 0! 1) y (2! 1! 1)
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10. Queda:

a) Pueden ocurrir dos casos como se observa en el dibujo.
I Il
o c o

A g A B

— —= :
l. En este caso, AB = DC vy el punto D tiene por
coordenadas (4, -2, 2.

— — )
[Il. En este caso, AB = CD y el punto [ tiene por
coordenadas (0, 0, 2).

b) El area del paralelogramo es:
Area = |ABx AC|=|(-2,1,0)x(1,—1,7)=[(1,2,1)| =/6 =2,45 unidades cuadradas.

e El area del paralelogramo es igual en cualquiera de los dos casos.

11. Los puntos A, By C son:
A(5,0,0),B(0,-2,0) y C(0,0,10)
El &rea del tetraedro es la suma de las aéreas de los triangulos siguientes:

Area (ABC) = l—H_é % 4_[1"| = % ||:—5, -2, 0) x
x (=5, 0,10 |:%|[—?_G, 50, =10)| :% \V/3000=27,39

]

Area (ABO) = %hﬂ x OB| = T||:5, 0, 0) x
x[r::,—z,m|:l—|l:r::, GJ—1G]|:%1D:5
Area (ACO) = %|§:{ x D_E'| = l—|[5, 0, D) %
% (0, 0, 1m|=%|[[}, -50, D_J|=%5D =25
Area (BCO) = %lCTé o D_E_| = l—|[[}'J =2, 0) =
x(0,0,10)| = = li—20, 0, D_ﬁl|:%20:1ﬂ

Por tanto, el drea del tetraedro es:

27,39 + 5425 + 10 = 67,39 unidades cuadradas



12. La recta en forma continua puede expresarse:

x=1/2  y-4 z

2 -2/3 1

La distancia buscada es:

do (5/2,0,-3)x (2,-2/3, )] _ V2 845 _381
(2, =2/3, 1)] 14 ’

2x+2y+2z=3
13. Las coordenadas del punto B son las soluciones del sistema { x—y =1
y—-2z=-4
Por tanto, los vértices del triangulo son los puntos
[ 7 20 17
A1,0,2), Bl —, -——, lyCi2,1,-2)
L9 9 =
El area del triangulo es:
- 1 o —
Area (ABC) = T|AE x AC| =

¥ %
2 2] |x (1,1, -4) =0,71
9
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W 14. Sean A1, -5, a), B(2, a, -1) y Cla, -5, 2) los tres vértices del tridngulo ABC. Determina el valor de & para que ese tridn-
gulo sea rectangulo en Cy después calcula su area.

M 15. Halla |a distancia entre las rectas:

=t 2 0
riiy=1-t S:{x—_v; o
z=1+2t s

A gue equidistan de los planos:

M 16. Calcula los puntos de la recta r:
Xx+yv=2

mi2x+y-22=0 meX—2y+2z2-1=0

M 17. Halla la ecuacién de la recta perpendicular comun a las rectas:

v=0 x=0
r: s:
z=0 7 =2
x+1 v—=-2 z-1

W 18. Dadalarecta r: == = = = — y los puntos A(2, -1, 1) y B(3, 0, =2} encuentra los puntos P de r para los cuales

el tridngulo ABP es rectangulo con hipotenusa AB. Halla en estos casos el drea del tridngulo.

M 19. Halla el valor de a para que la recta:
r 2x -5y -1=0
“|x+5z+7=0

y el plano m: x — 3y + az = -6 sean paralelos. Para este valor de a halla la distancia entre ellos.

y=0

W 20. Lospuntos P(1, 1,0)y Q(0, 2, 1) son dos vértices contiguos de un rectangulo. Un tercer vértice pertenece ala recta r: { .
Z=

a) Determina los restantes vértices del rectangulo.

b) ¢Qué posicion relativa deberia tener la recta r y la que contiene el segmento PQ para que la solucién fuese Gnica?
M 21. Halla la ecuacion de la superficie esférica de centro el punto C(1, 3, -1) y radio 3.
W 22. Halla el centro y el radio de la esfera de ecuacién 2x? + 2)2 + 222 — dx + 8v— 12z + 20 = 0.
W 23. Halla la ecuacidn de la esfera que pasa por los puntos P(5, 1, 3), Q(1, 2, 0), R(=2, -2, 1)y 5(1, 1,-1).
M 24. Determina la ecuacion del plano tangente a la esfera x> + y* + 72 — 2x— dy —4z=0enel punto (2, 4, 4).

M 25. Determina el area de una superficie esférica que es tangente a los planos =, y m, de ecuaciones m,: 3x - ¥ + 52 = 5,
m3x—-y+52=12

W 26. Halla la interseccién de |a esfera de centro (3, 1, 0) y radio 2 con la recta de ecuaciones paramétricas x=2 +1¢, V=T,
z=1-1t

W 27. Halla la ecuacién de la esfera de centro C(-1, 4, 2) y tangente al plano de ecuacién 4x — 4y +4z - 12 = 0.

11
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SOLUCIONES

14. Debe cumplirse que los vectores CA y CB son perpendiculares. Es decir, el producto escalar
de ambos debe ser nulo.

_:' "
CA=(1-a,0 a-2),

—_—

CB=(2-aa+5,-3)

De CA-CB se obtiene a>—6a+8
Las soluciones de la ecuacién son: a=2y a=4

El area del triangulo ABC es:
l‘@ix@‘:lh 0-3a-a° a*-a+1,5-4a-a
2 2

Si a=2= area = 3,81 unidades cuadradas.
Si a=4= area = 17,48 unidades cuadradas.

15. Ambas rectas se cruzan.
Hallamos la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a la recta s. Su ecuacién:

y=1 71

X
T - 2
|

=0 &= X—y-24+2=0

La distancia entre las rectas es:
e _l0-0-3+2] _
V124 =12 + (=17 V3

= 0,577

12
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16. Sea P(t,—t+2,t—1)un punto cualquiera de la letra r. Se cumple:

T L 7
diP, m) =d(P, m) == 2t-tr2-2t+2] _

V4a+1+4
T — I
— |I.L+._f 4+ 2t-2 1| "-‘-::"l—f+4|:|5f—.-_fr|¢='
VIi+4+4
—t+4= 5t-7=1t=11/6
= O 8]
—t+4==5+7=1t=3/4
11 -1 1 5
Para t = —— el punto es P( , . :I
& . b 6 6/
3 3 5 1
Parat=— elpunto es P| —, —, —— |
4 L4 4 4

17. Sea P(t,0,0) un punto cualquiera de ry Q(0, s, 3) un punto genérico de s.
Los puntos Py Q por los que pasa la perpendicular comun deben cumplir:
PO-U =0; (-5 3)-(1,0,00=0
PO -1, =0; (5 3)-0,1,0=0
Operando obtenemos: t=0y s=0.

La recta buscada es la que pasa por P(0,0,0) y Q(0,0,3) y su ecuacion es:

=0
y=0 ytc R
Z =73t

13
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18. Sea P(—1+2t,2—-2t,1—1) un punto cualquiera de la recta r. Para que el triangulo ABP sea
rectangulo en P debe cumplirse:
— —
AP-BP =0 =
e (2t-3,-2t+3,-t) -
S(2t—4, =2+ 2, —t+3) =0 =
e Fo3t+2=0 e t=10t=2.

Para t=1 el punto es P(1, 0, Q).

Para t= 2 el punto es P(3, -2, -1).

En el primer caso el drea del tridngulo es:

AP AR = 1,1 1) (1,1, -3) =
2 2

1
T||:—:J_, —4,-2)| =V6=2,45

En el segundo caso el drea del triangulo es:
1

—||:-|_, —1,—2] * [-I.l 1.! _3.]:
2

AP x AB|
2

V30

1
-5 1,2 = ~2,74

19. La ecuacion de la recta r puede ser expresada en la forma:

X v+ 1/5 Z+7/5

5 2
Para que la recta ry el plano 7 sean paralelos, debe cumplirse:
i1,-3,a-i5,2-1)=0 = a=-1

La distancia buscada es:

gol0=3--1/5 (75 +6| _ 8
V124 (232 + (=17 VT

=241

20. a) sea R(t,0,1)un punto genérico de la recta r. Para que R sea vértice de un rectangulo se debe
cumplir:

PR-PO=0 < (t=1,=1, 1) (=1,1,1) =0 <> t= 1

8]

—=

OR-PQ=0 < (t,-2,00-(=1,1, 1)=0et=-2

21. La ecuacion es:(x—1)% +(y —=3)* +(z+1)*=9

14



22.

23.

24.

25.

26.

El centro es el punto (1,—2,3) y el radioes r=2.

£~ EDITEX

La esfera de ecuacién x° + y? + z° + mx+ ny + pz+g=0 cumple las condiciones:

SmM4+n+3p+g=-35
m+2n +g= -5
-2m-2n+p+qg= -9
m+ n-p+qg= -3

Resolviendo el sistema, obtenemos:

me_ 7 .3 9 13
2 2 P 2 q 2
La ecuacion de la esfera es:
Crv+r— oy 2y P 13 _p
) 2 27 2 2

El centro de la esfera es el punto (1, 2, 2).
El plano buscado tiene por ecuacion:

T-x=2)+2-(y-4+2-(Z-4=0==

= X+2y+27-18=0.

El diametro de la superficie de la superficie esférica es la distancia entre los planos. Esta es:

dim, m) =

_3-o-o+s5-1-12) |7l 7 .
Vats C1p + 3 V35 vV3s

El area buscada es:

1,18 _
S ] = 4,398 unidades cuadradas.

dart = 4}!(

La solucion del sistema:

ix—3)7+ lZ_]r'—'l]"‘ + 7 =4

Nos da como resultado los puntos:
(4,155; 2,155; -1,155) v (1,845; -0,155; 1,155).

15



27. El radio es la distancia del centro C al plano dado y vale:

re |4=1)—4(4) +4(2) 12| _ |24 _ 6
Va2 4 (4P 4 4 V48 V3

La ecuacion de la esfera es:
X+ 1P+ y—4+(z+27=12

£~ EDITEX
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

M 28. Halla la distancia entre el punto A(1, 2, 3) y cada uno de los ejes coordenados.

MW 29. Halla la distancia entre las rectas de ecuaciones:

x—27y72+1 Xx+yv+z=1
3 2 2 X+ y+2z=1

W 30. a) Encuentra las coordenadas del punto B, proyeccion ortogonal del punto A(1, 0, 2) sobre el plano 72 2x + y+ 2z = 10.

b) El punto C(2, 1, 5) es un punto del plano . ;Cuanto vale el drea del triangulo ABC?

z x=1 ¥
1Y 7 73

) a X
M 31. Hallala recta perpendicular comin a las rectas r:7=%=

W 32. Halla la distancia entre la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(0, 1, 1) y el eje OV.

M 33. a) Dado el punto A(-6, 2, 0), halla su simétrico A’ con respecto a la recta:

x=1-1
riqy=-2+t

z=-3t _@_

b) Halla un punto P de la recta r tal que el drea del tridangulo A4'Pvalga 3\;'{6_6 Uz,

M 34. Dadala recta XT_1 = y—+11 = g encuentra la ecuacién del plano que la contiene y es perpendicular al plano OXY.

M 35. Nos dan los vectores 3= (1,0, -1), b = (0, 2, -1) yc=(2,0,0). Halla:
a) Valor absoluto del producto mixto de d, b y € y da su significado geométrico.
b) Angulo que forman by € .
) Razonasid, by ¢ forman base, y en caso afirmativo halla las coordenadas del vectar ¥ = (1, -2, 0) en dicha base.

W 36. Halla el lugar geométrico de los puntos P que determinan con A(1, 0, 0), 8(0, 1, 0)y C(0, O, 1) un tetraedro de volu-
men 1/6.

W 37. Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo que A(8, 0, 0), B(0, 8, 0), C(0, 0, 8)y E(8, 8, 8).
Obtén también las coordenadas de los otros vértices.

X =0

M 38. Calcula la distancia del punto P(1, -1, 3)alarecta riq~ z .
y+4=0

W 39. a) Comprueba que los vectores @ =(1, 1,3), b=(-1,2,0)y ¢ =(1, 3, 5) son linealmente dependientes.

b) Encuentra la ecuacion del plano que contiene a los vectores b y € y corta al eje OX a distancia 3 del origen.

W 40. Siendo U y v dos vectores cualesquiera del espacio, prueba que:

{T-VIx({U+V)=20x%xV

17
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28. La distancia del punto A(1,2,3) al eje OX viene dado por la expresion:

(1,2, 3) % (1, 0, 0}

diA, OX) = _
[(1, 0, 0)]

0, 3, =2)
- u =13 = 3,606
[(1, 0, 0]

La distancia a OY es:

diA oy = 11:,2,3)x(0, 1,0 _
S |0, 1, 0)]

_ M V10 =3,162
(0, 1, 0)]

La distancia a OZ es:

[(1,2,3)= (0,0, 1]
[0, 0, 1)]

d(A, OZ) =

(2,-1,0
I N V5 =2,236
(0, 0, 1)]

29. Estas rectas se cruzan. Por tanto

2 -1 -1
. 3 02 -2
dir s) = IlPrf'fJ 'l‘}_—.'l"s]l _ _1 3 21 _q09
V7 = Ve VA + 64+ 121
R
Vixvi=|3 22| =-2i-8/-11k
13 2

18
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30. Quedan:

31.

a) Junto B es la interseccion del plano 7z con la recta que pasa por A(1,0,2) y es perpendicular
arx.

El punto B es la solucién del sistema

2x+y+z=10
x=2y =1
y—z=-2

Las coordenadas del punto B son B(3,1,3).
b) El &rea del triangulo de vértices A(1,0,2), B(3,0,3) y C(2,1,5) es:

Area (ABC) = %Hﬁ x rﬁ"| =

—_—

=iz, 1, 1x01,1,3)| = —V30=2,739

2

I‘~-.'I|—l

Sean P(t,t,t) y Q(s+1,3s,s)dos puntos genéricos de las rectas r y s. Los puntos anteriores
quedan fijados bajo las condiciones:

POx(1,1,1)=0 = 3t—5s5=1 3 |

— , 5=

s t=
Fi)xi1,3, 1)=0 = 5t-11s=1 4 4
Los puntos fijados son P(3/4,3/4,3/4)y Q(5/4,3/4,1/4).

La perpendicular comun tiene por ecuacién:

x:§+t

y=— teR

3
z=—-—t
4
Otra forma de resolver este problema es hallar la interseccién del plano que contiene a r y al
vector V perpendicular ary s, y el plano que contiene a s y al vector vV . Esta interseccion nos
da la recta perpendicular coman.

v=(-2,0,2)

r,oryav:x-2y+z=0

7,>syav:3x-2y+3z-3=0
Xx-2y+z=0

Luego la recta buscada es
3x-2y+3z-3=0

19
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32. Estas rectas r (que pasa por Ay B) y s (eje OY) se cruzan, por tanto la distancia viene dada por:
-1 11

- . 0 10
d(rs)=HV”VS,VPQ}= 119 =£unidades
’ A |(—1,o,—1)| 2 '
33. Se da:
.A
\ al
\ %

P

G \
A

a)Sea M(1—t,—2+t,—3t)un punto cualquiera de la recta r. Para determinar el punto M, punto
medio del segmento de extremos Ay A’ se cumple:

— — — —
AML g = AM- U =0 = It+ 7. t—4, -3 -

-1, 1, 3=0est—T+t—-4+H=0=t=1.

El punto M es (0,—1,—3)y el simétrico de A es A'(6,—4,-6).
b)Sea P(1-t,—2+1t,—3t)un punto de la recta r. El area del triangulo AA'P es:

366 = l—Hﬁ' ® ‘3:5| s

= 3IV66 = %|[24 t—24, —42 t+ 42, 6t - 6)] =

= 6VE6= V237612 —47521t+2376 <
= 237624752 t=0=t=0 o t=2

Los puntos solucién son (1,—2,0) o (—1,0,—6).

34. El haz de planos cuya arista es la recta dada puede expresarse en la forma:
+2v+ 1)+ ABx-22-3)=0
Operando:
(1 +3Ax+2y=242z+(1-34)=0
Si este plano es perpendicular a OXY se cumplira:
(T+3A4,2,-24)-00,0,1)=0 = A=0

El plano buscado es x+2y+1=0

20
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35. Queda:

a) el producto misto vale 4 y representa el volumen del paralelepipedo de vectores concurrentes
en un vértice Ios dados.

cos b c ‘ H ‘ =0 luego los vectores forman un Angulo de 90°.

c) los vectores son linealmente independientes pues el determinante formado por ellos
vale 4 distinto de cero. Por tanto forman base.

d) escribimos el vector v dado en combinacion lineal de los de la base y obtenemos:
(1,-2,0)=x(1,0,-1)+y (0,2,-1) + z (2, 0, 0)

Y resolviendo el sistema tenemos que x=1;y=1;z=0.por tanto las coordenadas son (1,- 1,0)

36.Sean los puntos P(x,y,z). Deben verificar que %H@,E,ﬁ]z% de donde

-1 10

-1 0 1|=1y obtenemos que el lugar geométrico son los planos de ecuacion
x-1 vy

x+y+z=0.

37. El volumen vendra dado por:

—_— @ —= =

V= |[AB, BC, AE]| = =1024m*

':C'éDC.‘-'

8
8
8

o o

x=t
38. la recta puede expresarse en la forma: < y=—4
z=t
la distancia buscada es:
de [(1,3, 3= (1,0, 1) _
[(1, 0, 1)
12, 2, =3 V22 AT

[(1, 0, 1) V2

—
(5]
—
|

21
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39. Queda:
1 1 3
a) El determinante -1 2 0| vale cero.
1 3 5

Por tanto los vectores dados son linealmente dependientes.
b) El plano esta determinado por el punto (3, 0, 0) y los vectores (—1,2,0) y (1,3,5). Su
ecuacion es:

X3 v Z
1 2 0|=0 < 10x+5y-52-3
1 3 5 2:«:'+_y—z—

0=0
b=0

40. Teniendo en cuenta las propiedades del producto vectorial, se obtiene:
(U =VixiU+V)=UxU+V)—Vxiu+Vv)=

— —r — —e — —
v

=UXxU+UXV VXU —-VXVv=UxXV—VxU

=U x V +U x

22
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Unidad 8 — NUmeros reales. Funciones reales

PAGINA 183

cuestiones iniciales

1. Representa en la recta real los siguientes conjuntos:
a) [-1, 4] C) E-1,4) e) (=ee, 5]
b) (-1, 4) d) £%(3, 3) f) £+3,3)

2. Estudia si los siguientes conjuntos estan o no acotados. En caso afirma-
tivo, determina, si existen, los extremas relativos, maximos y minimaos.

A=fxeRlx-21<3} B={xeR|[3=x<4] C=(-2,1)u(0,2]

3. Dibuja una gréafica de una funcién que responda a las siguientes ca-
racteristicas:

a) Dom f=%2; Im f=[-5, +oa).
b} Estrictamente decreciente en (—eo, —3); estrictamente creciente en (-3, 0).
c) Simétrica respecto del eje de ordenadas.

d) Maximo relativo en (0, 2) y minimo relativo en (-3, =5).

SOLUCIONES
1. Quedaria:
-1, 4] -1 4
':—-IJ 4_:' _'1 H
Ei-1, 4) = (=5, 3) 5 5

E*3,3)=10,6)-{3) 5 3 6

[—oa, § ] — .

5

E+i3,3)=1(3, 6)
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2. Lasolucién es:
A={xe R|[x-2|<3}={xe R|-1<x<5}

A esta acotado superiormente por 5 e inferiormente por — 1, luego, A esta acotado.
No tiene maximos ni minimos.

B={xe R[3zx<4)
B esta acotado superiormente por 4 e inferiormente por 3, luego, B esta acotado.
Tiene minimo, el 3.

C=(=2, 1)wiD, 2]

C esta acotado superiormente por 2 e inferiormente por — 2, luego C esta acotado.
Tiene maximo, el 2.

3. La representacion queda:
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M Reflexiona sobre las siguientes conjeturas:

1. Primos gemelos. Hay infinitos pares de ndmeros primos gemelos, es decir, de primos cuya diferencia es igual a 2. Ejemplo:
7y 5 son primos gemelos, ya que 7 - 5 = 2. Encuentra cuatro pares de nimeros primos gemelos.

2. Ndameros primos generados. El polinomio n? — n + 41, cuya indeterminada n es entera, genera nimeros primos cuando
n va desde —40 hasta 40. Este polinomio, ;genera primos para cualquier entero n?

3. Numero magico. Toma un numero de tres cifras. Forma el nimero que se obtiene al escribir a la derecha del anterior el
numero repetido. Este nimero de 6 cifras lo dividimos por 7 y al cociente obtenido, por 11, y al Gltimo cociente, por 13.
i Qué se observa?

4. Conjetura de Collatz o (3n + 1). Compruébala para los valores de n: 7, 12, 17 y 30.

SOLUCIONES

1. Esta es una conjetura que esta sin demostrar.

Hasta el numero 100 podemos encontrar varios primos gemelos: 5y 7; 11y 13;17y 19; 29 y
31;41y43; 71y 73.

2. En efecto, el polinomio n®—n+41 genera nimeros primos para valores de n comprendidos
entre — 40 y 40.
Por ejemplo:
n=25= n®-n+41=641 que es un nimero primo.
Para cualquier valor de <<n>> no genera numeros primos, pues, por ejemplo, para
n=41= n*—n+41=41"-41+41=41% que es un nimero compuesto, no es un nimero
primo.

3. Tomamos un numero de tres cifras cualesquiera, 739, y le aplicamos lo que dice el problema:

739739

=739
7-11-13

Observamos que obtenemos el numero de partida. Veamos que esto se cumple con cualquier
numero y para ello partimos de un numero cualquiera xyz:
XYZXVZ =
= 100 000x + 10 000y + 1 000z + 100x + 10y + z =
=1001T-(100x+10y+2)=7-11-13 - xyz

Por tanto, al dividir xyzxyz por 7, por 11y por 13, obtenemos el nimero de partida xyz.
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4. Indicamos con f?(x)=f(f(x)) y asi sucesivamente por cuestiones de escritura.

Para n=7

f(7)=22 ;1(7)=11;1(7) =34 ;{4(7) = 17 ; %(7) =52 ; 1%(7) = 26 ; {'(7) = 13 ; *(7) = 40 ;
B(7)=20;11%7) = 10 £7(7) =5 ;1%(7) = 16 ;{%(7) = 8, f'%(7) = 4 1°(7) = 2;1°(7) = 1...

Para n=12
fg12) =6 ;f%(12) =3;1(12) =10 ;f*(12) =5 ; °(12) =16 ;°(12) =8 ;f'(12) = 4 ;
ff(12) =2 ;f°(12) = 1...

Para n=17
fg17)=52 :2(17) = 26 ; 2 (17) = 13 ; f*(17) =40 ; °(17) =20 ;1%(17) =10 ;' (17) =5 ;
(17) =16 ;°(17) =8 ;'°(17) =4 ; '(17) =2 ; f?(17) =1 ...

Para n=30

f(30) = 15 ; f(30) = 46 ; £3(30) = 23 ; f%(30) = 70 ; °(30) = 35 ; f(30) = 106 ; {'(30) = 53 ;
f8(30) = 160 ; £°(30) = 80 ; '°(30) = 40 ; f'(30) =20 ; f'%(30) = 10 ;{'}(30) =5 ;f'*(30) = 16 ;
f°(30) = 8 ; f'°(30) =4 ;f'"(30) =2 ;'¥30) =1 ...
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Halla el menor conjunto al que pertenecen los siguientes ndmeros:

473 | 104 -4 Jis 27 |16/4a| 9
0 /2 | 32 Vo4 | 2/5 e° I-8
M 2. Representa sobre la recta los siguientes conjuntos:
a) A={xcRB|x>3yx>5} e) E={xcR|x<-10x=3}
b)B={xeZ|x=4yx<6} f) F={xeZ|x=30x=2}
) C={xeM|x>-5yx=2} g) G=(-eo,-1)u[2,5)
d)D={xecB|x>25yx<5,.2} h) H= (-6, -4)~ [-4, 8)

W 3. Define por comprensién, dentro del conjunto de los niimeros reales, los siguientes subconjuntos:

a) [-3, 5] C) (2, +o2) e) E(3,1) g) E*(3, 1) i) E(1,3)
b) (-3, 5] d) (s, 2] f) E*(3, 1) h) E(=3, 1) i E(=2,1)

W 4. Resuelve las siguientes ecuaciones: |
a) [1,5]uE7, x)=[1,10) c) E(3,2)mE2, 1)=(1,x% —@_
b) (2,31 n Elx, 2) = (-1, 3) d) [2, )[4, 8] = [2, 8]

W 5. Estudia si los siguientes conjuntos estan o no acotados. Determina, si existen, los extremos superior e inferior, ademas
del maximo y minimo.

a) A=(-5,7) f) F=(-6, 1) w0, 3)
1
b) & = [-5, 7] ) G:(E, +m)
o C=[57 h) H=[-6, 11~ (0, 3)
d) D=(5,7] i) I={xeB|x>30x<1}
e) E= (-3, 1) i j={xe:~§‘x=3ln;ner\l}

M 6. Escribe los siguientes conjuntos en forma de intervalos y represéntalos graficamente:
a) A={xeB|Ixl=3) ) C={xeB|3-xl<2}
b) B={xecB|lx-2l<1} d) D={xcB|2lx+ 1< 5}

B 7. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) lx=21=1 by lk=3l+x-11=2 o) x¥*-21xI-3=0

M 8. Encuentra, si existen, el supremo vy el infimo de los siguientes conjuntos:

a) A={xeR|1<x<3} b)3={M
n+

7 ner‘\{}
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SOLUCIONES

1. La solucion es:

]

12

“ 3.I 2 )
Son ndmeros naturales V27 9 Vad e 0
- ' N
Son ndmeros enteros -4 —16/V4 V&

Son niimeros racionales -4/3 1,04 2/5

Son nlimeros reales *-.;“E mh2 3#"5
2. Queda:
a) A={xe [I%|x:-»5}:|:5, +o)
5

b) B=ixe Z|4<x<6}=14, 5]
i 5

c) C={xe M|-5=x=<21=10,1,2

il -
0 1 2

d) D={xe R|2,5<x<52}=1(2,5:5,2)
25 5.0

el E={xe H|x«:—1 OX=23)=(—= 1) w3, 4==)

% +*

-1 3
fl F={xe E|x£30x32}=£

g) G=f=o 1) U[2,5) e—0 o

hy H=i-6, 4~ -4, 8 =0
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. Quedaria:

a) [-3,5]={xe R|-3=x<5)

b) (-3,5]=1{xe R|-3 <x<5}

(2, +==) = {xe R|x>2]

(—e=, 2] = {x e B|x<2)
E3,1)=i2, 4 ={xe R|2 < x<4)
F*3,1)=(2,4) —[3}={xe R|2 < x < 4; x % 3}
E(3,1)=03,4={xe R[3<x<4
Fi3,1)=(2,3)={xe R|2 <x<3}
1,3/ =12, 4 =1xe H|—2<:x<:4}
F¥(-3:0,2) = -3,2: 2,8 - [-3} = {x e R|-3,2 =
< x<2,8 x=+-3}

La solucioén es:
a) [1,5]wi7 —x, 74x)=[1,10) =x=3

b) (-2,3]N(x-2,x+2)=(-1,3)= x=1
c) EB2)nERN)=(1,x)=(1,5)Nn(1,3)=(1,x)=> x=3

Los conjuntos A, B, C y D estan acotados inferiormente por cualquier nimero menor o igual
que (- 5) y superiormente por cualquier niumero mayor o igual que 7; luego estos conjuntos
estan todos acotados.

a)A no tiene maximos ni minimos

b)B tiene minimo en — 5y maximo en 7.

¢)C tiene minimo en — 5 y no tiene maximo.

d)D tiene maximo en 7 y no tiene minimo.

e)E(—3,1)=(—4,—-2) esta acotado y no tiene maximo ni minimo.

~_— ~— ~— —

f) F=(-6,1)U[0,3)=(—6,3) esta acotado y no tiene maximo ni minimo.
Q) G=(%,+ooj no esta cotado superiormente, por tanto, G no esta acotado.

h) H=[-6,1"(0,3)=(0,1] esta acotado y tiene maximo en 1.
i) I={xe 9{|x>3 0 x<1}=(—o0,1)U(3,+0) no esta acotado.

i) J={ xeR |X=l;ne X= 1lli}
3" 39 27

J esta acotado y tiene maximo en 1.
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6. Quedaria:
a) A={xe B||xl= 3} = [—3, 3] —
b) B=i{xe RB||x-21<11=1(1, 3) —

c) C={xe I]E|I3—x|f:2}:—2<:3—x<:2:~
= S x<-1=58>x>1=1<x<5=
= C=(1,5) ——

' 1 5

d) D={xe R|2Ix+ 1|5}

522 +2=5=_T7=2x=3=-35=x<1,5

0=1-3515 —e—
-35 1,5
7. Queda:
Xx-2= 1
al [x=2=1= 0 = x=3 0 x=1
X=2=-1

bi La expresidn |x — 3| + |x —1| toma los siguientes

valores: _
2x+4 six<]
2 sil=x=3
| =3 + |[x=1] = :
2x—4 six=3

Las soluciones de la ecuacion |x—3|+|x+1|:2 son todos los numeros reales del intervalo [1,3]

. 2+ 4 3
C) Si x=0resolvemos ¥ —2x—3=0=x= <
1
. 2 +4 1
Si x=0 resolvemos ¥’ +2x-3=0=x= ff:
2 =3

Las soluciones de la ecuacién x° —2|x| -3=0son3y-3.

8. Queda:
a) el infimo de A es 1y el supremo es 3.
b) el infimo de B es 1 y el supremo es 2.
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B 2. Analiza, en cada una de las siguientes funciones, el dominio, el recorrido, la simetria, la periodicidad, la acotacién, la mo-
notonfa y los extremos absolutos y relativos.

; 14 ; 4 ; 14 Y
! \ y=g(x) y="hix)
i : ; — T2 y=i(x)
: P X PoX _a q X i X
a5 fo 4! [3) 2 o -1 |0
: y="flx) :
o |
Y : Y ; Y :
B c e ol /ol X
- yeo O
| | B |
M 10. Estudia el dominio, la simetria y la periodicidad de las siguientes funciones:
a) i) = x* - 2x? 9 ) = x? + 2 e) f(x) = [sen x| g) fx)=In(x*-9)
b) f(x) = cos 2x d) fx) = x & f )= — h fo) = — X=X
X2+ 4 X —Tx+12

W 11. Dibuja las graficas correspondientes a las funciones que verifican las siguientes condiciones:

a) Dom f=8 - {+2, -2} Im f = &; estrictamente creciente en (—ee, —=2) w (=2, 0); estrictamente decreciente en
(0, +2) w (2, +o0), y f es par.

b) Dom f=%; Im f=[-3, 3); minimo relativo en (=3, -3) y maximo relativo en el punto (1, 2).
c) Dom f= (0, +=0); facotada superiormente por 2; maximo relativo en (2, 1) y minimo relativo en el punto (4, -1).

d) Funcién periédica con periodo 1, dominio de definicion [-3, 3] y simétrica respecto del origen de coordenadas.

M 12. Dadas las funciones f(x) = 1; glx) = x> + 1; hix) = % halla las siguientes funciones:

Xt
a) gofah b) fogsh O hagof

M 13. Dada la funcion f(x) = In [ﬁ} demuestra que a, b (=1, 1) cumple que:

@) + f(b) = f( f:ai)

W 14. Sabiendo que f(x + 1) = x2 - 3x + 2, halla f(x).

3x-1

M 15. Sean las funciones f(x) = g

y g(x) = 2 — 5x. Comprueba que [f= gl =g~ = f~.
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9. Los datos son:

Extre.

Extre.

Funcion Dominio Recorrido Simetria Periodi Acota. Creciente Decrec Absol Relativos
V=i | (34) | 4=) | No | No | No | (154) | (318 | M| 2T,
y=g(Xx) | (- ,2) R No No No No (= ,2) | No No
y=h(x) (‘[g’f])u (=0 | Par | No | No |(==.3)| @) M| No
. Min
y= (X) R-{-1} [2; °°) No No No (—1, oo) B No
Min
Si . 0 Maxim.
y=K(x) R (0,2] No T oo Si (0,1) (1,2) Max (1.2)
2
y=I(x) (-3,3) R Impar No No No (-3,3) No No
y=m(x) R-{2} (-4, =) No No No | (== ,2) | (2, ) No No
10. Queda:
Funciones Dominio Simetria Periodicidad
a) R Par No
b) R Par Si T==7x
c) (= 00,—2] U [0,400) No No
d) R Impar No
e) R Par SiT==7x
f) R Par No
g) (_ 009_3) o (39+°°) Par No
h) R —{3,4} No No

10
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11. Quedan:
0
2 2 ¥ 1 X
-3
yY
< d) 'R . AN
P '-I f ". |I Y
i) ¥ ||'II Y | .II.I IIIl I"Il III| l,l | i
1 RV EANERY AV YRV ERS
0 \/ 5 v Voo
_1 t ¥ _-l [}
12. La solucion es:
a) (gefehiixi=(geflhix)]=(g= r’_:u( . ]:
) +

VR

{0

by (fogohix) =(feglhix)] =ife gll:; T ] =
+ 1

) F W | Fi .I W 2

= =f 1=
[g( x4+ 1 ]] [I: o+l ] i ]

cl thegefix)=theglfixi] =thegll] =

[

= hlg(1)] = h[2] = T

13. La solucién es:

1-a 1-b 1-a)(1-b 1+ab—a-b
+In| —=|=In|| — || — | |[=In| ————| (1)
1+a 1+b 1+a)\1+b 1+a+b+ab

a+b

1—
f a+b i 1+ab - 1+ab—-a-b 2)
1+ab 1+a+b 1+a+b+ab
1+ab

Como (1) = (2), queda probada la igualdad pedida.



14. La solucién es:

fix+1)=x"-3x+2

Hacemos x+ 1 =t=x=1t-1
fin=it=1rF=3t-1+2=¢-5t+6=
= fit) = £ - 5t+ 6, luego:

f(x)=x*-5x+6

15. La solucién es:

e (fogix)=flgix)] =f[2 -5x] =
32 -5x -1 5—15x

4 4
L —-15x 5 —4y e L —4x
W= ———— = X = : =:~|_fn:ug; Xl =
' 4 15 15
L Ix—1 Ix—1 1+ 4y
s flx) = = y= = X = T =
4 ’ 4 3
T+ 4x
=:hf-_1|:x_]=+—
. 2-v
* Oix)=2-5x=y=2-5x=x= L=
== _1|:_,‘{:I:;
£ X s
1 + 4x
(g e i = g7l =g"[ +3 ]:
1+ 4x
bt
—3 5—4x R R T I 5
= 5 = - I_g Djr NX]=

15

Luego queda probado que: Ii_f-:'g,'l'1 (x) = [g" a Fix).

£~ EDITEX
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

2

W 16. Define y dibuja las funciones: a) f(x) = [xl - 1+ |x*+ 2lx| b) g(x)= ‘|X| TI|
x|

M 17. Estudia el dominio de las funciones:

X+2 In(2 - x)
flx)=1 =
& n( x* ) gtx) X+2
M 18. La figura adjunta representa la grafica de una funcién v = f(x) en el intervalo Y
[0, 2). Dibuja la gréfica de dicha funcién en el intervalo [-2, 2) y determina su e —

expresion analitica en cada uno de los siguientes casos:

a) fes periddica de periodo 2.

)

i
1
1
b) fes par :
) fesimpar. |
1
1
0 i X
i
. X2+ x| . . . !
W 19. Prueba que la funcion f(x) = — es estrictamente creciente en &~ i

W 20. Un establecimiento de hosteleria abre sus puertas a las 9 de |a noche, sin ningun cliente, y las cierra cuando todos se
han marchado. Se supone gue la funcién que representa el ndmero de clientes, C, en funcién del nimero de horas que
lleva abierto el establecimiento, h, es: C = 80h — 10h%.

a) Determina el numero maximo de clientes que van una determinada noche al establecimiento.
b) Si deseamos ir cuando haya menos de 150 personas y mas de 70, jentre qué horas debemos hacerlo?

¢) Si deseamos ir cuando haya menos de 150 personas y mas de 70 y, ademds, queremos que durante nuestra estancia
disminuya el numero de clientes, jentre qué horas debemos ir?

d) ¢A qué hora cierra el establecimiento?

2

M 21. Prueba que la funcion f(x) = estd acotada por 0y 1.

X
x+1

W 22. ;Para qué valores de a la funcidn f(x) = x? + ax es estrictamente creciente en todo su dominio de definicion?

W 23. Dibuja, si es posible, la grafica de una funcién f que verifique f(1) =2, f(2) = 3, f(3) = 4y que alcance en x =1y x =3
sendos maximos relativos y en x = 2 un minimo relativo.

: Inx . . ) . -
W 24. La funcién f(x) = — tiene un méaximo relativo en el punto de abscisa e. Demuestra que se verifica: X2 < e* en un entorno
X

reducido de e.

13
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16. La solucién es:

_||| 1| x| =1si|x|=1=20
AL x| =1]si|x|-1<0 "

=1 sixz1
—x—-T1six=-1
x4+ 1si0=x=1
¥+1 si-1=x=0

; . K +2xsix=20
|x* +2x]| = x +2|x|:{x"‘—2x5ixﬁiﬂ

fix)=||x] = 1] + |¥* + 2|x]| =

¥ —3x-1six=-1
Y¥—x+1 si-l<x<0
Yax+1 si0sx<
¥ 4+3x—1sixz1

La grdfica de la funcion f(x) es:
by

12

n

14



x? -1
b

|X+1

b) la funcion g(x)

—x-=1 six<-1
Xx+1 si-1=x<0
X +1 s5i0=x=1
x—1 sixz1

g[;-,;] =

La grafica de la funcion anterior es:

puede expresarse en la forma:

17. Queda:

X+ 2

Dom f=1xe H| =
X

=0 =0=2, 0200, + =)
Domg={xeR|2-x>0 y x=z-2]

= (—=o, =200 (=2, 2]

£~ EDITEX
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18. Quedan:

al Ay

; > X
—E: —15 o
¥ = fix}
=1
150 [—1 si0=x=lo-2<x<-1
ﬁ_x_.': i
25 1=x<20-1=x<0
b) Ay
{::)_-: 2.- IH
; : 1]
| : :
-2 = o 1 P > X
O
-1
¥ =gfx)
=1
) = -1s51 1<x<1
BM=1 251 2<xclol<x<2

£~ EDITEX
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c)
AY
a —0
—_
--EEL —1; O. 15 2 PX
L e
: : y = hifx)
e 1
—2 8 =2 = x= -]
1 si-1=x=0
L -1 si 0=x <1
hix) =
si1=x<2

2
. . X —X
19. Si x<0 la funcién puede expresarse como f(x)= =x-1
X
Estudiamos el signo del cociente:
fixa)—=fixy)  a-T1l—x=1) X-X
|Xz) 'IJ:.z ) =X J:z. ' Z1 0.

Xz — Xy Xz — Xy X: — Xy

Luego la funcién es estrictamente creciente en R®

£~ EDITEX
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20. C=80h—-10h*  C = numero de clientes; h = numero de horas a partir de 9
Hacemos un grafico que ilustre la situacion:

M.2 de clientes

sll 1'|:| 1.1 1Iz i z :3 y 5  Horas
a) El numero méximo de clientes es de 160.
10h* ~80h+70<0 y

b) 70<80h-10h* <150 =
10h?*-80h+150>0

he(1,7)

he 3) U (5. + oo ’:~helﬁ1,3]u£5,?]

Hay que ir entre las 10 y las 12 de la noche o bien entre las 2 y las 4 de la madrugada.
Corresponde a la zona rayada de la grafica.

c)Debemos ir entre las 2 y las 4 de la madrugada. Corresponde a la zona de la derecha, dentro
de la zona rayada.

d) El establecimiento cierra a las 5 de la madrugada.

18
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21. Veamos que 0< <1 Vxet

X2 +1

2

Por un lado tenemos que < Oal ser las expresiones del numerador y del denominador

X2 +1

siempre positivas.
De igual forma la funcién dada es menor que 1 al cumplirse:

2
<1 oxX*<xX*+1=0<1

X +1
Puede observarse la acotacion en la grafica
& 'l;r'

L ]

22. f es estrictamente creciente si siendo
X1 = X = Tx) < fixy) = fixy)) = fix,) <0
flx) = x7° + axy
fiXa) = X3 + ax,
e o R | . . ] R | 3 Fae .Y
=X —FX =X+ axy — (G +axz=I1x — Xz +aix) — Xzl
XP = X3+ alx —x5) <0
X=X G + X2 +x3+a <0 (1)

Como xy < X; = Xy — X; < 0. Laigualdad (1) serd cierta
Si A+ X+ +a=0

= [a = 0], pues como x; < X,, entonces

X7 4% X + X, = 0= queda a=0.

19
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23. La solucién es:

24.La funcién f(x):ln—xtiene un maximo relativo en el punto p(e,f(e)):(e,lj. Luego
X e

Inx 1 F o e |vxe Eleg g
—<—=elhnx<x=Ihx*<x=> m » €

X e

20
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Unidad 9 — Limites de funciones

PAGINA 209

cuestiones iniciales

1. Representa graficamente la funcidn que satisfaga las siguientes pro-

piedades:
e Domf=8-1{2, 4 * Asintota horizontal: y=-1
e Asintota vertical: x=2 . !:'mdf(x) =2
¢ [imf(x)=—o= * [imf(x)= 4o
=1 x=Z
. J’im f(x)=-1 * [im f(x) = —=

. £(6)=0; £(0)=-3

2
2. Dada la funcion fix) = 22;? , halla:
. ffﬂf(x) e [imf(x) . J'mrg fx)

SOLUCIONES

1. La gréfica queda:

- =y ‘12345

-2

2. Los limites en cada caso quedan:

_2x*+2x . 2x(x+1) .
lim —; =i =1 lim —— -
x->-1 x° —1 x—-1 (X—1)(X+1) X—teo  X° —1 x>0 x° —1
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PAGINA 225

ACTIVIDADES

B Utiliza el lenguaje mateméatico en la resolucién de los siguientes problemas:
1. Ndmeros impares. Demuestra que la suma de dos nlmeros naturales impares es un ndmero par.

2. Numeros cuadrados. Demuestra que si a, b, ¢ y d son nimeros naturales, tales que
P=a?+b? y Q=c2+4d?
entonces el producto PQ es también suma de los cuadrados de dos ndmeros naturales.

SOLUCIONES

1. Se puede decir:

Los numeros de la forma 2n+1y 2n+3 son nUmeros impares. Su suma es:
(2n+1)+(2n+3)=4n+4=4(n+1)

2. Queda del siguiente modo:

P-Q=(a° +b%)+(c® +d?)=a’c® +a’d® + b*c® + b*d® =(ac+ bd)? +(ad - bc)?
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PAGINA 230

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Determina, en las siguientes funciones, los datos pedidos:

Y A
y=g(x)
3
=X
X
e f(-3) e f(-2) * f(0) e f(4) . HIT; alx) . n’frg glx)
. l!msf(x) . J’r'rroaf(x) e [imfix) . J’ingf(x) s im glx) s [im gix)
xa- P yoa peaie X ee it |
. ;’r’n;g f(x) . Hrﬂf(x) . ;’xf_rgf(x) . i’{:’ggf(x) . fino’g g(x) . H’El glx) 6
B 2. Representa graficamente funciones que satisfagan, respectivamente, las siguientes condiciones:
a) limfix)=2; lim f(x)=-2; f(-3)=-2; Dom f=2; Imf=[-3, +e).
X—==3" x—=-3
b) g estrictamente decreciente en (0, 6); asintota vertical en x = 6; fmg glx) = -2; no existe g(3).
¢) h acotada inferiormente por 2; fim h(x) = 2 ; asintota vertical en x = 2; [im h(x) = +oo.
B 3. Calcula los siguientes limites:
5 2 3 o "
? Jﬂ[m+m} il 2l
by fm—- B b im| 2]
w0 X3 x=0 § | =
4 _ A 3
0 fim 231 f Im= ) lim—
K= —as ¥ 43 K=o ¥ Kt XZ - 2
B 4. Determina las asintotas de cada una de las siguientes funciones:
% 2 S bl X +3
a) flx)= b) fix)=—— ¢ fix)=—— d) fix)=
e =] ) ) x+2 L X +4 = x® —9x

I

B 5. Halla los puntos de corte de la grafica de la funcién f(x) = 22 = con su asintota oblicua.
X



SOLUCIONES
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1. Los datos requeridos son los siguientes:

v = f(x)

£

f(=3)=2; f(=2)=0; f(0)=2; f(4) no definida

Iim fix)=2; Ilim fix)=2

Iim f(x)=3;
x—=0 x—=3

X — -3

lim f(x) no existe; [Iim f(x)=1;
x—= 1

x—3 x— 1t

[im f(x) no existe; [im f(x)=1

x—1 X—2

y = gx)

Iim f(x)=0;

lim g(x)=—e; [Iim gix)=-2; Ilim gix)=0
x—3 x— 2" X —% 4oo
lim g(x)=+4e; [Iim gix)=4ee; [im g(x)=—ee
X —» —co x—=0 x —= 0"
I[im g(x) no existe; [im g(x) no existe
x— 1" x—2
2. Las gréficas quedan:
a) Y b) Y
o
\ X :
; - 3
.. Vi 3
-3 =21 {1, I
-2
s IR

c) v
N
_—----""""-"IZ3 | %
|
2 -1 120 3
-1
-2
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4. Queda:

a) fix) = X

X =1

Asintotas verticales: x’ =1 =0 = \x = +1 \ |X =—1 |

. . ) X
Asintotas horizontales: [im 1 =0=

XN — £o2 Xz_

Asintotas oblicuas: no tiene.

2x?
b) g(x)= 22

Asintotas verticales: x+2=0 =

2

Asintotas horizontales: Iim =+o0 NO existen.

Xt X 42
Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

2x?
. f(x . X+2 2x?
m=Iim —): Iim =Iim > =2
Xk X X—>Foo X x>t X< 4 DX

X—>too x>k | X4+ D x>t X+ D

La asintota oblicua queda

2 —
n= lim (f(x)—mx)= lim ( 2x —2xJ= lim =X —_4

X -4
X +4

Asintotas verticales: no existen.

e BN T

c) hix) =

Asintoras horizontales: [im

Asintotas oblicuas: no existen.

x°+3
d 100= x*—9x

Asintotas verticales: |x=0| |x=3| [x=-3|.

) . x> +3
Asintotas horizontales: /im =0 quedando |y=0
Jim ——-=04a
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5. La solucién queda:

La asintota oblicua tendra por ecuacién y = mx + b.

2x° —4x°
- 2x — 1
m= Iim T _ Iim < =
X —> 400 X X — o0
P 2x — 4x°
= lim —/— =1
X —r *e2 2X3_X
B _ 2x° — 4X
b= Ilim (fixx—mx) = Ilim (———x):
X — oo X —% +oo b 2)(2—1
= Iim _4),F+X =2

X — %o X =1

La asintota oblicua es la recta de ecuacién m

Para hallar los puntos de corte de la asintota oblicua con la funcién f(x), resolvemos el sistema:

y=x-2 .

2 —4x = Y=o el punto es P(2, 0)
= —_— V=
To2x -1 N
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PAGINA 231

B 6. Calcula los siguientes limites:

riis . .

al fim 13 1 a) H 1\{ m) Iim [‘\.fx+2—\dx—2j
Xt S X K=t
o ,' .

b) x)’j@”;T);:sz h) Hm2 n) Jr_’r{r”[\\l'x2+x+ —x)

3 -
e Y e R— i) lim [\\u'xz—x—\izxzﬂ)

o Mfim
ey a0 13 x — J1__ i
= i b O Sx+ 17
d) lim-s— I G 35’?«(5»1)
3
Ao, 2 ot L
€) ,r,m’(i’“r6 k) ,'mM p) ,r,rm(x +1) !
e T Oy x>0 2y 4 By =1\ x2 41
4
z_ 2509 dre] i
f mez S5x+6 D Hmz.: x+3 ol Hm(x +22x+1)
=Lyt —4x+4 =1-x‘ —5x+4 Aot X
B 7. Calcula los siguientes limites:
2 2 |
a !r'm[x—_4- & +4} e) Ifmﬂ 0 lim -4
—2| x+1 x*-2x x4 w2 x—2
. x=1 s
= x| = g =
o 0 um el e
- T e x+2_x+5} - [x2+4}:
o Jm[Jaxr-5-@x-3)] 9 fg[—x Lo K fim| =
27 -2 32 -5\ E+5-3
d fim—="<_ W fim (S5 J b
s X2 — 2x 41 3x "’2 v(x+}' 3
B 8. Calcula, utilizando infinitésimos equivalentes, los siguientes limites:
3x
seniSx) a9 Hm‘l —cos(7x) o) Im P
=0 sen(2x) =0 A2 =0 2%
2
b) lim T X2 ol Wi = P iy 2
=2 x -4 =2 2x—4 =0 sen2x
W 9. Calcula los siguientes limites:
xi2 SR Znx
) aix 2x +3 ) (2){—1}
2 {mh + 3] b) xf{ﬂ{ 4% + 5} 5 Jﬂl 2x +5

M 10. Calcula el valor de a (a = 0) para que se verifique Hm{
5

+5x

} =e”,
1




SOLUCIONES

£~ EDITEX

6. Los limites quedan:

7

a) Iim X3_ =0
X —teo X —
X - 6
b) Iim X+ = 400

N qee X +3Xx+2

P -1
c) Ilim —
Xx— 40 X+ 1

x2—1 (X —T1)(x+ 1)

= 4oco

d Iim

X -x—-6 I (x+ 2)(x-3)
= [Iim

e) Iim

1 X =T o X=X+ x+1)  xo1 XX+

o2 X A3 +2X o (X424 X

m Iim (x—2)(x—3) @

. P Xx-3
fy Iim = f
X—2 X —4x+ 4 x—2 {X_Qf x—2 X—2
Cx1 @ xl1 v ~
g) Ilim ah = lim — Vsl lim Vx+1=2

¥ —= '\,"IEX - 1 ¥ —= \"; - 1 \"'l’; + 1

2 - \-*'ﬂ

Iim

x =1

. L 2-V4-x 2+V4-Xx
h) Iim = lim . .
i) Iim = [im

X+ 1

Iim

X-3
x—s-2 X +X

2

3

no existe este [imite

x—=0 2 +\,"’4—X

x=0 VI + x=V1-x x=0 VI + x=V1 =-x

L VT + x4+ V1T =X
lim
x—0 2

=1

2 p—
) lim X +6x 9:0
x—3" xX-3

VI 4+ x+ V1 -x

VI +x+ V1 —-x
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2x3+6x—3

k) [lim = no existe este limite

xo0 2X +5x

2x* +6x-3
) lim ——F—— =+
x> 2X°+5x
m) Jim (VX+2-Vx=2) = [im (Vx +2— jx,-*x— VX +2+Vx-=-2) _
X = 4o X — feo VX+2+vx-=-2
) 4
Iim =0

X 4o0 VX +2 +VXx-=2

Ve +x+1+x

n Iim (V+x+1-x= Iim VX +x+1-x) VE+x+1+x
N — foo X — oo

. x4+ 1 1
fim - = —

!
Xx—4m VXE+X4+1+Xx 2

. ; : = — Vx2 - x+ V2x2 + 1)
N Iim (VWP =x=-V2xX+1)= Iim (Vx*=x-V2x* + 1) [ F ! ) =
X = 4oo X = +oo (Vx2=x+V2x2 + 1)

. —x?—-x-1
lim — I, = —oo
x—= 4o VX2 = x +V2X7 + 1

®\f_@ (3x +2) -
e (=]

fBx+ 1

5X+ 1 )3x+2

Los limites quedan:

o4 XA Y x+2 ) 3216

Xx—=2 [X+1)‘X 6 3

a) Ilim .
}x—>2 X+ 1 X —2x
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by lim(x-1)x = ‘—’2 X— Toexl —p
X —2

. [V4x2 -5 - (2x=3)][V4x* =5 + (2x - 3)]

¢) Iim Vax_-5-(2x-3) = lim — _
X — oo X — +8 ‘v’4X‘—5+[_2x_3}
12x _ﬁ
im — _
= Iim 12x— 14 X+ / 4x 5 2x 3
x=+6 VAx' =5+ (2x-3) V¥ ¥ x X
d) Ilim £ Iim 2(x - ”(X;F 1) _
X—}1_X2_2X+1 =1 [X_‘I)—
——
— x  Vx
Vx + Vx g /—+—
e) i = = lm Nex x _q
e NXE xodem A
T t =
VX VX
Vil 1 '
. T+ X\ x _, 1+ x \ fim =5 /i
f)y lim = lim V3
x—1\&+X o1\ 2+ X
q) lim| X2 _X*8 ), X +2x-3_,
x>t x—1 X2—1 x—1 X2
3¢ -5\ lim (2 1( 3’5 _1" lim _EXZ—BL,'!_Z—S—XJ
h} ,'l_i'n] (X_—_) — e\.—:-rmk ! I /| _ e\—>+m X _ e_W: O

g

) lim —=——Z Iim X -DVX+3+2) _ i K-1ivx+3+2) Q)
x=1 VX+3-2 xo1(Wx+3-2)Vx+3+2) ] X—1 -

Iim(x+1)(Vx+3-2)=8

x =1
] X lim II " 'f X +4 1 J
k) ,J-" X + 4 x=1 _ e\—)1 \ X1 ,-\, X+-‘- . h”] X- IX— —X) ”}n
Xin] X+ 4 B P b=liierd) X! (e+d) ol

10



N ".,*x—+5 3 . (VX2+5-3)(VX2+543)(Vx + 743)
m

} x—2 VX+7-3 x=2 (V+543)VXx + 7-3)(VXx + 7+3)

_ Jim (f—4}[m-’x+7+3;! o X AVx+743) _,
x—2 (X=2)Vx*+5-3) ,(_ﬂ (Vx*+543)

Los limites quedan:

m S0, 555

x—=0 Sen( ) x>02x 2

_In(x-1) , In[1+(x-2)] 2]. (x-2) 1
d) lim ———==Ilim =
xo2 Dx—4 x-z  2x—4 H22(X—2) 2

. 2% , 3x:In2 3:In2
e) Iim =Ilim =
x>0 2x x>0 2X 2

g65x) ¥, 5x_5

x>0 gen(2x) x-02x 2

Las soluciones son:

, 12x
Iim _|1+3\ 1) lim —
a) Iima +3x)" ! e 70" —e 0 Y e
x—=0
X f=-]
b) ;’I’nl(ﬁ)z :(i) -0
Xl 4X 4+ 5, 4

2x =1 YWVxr+e3x—x
c) lim (7)
N teel 2X+ 5,

2x -1 )ergm -y T

(Va2+3x — x)(Vx2+3x + x) 3x

lim —
1=+ Vale3dx + x = (ot

Viledx+x = 1

I-J|Lu

£~ EDITEX
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10. El limite es:

. 45k
2 ax lim o X2 —
, X+ 5x ax| —3 1
lim (7) = 7" f X+ ] = lim  axi5x=1) lim Gax’-ax :
X = oo} X+ 1 @ e* 7 Xy o =e" 7T = g™

5 —5

12



£~ EDITEX

PAGINA 232

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Wit

Wiz

|_RER

W14

M 15

M 16

W17

_RE:S

M 20.

21

Dibuja la gréfica de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

e f(0)=0 . l{m fix)=1 . JI!’[J fix)=1
o (imfix)=4ee o imfix) = —ee
=2 =2

Calcula el siguiente limite:
1

lim ex-2

x—2

Calcula el limite cuando x tiende a 2 y cuando x tiende a -2 de la funcién f(x) = |x* - 4.

Calcula cudnto debe valer a para que la funcién siguiente tenga limite cuando x tienda a 1:

x+1 six=1
flx)=
& {3—3;(2 si x>

: X% —
Encuentra las asintotas de la funcién fix) = >

3 ) . .
7 ¢Cudntas asintotas oblicuas puede tener una funcién racional?,

icuantas horizontales?, jcuantas verticales? —@

2
- . -5
Obtén las asintotas de la siguiente funcién: f(x) = %
Estudia si las siguientes funciones tienen asintotas y, en caso afirmativo, hallalas:
a) fi) =1In(x-1) b) glq) =e*!
Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:
a) SiaeDom f, ;puede existir fimf(x)?

h) Si a € Dom f, ;puede ser x = a asintota vertical?

. Determina el valor de a para que se verifiquen las siguientes igualdades:

x ) ax?
a) lim [\rxz +ax+1- x:| = b) lim [“—Jrﬂ = lim [M}

=] dx + 4 +m

Discute el siguiente limite en funcién de los valores de a: }Iim |:\.|'3x +4 - s/;]

Calcula los siguientes limites:

1—cosz(2x)} ) [ 1 3 }
2 Lﬁ—q{ 3x? 9 i:_m)o T—x 1-5°
b) fim [ 'le’ + Xy J_ lllx2 —i—i} d) J’ImM

wemee| ¥ 28 \ 2 8 x50 e

13
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SOLUCIONES

11. La gréfica queda:

12. El limite depende de por donde nos acercamos a x=2, en cada caso queda:
e e
lim 2 =+ o0 lim e =0

x—2" X—2~

13. Queda del siguiente modo:

X°—4 Si —co<X<—2 O 2<X<+00

Sea la funcién definida a trozos: f(x) = .
4-x* si —2<x<2

Los limites quedan:

lim f(x) = lim (x* = 4) =0 lim f(x)=lim(4 - x*)=0 entonces: /imf(x)=0
x—2" x—2" X—2° Xx—2
lim f(x)= lim (4-x*)=0 lim f(x)= lim (4-x*)=0  entonces: /im f(x)=0
x——2" x—-2" X——2" X——2" X——2

14. Queda:
lim f(x) = lim (x +1) =2 lim f(x) = /fm(s—ax2)=3—a
x—1 x—1" x—1t x—1*

Para que la funcion tenga limite cuando x tiende a 1 ambos deben coincidir, por tanto a=1.

15. La solucién es:

Asintotas verticales:

2
, . ., X°=-3 ,
Asintotas horizontales: /im =t NO existen.

X—teo DN

14
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Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

x°-3
. f(x) . 2x-4 . x*-3 1
I = lim ———=—
Xk X X—>ttoo X xote DX _4Xx 2

2_ —
n= lim (f(x)-mx)= lim | 2S=>_2x | = jim 2X=3 _1
B 2X_4X X—>too 2X_4

La asintota oblicua queda y:% X+1

¢ Una funcién puede tener como méaximo 2 asintotas oblicuas correspondientes a los limites
cuando x—+o Yy X——oo.

e Una funcién puede tener como maximo 2 asintotas horizontales correspondientes a los
limites cuando Xx—+o0 y X—>—o0.

¢ Una funcién racional puede tener tantas asintotas verticales como ceros del denominador
gue no lo sean en el numerador.

16. La solucién queda:

Asintotas verticales:

2
. . . X"+x-5 .
Asintotas horizontales: /im ———— =+o no existen.
X—>too xX-2
Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.
xX°+x-5
. f(x)

. X— .
m=Iim —~=Iim = lim —;
X—deo X X—>too X X—teo  X© _D ¥

2 —
X+ X 5:1

X—>too X—>too X—-2

La asintota oblicua queda

2 - f—
n= lim (f(x)—mx)= lim [L’(E’_ij jim 3%=5 _4

15
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17. Queda del siguiente modo:

a) f(x)=In(x-1)
Para x=1; y ——oo tiene asintota vertical en

Asintotas horizontales: /im In(x—1) =+ no existen.

X—>+o0

Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

m= fim 1) _ iy INXZT)

Xt X X—>+o0 X

=0

n= lim (f(x)—mx)= lim (In(x—1)—0- x)=+c

X—>too X—>too

No tiene asintotas oblicuas.

b) g(x)=e*"
Asintotas verticales: No tiene.
Asintotas horizontales: Iim €' =+  lim €' =0 tiene asintota horizontal en

X—>+o0 X—>—o0

No tiene asintotas oblicuas.

18. La solucion queda:

a) Si. Por ejemplo f(x)=x~senl. El punto x=0¢Domf , pero existe //'ngx~senl:0
X X X

b) No es posible pues las asintotas verticales son los valores de x para los cuales y—+ .

19. Queda del siguiente modo:

(VX2 +ax+1-x)Vx+ax+1+x

~ -
a) Iim VX +ax+1-x = Iim =
X e X e V2 +ax+1+x
FRp-
. X +ax+1-x . ax + 1 a a
= Iim —F—————— = lim —F/— =—=—=2=|a=4
Nstee VXE+aX+T+X xo+e V¥ +ax+1+x 2 2

) ax+5 @O Jim o j\—+3 - 1] i 2 1
by Iim |——| = e L dx+ f = a3
X = oo b 4X+3.- ’ =€
2 . ‘ 2 \
i 4% + 1 ) © i o 2514
m | ——— = e LA ) =
(el A+ ) a0
im all—mx all-m) 1 5
F / =y
— e\—)-t—m Ax" 4w —e 4 - e 2 = 3=

16



£~ EDITEX

20. La solucioén queda:

1.2Sia=0= Iim V3x+ 4 —Vax =+
X = +oo

2°8ia>0= Jim V3x+4-Vax = jim V3x+4 - vax J{\'3X;4 + Vax) _
X = +eo X —3 feo V3x + 4 + Vax
3 4. 0 sia=3
= Iim X+o=aX _| e sia>3

21. Los limites quedan:

_ 2 2 2
a) l/'m1 cosz(2x)= 1im SN (22x)=(2x2 _4
x>0 3x x>0  3x 3x° 3

_ im X+1 _l
o \/x2+x+3+\/x2—x—5 2
2'8 278
o) lim| -3 _|=_2
x>0 1-x 1-x
2, 2 2 2
d) fim X=X i 19X i X 410
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Unidad 10 — Continuidad de las funciones
PAGINA 235

cuestiones iniciales

1. Representa graficamente la siguiente funcién y estudia su continuidad

enx=0:
FO) = —x +1 s! x=0
X si x>0
2. iPuedes definir la funcion f(x) = X -
sea continua en todo B?

f en algun punto de modo que f

3. Estudia la continuidad de |a siguiente funcién definida a trozos

e” six=0
flx)=41—x* si0<x=1
X siox>1

SOLUCIONES

1. La solucién queda del siguiente modo:

by

Iim fix)= lim —x+1=1=f(0)

x—=0 x —= 0
Iim fix)= lim x=0=%f(0)
x—=07 x— 0"
X En x = 0 la funcién no es continua.
2. La solucion es:
:_ @ |
) o ) x*—x\o/ X (x =1)
lim fx)= Ilim = [im \ J =1
x—= 1" x—=1" x—1 x—=1" x—1
o

. . ) X~ —x \0/ X (x =1)
Iim fix)= Iim m —
x—= 17 x—=17 x—1 x—=17 x—1

No es continua en x=1, pues no esta definida. Evitaremos la discontinuidad, definiéndola:

2
X —X

siox=1
fixy=4 x—1

1 si x=1
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3. La continuidad queda:

Estudiamos la continuidad en x=0yx = 1.

e [Iim fix)= Iim e"=1
x—= 07 x—= 0

im fix)= Iim (1-x%)=1
x =07 x—= 07

flo)=e"=1
Luego existe //'ng f(x)=f(0), por tanto esta funcién es continua en x=0.

e im fix)= Ilim (1=x%=0
x—=1" x =17

Iim fix)= Iim x=1

x— 1" x—=17

fl)=1-1"=0

Por tanto esta funcién no es continua en x=1 por no coincidir los dos limites laterales.
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M Utiliza los conceptos asociados a los teoremas en la resolucidn de los siguientes problemas:

1. Teoremas. A partir del siguiente enunciado, gue es un teorema directo, enuncia el reciproco, el contrario y el con-

trarreciproco: . . .
«La suma de dos ndmeros naturales impares es un namero par.»

2. Desigualdad. Demuestra que si a y b son dos nimeros reales positivos, entonces se verifica la siguiente desigualdad:

2 \ab

=

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

Directo: Si sumamos dos numeros impares entonces, obtenemos un namero par.
Este resultado es verdadero: (2n+1)+(2m+1)=2(n+m+1) que es un nUmero par

Reciproco: Si obtenemos un nimero par, entonces, sumamos dos nimeros impares.
Este resultado es falso. Podemos obtener un nimero par de la suma de dos pares.

Contrario: Si no sumamos dos numeros impares, entonces, no obtenemos un numero par.
Este resultado es falso. De la suma de dos nimeros pares se obtiene un numero par.

Contrareciproco: Si no obtenemos un numero par, entonces, no sumamos dos numeros
impares.

Este resultado es verdadero. Si no obtenemos un niumero par, estamos obteniendo un
numero impar. Este resultado proviene de sumar un numero impar y otro nimero par; por
tanto, no sumamos dos nimeros impares.

2. La solucion es:

Como en la hipétesis nos dicen que ay b son dos nameros reales positivos, podriamos decir
m=+/a y n=+b:asila desigualdad dada quedaria de la forma:

. 2m’n?
T =mn Operando en esta desigualdad obtenemos ———<m-n o lo que es lo
m° +n
it 3
mn
, 2m?n?
mismo, vamos a demostrar que m-n-———20.
m° +n

Operando, convenientemente, en la primera expresion obtenemos:

2
m? +n?-2mn (m-n) ) .
mn——="|=mn y como m'y n son nimeros reales positivos queda

m? + n? m? + n?

probado que esta expresion es mayor o igual que cero que es lo que queriamos demostrar.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

I x-9
a) flx) = 5—? siox=0 b) f(x) = ﬁ5|x<>3(x¢3)
5 six=0 6 Six=3

B 2. Calcula k, en cada caso, de modo que |as siguientes funciones sean continuas en todo 2.

1+|x| s x<0

sen(3x) ix=X )
a) f(X}= 2 b) f(X)= k si x=0
2k + cos(2x) six>§ %x+1 si x>0
W 3. Estudia la continuidad de la funcién y = f(x), y

representada en la grafica, en los puntos de
abscisa x= -1, x = 1, x = 2. Si existiesen pun-
tos de discontinuidad, indica el tipo. Determi-
na el dominio, recorrido, méximos y minimos y=f(x)
absolutos y relativos, si los hubiera, y asintotas.

W 4. Halla el valor de a para el cual la funcién f -
dada por (ax—3)six <4y por(-=x2+ 10x-13)
si X = 4, es continua.

=1
W 5. Halla en el dominio y estudia la continuidad
de las siguientes funciones:

B TR 1L
[=]
1

a) f(x) = |x2 - 6x + 5l —=

b) fx)=vd+x +V4—x

c) fix)=Ini(x?-3x)

M 6. Determina los pardmetros a y b para gue las funciones que siguen sean continuas en su dominio de definicidn:

xe* six<0 1+cosx si x<0
a) fix)=qax+b si0<x<1 b) f(x)=12(a+x) si0<x<1
1+ xlnx si x=1 b/ x? sioxz=1

B 7. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y clasificalos:

x2—-4 2—x six=<0
a) fix)=— o flx)=4 .
X* = 2x si x>0
: In(=x) si x<-2
& sl x<0 sen(rx) si —2=x=2
b) flx)=11-x% si0<x<1 d) flx)= .o
X : 0 sio 2<x<4
=
S ¥-12 si x>4
: X +x+a ' o ‘
B 8. Hala el valor de a para el cual la funcion f(x) = 13x_4 tenga una discontinuidad evitable en x = 1.
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SOLUCIONES

1. La continuidad queda:

a) La continuidad en x=0.

) o . X . —X)
Iim fix)= Ilim 5—L= lim 5- =X =6
x =0 x— 0 X x =0 X

. . . X . X

Iim fix)= Ilim 5—L= lim 5—-— =4
x—=07 x—=07 X x =0 X

fl0)=5
No es continua en ese punto al no coincidir los limites laterales.

b) La continuidad en x=3.

. . L X =9 x4+ 3)(x = 3) im x+3)=6
lim hix) = lim = [im A ) _ s 3 X+ 3)
X—37 x—3 X— x—3" X =3

Iim hix)= Iim x+3)=6
x — 37 x— 37

hi3)=6

h(x) es continua en toda la recta real.

2. La solucion queda:

a) La continuidad en x:g.

. o . o 3T

lim fix)= Iim sen (3x)=sen — =—1
x—(m/2) x—(m/2) 2

lim fixi= [lim [2k+cos(2x)] =2k + cos m=2k-1

x—(mi2)" x—mi2y

f(ij = sen % =1

1Y

i i T
f(x)es continua en x = > si2k-1=-1=k=0.

Para k = 0 = f(x) es continua en todo R.
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b) La continuidad en x=0.

Iim hixi= Iim 1+ |x|= Iim 1-x=1
x—= 0 x—=0 x— 0

Iim hixi= Ilim 32x+1)=1

x =07 x—= 07
hi0) = k.
hi(x) escontinuaenx =0si k=1.

Para k = 1, la funcién h(x) es continua en toco R.

3. La solucion es.

e En x=-1,la f(x) tiene un punto de discontinuidad evitable.

e En x=1,la f(x) tiene un punto de discontinuidad no evitable de salto finito.
e En x=2,la f(x) es continua.

e Domf=(—eo,1)U(1,+ o)

e Imf=R.

¢ No tiene ni maximos ni minimos absolutos.
e Tiene dos minimos relativos en los puntos (—1,-2)y (2,—2), y un maximo relativo en el

punto (0,0).
¢ Asintota vertical: x=1.
Asintota horizontal: y=0.
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4. La solucién es:

r’(x]—J ax —3 si x <4
- +10x =13 six=>4

La funcién f(x) es continua en todos los numeros reales, excepto en x=4. Veamos qué
ocurreen x=4.

Iim f(x)= lim ax -3 =4a-3
x—4" x—4

lim fix)= lim —x*+ 10x-13 =11
x =4 x—4"

fl4)=11

Para que esta funcion sea continua en x=4 se debe cumplir:
lim fix)= lim fix)=f(4)
x—d x —47

Por tanto, 4a -3 =11 = -a

5. En cada uno de los casos:
a) Domf=R
flx)=|x* —6x+ 5| =

X —6x+5 six*—-6x4+5=20
(X} —6x+5) sixX*—6x+5<0

Estudiamos el signo de (x*—6x+5). Los ceros de la funcion son x=1y x=5.

Luego:
X —-6x+520six<l1ox=5

X —6x+5<0sil<x<?5.

Por tanto:

X —6x+5 six<lox=5

f(x) = 2 .
=X +6x-5si1<x<5
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Estudiamos la continuidad de f(x) en x=1y x = 5.

e Jim f(x)= Ilim (€ —-6x+5)=0=f(1)

x—= 1" x =1

Iim fix)= Iim (=X +6x-5)=0=f(1)

x—= 1" x—= 1"

Luego f(x) es continuaen x=1.

e Iim fix)= Ilim (= +6x=5)=0=f(5)

x—=5 x =5

Iim fix)= Iim (X =6x+5)=0=f(5)

x— 5" x—5*

Luego f(x) es continuaen x = 5.
Por tanto, la funcion f(x) es continua en toda la recta real.

b) Domf={xeR/4+x20y 4-x=0}
Resolvemos el sistema de inecuaciones:

44+x20)= x=-4

= Solucion [-4, 4]
4-x<0)= x<£4

Domf={xe[-4,4]}=[-4,4]

La funcién f(x) es continua en todos los puntos de su dominio. Es decir, es continua V xe[-4,4]

c) Domf={xeR/x*-3x>0}={xeR/x<0 0 x>3}

La funcion f(x) es continua en V xe (—e0,0)U(3,+ )
En cada caso queda del siguiente modo:

a) Estudiamos la continuidad en x=0 y x=1. Obtenemos:

. 2 .

Iim xe“ =0 Iim ax+b=>b
x—=0 x—0"

Iim ax+b=a+b Iim 1+x-Inx=1
x—= 1 x— 1"

Para que la funcion sea continua tiene que ser a=1y b=0.
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b) Procedemos como en el caso anterior:

lim (1 +cos x) =2 im 2 (a+x)=2a
x—0° x—=0"
p ) b
Iim 2{(a+x)=2a+2 Iim — =b
x— 17 x—= 1" X

Los valores buscados sona=1y b =4.
7. En cada caso queda:

a) Esta funciodn tiene dos puntos de discontinuidad en los ceros del denominador x=0 y x=2.

2
) ) X -4
lim fix)= Iim ———— — —e°
x—=0 x—0 X —2x
2
) ) X —4
Iim f(x)= Iim ———— — +e°
x—0 x—0" X —2X

En x=0 la funcién tiene un punto de discontinuidad no evitable de salto infinito.

x2—4 (X +2)

lim f(x)= lim ————= Ilim =2
x—2" x—=2 X - 2x xX—=2 X

o ) x*—4 o (x+2)

Iim f(x)= Ilim — = Ilim =2
x— 2" x—=2" X —2X x—2" X

En x=2 la funcién tiene un punto de discontinuidad evitable.

b) En x=1 la funcién tiene una discontinuidad no evitable de salto finito, al cumplirse:
Iim (1-x)=0 vy Iim x=1
x—=1" x—=1"
¢) En x=0 la funcién tiene una discontinuidad no evitable de salto finito, al cumplirse:
Iim 2-x)=2 vy Iim e"=1

x— 0 x— 0

d) Veamos la continuidad en x=-2, x=2 y x=4.
e lim f(x)= lim In(-x)=In2=f(-2)

X—-2" X—=2"

I/'n; f(x)= I/'n; sen(nx)=sen(-2n)=0=1(-2)

La funcién no es continua en x=-2.



e [im f(x)=lim sen(nx)=sen(2x)=0=f(2)

X—2" X2

lim f(x)= lim 0=f(2)

x—2" x—2"

La funcion es continua en x=2.

e lim f(x)=Ilim 0=f(4)

X—4" X—4"
lim f(x)= lim x* —12=4=f(4)
x—4* x—4*

La funcidn es no continua en x=4.
Los puntos de discontinuidad son x=—2 y x=4.

8. La solucion queda:

a debe valer -2, puesto que:

X +x+a ) x2+x—2

Iim fix)= Ilim ———— = Iim —
X1 v 1 X +3x—-4 1 x +3x-4
P (X + 2) 3
= lim ——— = —
x=1 X+ 4) 5
L ) X +x+a ) x2+x—2
lim fx= Iim —— = Iim S———=
x— 1 x 1t X +3x—4 st X +3x—-4
P X+ 2) 3
= Ilim = —
x—=1+ (x+4) 5

Para a=-2 la funcion tiene en x=1 un punto de discontinuidad evitable.

£~ EDITEX
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W 9 Sifescontinuaenx=2yf(2) <0, ;existe un entorno de 2 en el cual f(x) es negativa?

M 10. Estudia si las siguientes funciones verifican el teorema de Bolzano en los intervalos indicados en cada una de ellas:

a) flx)=x?—ex+ 2 en [1,2]. b) fix)=x-Inx-3 en [1,3].

M 11. Analiza si las siguientes ecuaciones tienen soluciones en los intervalos dados:

a) ¥¥-8x2+3=0-en [-1, 0] b) x =xsenx + cos x en [-m m].
W 12. ;Existe un numero real para el cual la igualdad 3 sen x = e~ cos x es cierta?
M 13. Demuestra que la funcion f(x) = x* — 8x + 2 corta al eje de abscisas en el intervalo (0, 2). ;Puedes decir lo mismo de la

2x -3
x=1

funcian fix) = ?

W 14. Sea f una funcién que cumple f(=2) = 0, f(0) > 0. ;Es siempre cierto que 3c (-2, 0) tal que f(c) = 0?

W 15. Para la funcién f(x) = x—1
X+2

se tiene que f(-3) = 4 y f(-1) = -2; pero |a grafica de f no corta al eje de abscisas en el
intervalo [-3, =1]. Razona si esto contradice el teorema de Bolzano.

W 16. Las graficas de las funciones fix) = x* + x? y g(x) = 3 + cos mx, se cortan en algln punto?

W 17. Calcula el valor de a para que se pueda aplicar el teorema de Bolzano, en el intervalo [-1, 1], a la funcién:

¥t +ax+2 six<0

f(x)
e’ 11 six=0

W 18. Prueba que la funcion f(x) = e*— 1 toma todos los valores del intervalo [0, e 1].

W 19. Sea la funcion f(x) = x* — 1. ;Se puede afirmar que la funcion toma todos los valores del intervalo [0, 717 ;Esta acotada
en este intervalo?

W 20. ;Es continua la funcién f(x) = 2 en el intervalo [0, 31?7 ;Y en el intervalo [1, 3]? ;Esta acotada en estos intervalos?
X

M 21. Sealafuncién f:[-1, 3] — R definida por f(x) = |x2 — 4]. ;Es continua en el intervalo [-1, 3]? Enuncia un teorema en vir-
tud del cual se pueda afirmar que f alcanza sus extremos absolutos en el intervalo [-1, 31.

W 22. La funciéon f(x) = tg x no tiene méximo absoluto en [0, x]. ; Contradice este hecho el tearema de Weierstrass?

M 23. ;Se puede afirmar que la funcién f(x) = bl estd acotada en el intervalo [0, 2]? ;Y en el intervalo [-2, 0]?

x'+2x-3

11
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SOLUCIONES

9.

10.

11.

12.

13.

Por el teorema de conservacion del signo como f(x) es continua en x=2 y f(2)#0 existe un
entorno de 2 en el cual el signo de f(x) es el mismo que en f(2), en este caso negativo.

La solucion queda:

a) La funcién f(x)=x*-e*+2 es continua en el intervalo [1, 2] y ademas f(1) >0 y f(2) < 0
es decir verifica las hipétesis del teorema de Bolzano. Por tanto 3ce (1,2) de modo que
f(c)=0.

b) La funcién f(x)=x-Inx-3 es continua en el intervalo [1, 3] y ademas f(1) <0y f(3) < 0 es

decir no verifica las hip6tesis del teorema de Bolzano. Por tanto no podemos asegurar
que exista un valor que anule la funcion en el intervalo dado.

La solucion queda:

a) Lafuncion f(x)=x>-8x*+3es continua en el intervalo [-1, 0] y ademas f(-1) <0 y f(0) > 0
es decir verifica las hipétesis del teorema de Bolzano. Por tanto 3ce (-1,0) de modo
que f(c)=0, es decir la ecuacion dada tiene solucion en ese intervalo.

b) La funciéon f(x)=x—xsenx—cos x es continua en el intervalo [— T, 7r] y ademas f(— 7z ) <0

y f(z) >0 es decir verifica las hipotesis del teorema de Bolzano. Por tanto podemos
asegurar que exista un valor solucién de la ecuacién en el intervalo dado.

Para demostrar que la igualdad es cierta hay que probar que la siguiente funcién

f(x)=3senx—e *cos x verifica el teorema de Bolzano.

1.° f(x) es continua en [0, %]
2° f(0)=-1<0y f(%r) =3>0, es decir signo f(0) #

, | ) T
#5igno f(j ) = f(x) cumple Bolzano en [0_, ?]

luego 3 c € (O_, 771') tal que f(c) = 0.

La solucién es:
f(x) es continua en [0,2] y ademas f(0)=2 y f(2)=—6, es decir, signo f(0)= signo f(2),

por tanto la funcién verifica el teorema de Bolzano, luego 3 ce (0,2)/c®-8c+2=0, es decir,
corta al eje de abscisas.

12



14.

15.

16.

17.

18.
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No podemos decir lo mismo de f(x) =2X—_13, puesto que esta funcién no es continua en el

punto x=1; luego no es continua en [0,2], por lo que no se puede aplicar el teorema de
Bolzano.

La solucion es:

Para que sea cierto que 3ce (-2,0)/f(x)=0, la funcién debe verificar el teorema de Bolzano

que es el que nos garantiza que exista esta solucion. La funcién dada no verifica las hipétesis
del teorema por lo que no podemos decir nada de su continuidad en [-2,0].

La solucion queda:

No contradice el teorema al no ser continua la funcién en el intervalo [-3,-1].

La funcién presenta en x=-2 una discontinuidad no evitable con salto infinito.
La solucion queda:

La funcién h(x)=f(x)-g(x), es decir, h(x)=x>+x*-3-cos(nx) cumple las hipbtesis del
teorema de Bolzano en el intervalo [0,-2].

La tesis del teorema permite probar que efectivamente existe algtn valor en (0,2) en el cual
las funciones se cortan.

La solucién queda:

Estudiemos si la funcion es continua en el intervalo [-1, 1] y para ello estudiamos la
continuidad en x=0 que es donde cambia de definicién pues en el resto es continua:

f(0)=2 ; lim(e” +1)=2 ; Iim(x*+ax+2)=2

x—0" x—0"

Es decir la funcién es continua en el intervalo dado. Ademas f(-1)=3-a<0yf(1) >0. Por
tanto para que la funcién verifique las hipétesis del teorema de Bolzano se debe verificar que
a<3.

La solucién queda:
Vamos a aplicar el teorema de Darboux.
e-1=0 = x=0 ; e-1=e-1 = x=1

La funcién dada es continua en el intervalo [0, 1] luego aplicando el teorema indicado
podemos afirmar que alcanza todos los valores del intervalo [f(0), f(1)] = [0, e — 1].

13
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20.

21.

22.

23.
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Se cumple:

X-1=0 = x’=1 = x=1

X-1=7 = x’=8 = x=2

Por el teorema de Darboux o de los valores intermedios si xe[1,2] entonces f(x) recorre los
valores del intervalo [0,7].

Por el teorema de la acotacion en un intervalo cerrado, la funcion f(x)=x*-1, que es
continua, esta acotada en [1,2].

La solucién es:

La funcién f(x)=i no es continua en [0,3], puesto que no es continua en x=0. La funcién
X

f(x):i si es continua en [1,3], por lo que podemos asegurar, por el teorema de acotacion
X

en un intervalo cerrado, que f(x) esta acotada en [1,3].
La solucién queda del siguiente modo:

La funcién f(x) esta definida por:

x4+ 4 si-1<x<2
X' -4 si 2<x<3

Por el teorema de Weierstrass la funcion

alcanza sus extremos absolutos en [-1,3].

il Puede observarse que el minimo absoluto
o es 0 y el maximo absoluto es 5.

La solucién es:

No contradice el teorema de Weierstrass, puesto que f(x)=tg x no es continua en x=g; por

tanto, no es continua en [0, 7] . Debido a esto, a f(x) no se le puede aplicar el teorema de
Weierstrass.

La solucién queda:

La funcién dada no es continua en x=1, por tanto no es continua en el intervalo [0,2], de

donde no podemos afirmar que este acotada. En cambio si es continua en el intervalo [-2, 0]
por tanto podemos afirmar que en ese intervalo esta acotada.

14
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 24.

W25

26,

W 27.

Il 28.

Il 29.

I 30.

32

H33.

W34

. ¢lafuncién f(x)=

Dadas las funciones fy g definidas en & por:
x+|x| X si x<0
flx) = (x) =
2 g X sl x=0

estudia la continuidad de la funcién g = f.

Demuestra que las graficas de las funciones f(x) =e* y g(x) = 1 se cortan en algun punto de abscisa positiva.
X

Dada la funcion f(x) = 2x3 + 1, prueba que existe un valor ¢ perteneciente al intervalo (0, 2) de manera que fic) = ?

=

La funcién f(x)= —————
uncion #(x) X x?rax+12

presenta una discontinuidad evitable en x = -2, ;para qué valor de a?

Estudia el dominio y la discontinuidad de la funcién:

f(x):ln{x+2}

X2

glx) ? —@

X —x

Si g es una funcién polindmica, jqué puedes afirmar sobre la continuidad de la funcién f(x) =

Halla a y b para que se pueda aplicar el teorema de Bolzano a la funcién fy halla el punto ¢ € (-, z) al que hace men-
cién el teorema:

cosx si-—m<x=<0

) = a+xtsi O<x<l

- si 1sx<srm
X

. La funcién f se define en [-1, 1] del siguiente modo: vale -1 si x < 0 y vale 2x* — 1 si x = 0. Explica si f verifica el teore-

ma de Bolzano.

Sea la funcién f(x) = x* + 1. Haciendo uso del teorema necesario, cuyo enunciado debes escribir, analiza si dicha funcién
toma todos los valores del intervalo [1, 5].

Dermuestra que la ecuacién z* = e tiene solucién en (0, 1). ;Lo cumple también la ecuacion ¢* = e, siendo ¢ el nimero
de oro?

_x? i 0=x=
Sea la funcion f(x) = L ST St 2, ;es continua? Prueba que existe ¢ e [0, 3] tal que f(c)=0. ;Contradice el
x—-1 siZ2<x=3

teorema de Bolzano?

1 ) ) ) ) )
— alcanza méaximo y minimo absolutos en el intervalo [-1, 1]? En caso afirmativo hallalos.
4 X

15
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SOLUCIONES

24. La solucién es:

25.

26.

27.

0 six<O
La funcion f(x) es f(x) =4 0 si x=0
x six=>0
La funcion g o f es:
] 0 six<0
(Got)X)=4§ , .
g X si x>0

Esta funcion es continua para cualquier niimero real.

La solucién queda:

Veamos si la funcion h(x)=e*—— verifica las hip6tesis del teorema de Bolzano en algun
X

intervalo que hemos de buscar. Vemos que la funcién h(x) dada es continua en el intervalo
[0,5; 1] y ademas h(0,5)<0 y h(1) > 0 por tanto aplicando el teorema mencionado podemos
decir que existe un valor en el intervalo (0,5 ; 1) en el cual la funcién se anula es decir que

f(x)=g(x) .

La solucion es:

Veamos si la funcién h(x):f(x)—§=2x3 —% verifica las hipétesis del teorema de Bolzano

en el intervalo (0,2) .La funcién h(x) dada es continua en el intervalo (0, 2) y ademas h(0)<0 vy
h(2) > 0 por tanto aplicando el teorema mencionado podemos decir que existe un valor en el

intervalo (0 ,2) en el cual la funcién se anula es decir h(x)=0; f(x)=E.

La solucién queda:

Para a = 4, puesto que:

P ) X -4
Iim fix)= Ilim =

x> 2" o X+ X+ AKX+ 12

(x=2)(x +2) (x —2)

= “‘nl 2 = l'l.'i‘n] 27:
xos-2 X+2)X=X+6) x5 2 X —X+6

—4

12

1
3

16
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Iim f(x)= Iim

e—4

X —s 2" st X+ X+ 4x+12

P XxX—=2)x+ 2) ) (x —2) 1
= [im = lim ————=-—
vt X+ 2 =X4+6) oo X —X+6 3

f(x) presenta una discontinuidad evitable en x=-2 para a=4.

28. La solucion queda:

X+ 2

e Domf= — >0y x#0
2

xe R

Por tanto, Dom f = (=2, 0) U (0, +eo).

e f(x) es continua en todos los puntos de su dominio.

29. La solucioén es:

La f(x) es discontinua en todos los ceros del denominador. En x=0; x=1; x=-1. En estos
puntos la discontinuidad de f(x) sera evitable si estos valores anulan el numerador y sera no
evitable en aquellos que no anulan g(x). Es decir, si g(0)=0 en x=0 f(x) tiene un punto de
discontinuidad evitable, en caso contrario seria no evitable. Con x=1y x=-1 se haria igual.

30. La solucién es:

1° Estudiemos la continuidad de f(x) en [-x, 7].

e |im fix)= Iim cos x = cos(-m)=-1=f(nm).

x—_r x—=_n"

e Jim fix)= Iim cos x=1=1(0)
x =0 x— 0

Iim fx)= Iim a+x* = a

x—=0" x—= 0"

f(x) es continuaenx=0sia=1.

e imfix)=lim a+x =a+1

x— 1 x—= 1"
Iim f(x)= Iim 3 = 3 =b=1(1)
x—= 1" x—=1" X 1

f(x)escontinuaenx=1sia+1=h.

17
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o [im flx)= Iim i = — =f(x)
X— T x—=ax X T

Por tanto, f(x) es continua en [-x, 7], pues:
e f(x) es continua por la derecha en x ==
e f(x) es continua por la izquierda en x =

e f(x)escontinuaen(-m, m)sia=1Tya+1=b=

= =1 b=2

2° f(-m) = -1 <0y f(mr) = 2/ > 0, por tanto
signo f(—m) # signo f(m).

La funcién f(x) verifica las hipétesis del teorema de
Bolzanoparaa=1; b = 2.

Elvalorce (-m, m)esc = SN

La solucién queda:

fo={ T SEED
2x' =1 six>0 '

Veamos si f(x) verifica las hipétesis del teorema de Bolzano en [-1,1] . Para ello debe

verificar:

12 f(x) debe ser continua en [-1,1] . Estudiemos la continuidad de f(x) en x=0 que es el

anico punto en el cual puede presentar problemas.

lim f(x)= lim (1) =f(0).

x—= 0 x =0

Iim fix)= lim (2x’ = 1) =-1 = f{0)

x—=0 x—=0'

Como Iim f(x)=Ilim f(x)=f(0) la funcién es continua en x=0 por lo que es continua en

x—0" x—0"

[-1,1] .

2° f(-1)=—1<0 y f(1)=1>0Iluego signo f(—1)= signo f(1)

Por tanto, f(x) verifica el teorema de bolzano en [-1,1] .

18



32.

33.

34.
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Se cumple:
X¥+1=1 = x¥=0 = x=0
X+1=5 = ¥=4 = x=+2

Por el teorema de Darboux o de los valores intermedios la funcién continua f(x)=x*+1 toma
los valores del intervalo [1,5], siempre que x recorra los valores del intervalo [-2,0] o [0,2].

La solucién queda:

e Para ver si la ecuacion n* =etiene soluciones en (0,1), veamos si f(x)=n*—e verifica las
hipotesis del teorema de Bolzano en [0,1].

f(x) es continua en [0,1].

- _ -0 -1 _ ) . -
{{0}— 7:1 e=1-e<0]_ signo f(0) # signo (1)
fly=n'-e=m-e>0

Por tanto verifica Bolzano y Jce(0,1) tal que f(c)=0, es decir, n°=e.

e Para ver si la ecuaciéon ¢*=e hacemos el mismo estudio:

f(x) es continua en [0,1].

flo)=d"—-e=1-e<0

f[1]:cb1—e:(b—e:%—e<0.

Como signo f(0) =signo f(1) no se puede aplicar el teorema y no podemos asegurar que
existe una solucién en (0,1).

La solucién queda:

La funcién f(x) no es continua en x = 2 al cumplirse:

Iim fx)= lim (=" +1)=-3
x—= 27 x—=27

Iim fx)= Iim (x-1)=1
x—2" x—2"

Se observa que para c =1 € (0, 3) se cumple:

flo)=f1)==1"+1=0

19
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Este hecho no contradice el teorema de Bolzano como puede verse en la grafica de la funcion:

Y4

- N W B O

-3 -2 1

El que no se pueda explicar el teorema de Bolzano no quiere decir que no exista un valor en
el que la funcién se anule, sino que no podemos explicarlo a través de dicho teorema.

35. La solucién queda:

La funciébn es continua en el intervalo dado, por tanto por el teorema de Weierstrass la
funcién alcanza maximo y minimo absolutos en ese intervalo.

o . 1
El maximo absoluto es 1 y lo alcanza para x=0 y el minimo absoluto es— y lo alcanza para

x=10 x=-1.

20



Unidad 11 — Derivadas
PAGINA 259

cuestiones iniciales

1. Dada la funcién g(x) = x+1 , calcula el siguiente limite:

2. Dada la funcion f(x) = 12x — 41, calcula:

iim f(2+h) —1(2) f(2+h) —1(2)

b h et h

SOLUCIONES

£~ EDITEX

1. La solucién es:

g5
| —
i X+ h—glx) _ im V3(x+ h) +1-V3x+ 1Y
h—0 1 h—n h
oy
W VEx+ 3R 1-V3x 4 TVEX+3h+ T+ Vix+1) _
h—0 h-(W3x+3h+1+V3x+1)
@
iy 3x+3h+1-3x-1 D/
h—0 hV3x+3h+1+V3x+1)
a
o 3h 3
= [im =

hoohitV3x+3h+1+V3x+ 1) 2V3x+ 1

2. Queda:
- | x=
fix)=[2x— 4| = 2x -4 'E-ll x=2
2x+ 4 si x<2
fi2 + h -1 / i
2+ h—f2) 22 +hj-4-0 '
Im Jer=na) oy Se+i) o
h—0" 1 B 0 )
o) ;
. 2h
= lim — =2
hooo h
7
fi2 + h—fi2) 22+ h+4-0'0/
Iim ——— = [im =
h— 0 h s h
|@I ]I'
woJ/ —2h
= fim — =-2
hoo h
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M Utiliza los dos tipos de razonamiento en la resolucién de las siguientes situaciones matematicas: \

1. Diagonal y cuadrados. En el rectangulo del dibujo, de orden 5 x 4, la diagonal cortaen  # \\
8 cuadrados pequenos. ;Podrias enunciar una ley que determine el nimero de cuadrados N
que cortara la diagonal de un rectdngulo de orden a x b? N

2. Producto de tres nimeros. Demuestra que el producto de tres ndmeros naturales con-
secutivos no puede ser el cubo de un nimero natural. S

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

Experimentamos con los casos particulares mas sencillos y ordenamos los resultados.
Llamando a (altura) y b (base) a las dimensiones del rectangulo, podemos construir la tabla.

1 2 |83 14 |5 6
1 1 2 |8 |4 |5 6
2 2 |12 |4 |4 |6 6
3 3 |4 |3 |6 |7 6
4 4 |14 |6 |4 |8 8
5 5 |6 |7 |8 |5 10
6 6 |6 |6 |8 10 6

En el elemento en el que se cruzan la fila a con la columna b aparece el numero de
cuadrados pequefos atravesados por la diagonal, para un rectangulo de dimension a x b. por
ejemplo, la fila 4 y la columna 3 se cruzan en el numero 6, luego, en un rectangulo de orden 4
x 3 la diagonal atraviesa 6 cuadrados.

Si analizamos los valores de la tabla anterior podemos plantear la siguiente conjetura:

e El nimero de cuadrados pequenos que atraviesa la diagonal de un rectangulo de orden a
x b esigual a:a+ b-1, si ay b son primos entre si.

e Silos nimeros a y b no son primos entre si, entonces el nimero es: a+ b—d, siendo d el
maximo comun divisor de my n.

2. La solucion es:

El producto de tres numeros naturales consecutivos no puede ser un cubo perfecto ya que si
lo fuese se tendria: k* =n(n+1)(n+2)

Por otra parte son validas las siguientes desigualdades: n® <n(n+1)(n+2)<(n+1)°



£~ EDITEX

La desigualdad primera n° <n(n+1)(n+2)=n®*<n® +3n° +2n, es inmediata.
Para probar la segunda n(n+1)(n+2)<(n+1)°>, basta comprobar que: n(n+2)<(n+1)>?

Pero esto también es inmediato porque: n(n+2)=n’+2n<n®+2n+1=(n+1)?

Luego el nuimero n(n+1)(n+2) no puede ser un cubo perfecto ya que se encuentra
comprendido entre dos cubos perfectos consecutivos.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

I

H E B N
~J

||
o

M 10.

Wi

Calcula la tasa de variacion media en el intervalo [2, 5] para las funciones:

flx)=7 - 2x glx)=4x*-3x+5 kix) = = Hx)= vx+4

. Calcula, mediante la definicién de derivada de una funcién en un punto, las derivadas de las siguientes funciones en los

puntos que se indican:

a) flx)=(2x- 1% Df(2) b) f(x)=/x+3; f(6) A fx) = 22 : D f0)
X+
. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones en x = 0:
2 : 3 .
a) f(x}=\x| b) f(X):[_X +1 S!X<0 o) f(X):{X - X S!XSO
1 si xz0 senx si x>0

. ¢Para qué valores de a y b cada una de las siguientes funciones es continua y derivable?

xt+2 s x<0
3 _ i .
a) f(x)= X =12x+1si0=x =1 b) f(x) = Jax+ b S 0<x=2
20x* +bx+asil<x=2

Six>2

3 _x
V2 22

. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y = 2x? + x en el origen de coordenadas.
. Halla los puntos en los cuales la tangente a la curva y = 2x® + 3x2 — 30x — 6 es paralela a |a recta de ecuacion v = 6x - 5.
. Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva xy* -5y =6 en el punto (1, 6).

. Dada la funcion y = x2 — 4x + 3, encuentra un punto de su grafica en el cual la recta tangente a ella sea paralela a la se-

cante a la curva en los puntos de abscisas x= 1y x=4.

. Halla los valores de a y b para los cuales la recta tangente a la curva v = x2 + ax + b en el punto P(3, 0) tenga de pen-

diente 2.

Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la funcién
f(x) = e¥ en un punto cualguiera x = 2. Halla el valor de Y
a para que dicha recta pase por el punto (exterior a la
curva) P(1, Q).

Llamamas dangulo de dos curvas y = f(x) e y = g{x) que se
cortan en un punto P de abscisa x, al menor de los angu-
los e que forman sus respectivas tangentes en el punto P.

Halla el angulo que forman los siguientes pares de cur-
vas en todos sus puntos de corte:

a) flx) =x?
gix)=x+2

b) flx) = x3 4+ x2
glx)=x+1
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SOLUCIONES

1. La solucién en cada caso es:

o fix)=7-2x
fi5) —f2) -3-3
tvyml|2, 5] = — = =2
ml2, 5] = 5 3

o oXi=4X —3x+5
(5] — o] -
wolo, 5] = 851 -82) _ 90 15 _,«

5_2 3
2x
o kix) =
' o+
15 6
kis)—ki2) _26 5 27
o2, 5] = ol e —_ ~_0,2]
” 5_2 3 130

o Hyl=Yx+4

H5) —t(2) 9 Ve
o2, 5] = 2 Tfa _ VIVE g
5-2 3

2. Las derivadas son:

a) DIf(2)]=F(2)= Iim M}z‘f@):

h—0*

{ Vo ;:_qz
— Itm 212+ h 1] =7 _

0 h
2 _ i 3y
— Im 4 +12h+9-9 — lim hi4h +12) _12
R0 h B0 h

b) £(6)= Iim f(6+h)-1(6) _ Iim V9+h-3_ @

h—0* h h—0* h
®,, V-
o/ im Va+h=3ivVe+h+3) _
h—0 hiva + h + 3)
1
= [im h = [im —_1 =—

hohiVo+h+3) hoo VO+h+3 B



¢) DIf(0)]=F/(0)= lim Mf),_f(o)‘

h—0*

2

- 2
o+ 1
= Iim = Jim —
h—0 h b U
oy
b —2h
=fm-—5——=0
h—0 h+1
3. En cada caso:
a) (i \ i
e (0% = Ilim A0+ h-HO) _
h—or h
. flo + h) = fl0)
o) = Iim o+ a-no
hsr h

f(x) no es derivable en x = 0, pues las derivadas laterales son distintas.

0

YY)

+ 1ih

Il
—
—t
=

b) £(0%)= lim fO+m=10) _ iy =15
h—0* h h—0" h
p— — 2 —
£(07)= lim f(0+h) f(O): im h+1-1_ (%
h—0~ h h—0* h
iy
(& lim -h=0
oo
2ix) es derivable en x = 0.
¢) F(07)= lim f(0+ h)—1£(0) _lim senh—O:1
h—0* h h—0*
_ 2 K2
£(07)= iim JO+h-£0) . A" -h"_ (2
h—0~ h h—0*
(1
wo/ =11
= Iim —h'h L =-1
h—o- h

£~ EDITEX
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4. El estudio queda:

a) Al ser la funcién continua en (0, 2) se cumple:

lim fix)= [im fix) &

h—1- h—1"
= ImixX -12x+1)= lim 208 + bx + o) =
h—1- h—1*

=-10=20+b+c = bh+c=-30

La funcion es derivable en (0, 2), por tanto:

lim fla)— Fi1) . flx) — (1) -
x—=17 X— K—=1" X—1
¥ —12x+ 1 —(=10)
= lim =
¥— 1" X =1
205 + bx + c —=10)
= Iim
=17 x—1

= -9=40+h = b=-49.

La solucién del sistema: b=—49 ; c=19
b) para que sea continua la funcién debe cumplirse:

Im x*+2)= IimVax+b = 2=Vb = h=4
% — 0 X — 0

— —X 3 —_— —
|'I|".I'TI‘ ﬁ'r'."j.-‘": + b = ||I|rl|"ﬂ — + — = 1'.-"2-’.] + b — ‘Ilr'l.z
¥ s 1 x 32+ 2V 2 V2

La solucion del sistema: a=—1; b=4

La funcion es derivable en cualquier punto salvo en x = 0.

En este punto las derivadas laterales no coinciden al ser: {07 =0; (0% =—-—;

4
En x = 2 la funcion es derivable puesto que
] -1 A2 ) —1 7
fi27)l=——=—7+ v f27)= —— =
2V2 4 ' 2v2 4

es decir (27 = (2%)
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5. La solucion es:
f(x)=2x%+x
Recta tangente: y—f(0)=1'(0)-(x-0)

fix)=6x +1 =110 =1

y—0=1(x-0)=

4

Recta normal: y —f(0)= f_((1)) (x=0)

y-0=-1(x-0)=[y=-x]

6. La solucion queda:

La pendiente de la recta y=6x—25 vale 6; por tanto, la pendiente de la recta tangente, al ser
paralela a la anterior, también vale 6. Hemos de encontrar el punto (X,,f(X,)) en el cual
f(x,)=6.

fix)=6x +6x—30= flixg) = 6x,° + bx;— 30 =
= bXo + BXp— 30 = b= 66X + 6Xy— Ib=0=

;"In2+,"(.;.—i3:ﬂ::~xn:2: xD:_3
Los puntos son: (2, - 38) y (- 3, 57).
7. Lasolucibn es:

Derivando obtenemos

y2+2xyy'—5y'=0

36+12m-5m=0
36
m=——
7

Recta tangente: 36x+7y—-78=0
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8. La recta secante que pasa por los puntos (1,0) y (4, 3) es y=x+1.

Su pendiente vale 1, luego la pendiente de la tangente vale 1 al ser rectas paralelas = f'(x,)=1.

L

Fix)=2x—4=Fix)=2x-434=2x-4=1=x= =

fe 2
El punto pedido es | —, —

9. La solucién:

La grafica de la curva dada pasa por el punto P(3,0)=0=9+3a+b.

Por otro lado, 3 =2=comof(x)=2x+a=1(3)=
=EI+L]:'EF+¢]=2=:'¢]=—4

Luego, a=—-4yb=-9-3a=3=|a=-4y b=3|

10. Queda:
La ecuacién de la recta tangente a la curva f(x)=€* en x = a es:

y—e=3e" (x-a
Si esta recta pasa por el punto P(1, 0) se cumple:

=3l -a = -1=3(1-a =

1 4
= — =]l—a &= a= —.
3 3

11. La solucién en cada caso queda:
flx) = x* ,
a) [“_J. S X =Xx+2=XxX-x-2=0
gixl=x+2
=x=2; x;=-1

Los puntos de corte son (2, 4) y (-1, 1)

* Recta tangente a f(x) en (2, 4).
y=f2)=f2)(x-2) =2 y-4=4(x=-2)=y=4x-4

Recta tangente a g(x) en (2, 4)



y—g2)=g2)(x-2)=y-4=1(x-2)=y=x+2
tgoy =4 = oy =75°57" 50"
tgo;=1= 0, =45

El angulo que forman las curvas fix) y gix) en el
punto (2, 4) vale: ¢y — o = 30° 57 507

* Recta tangente a f(x) en (-1, 1)

b)

v—1f=1)=Ff=1) (x+ 1)
=>y-l=2Kx+1l)=2y=-2x-1=tgu, =-2
Recta tangente a g(x) en (-1, 1)
y—g-l)=g'"-1)(x+1) = y—1 = T(x+1) = y=x+2
=tgo =1
tgoy =—-2 = oy = 116° 33 54"

tgo,=1= 0, =45°

El angulo que formen fix) y g(x) en el punto (-1, 1)
vale: 71° 33" 54"

) = x° + X2
W_ + Jl=> Secortanen (1, 2)y (-1, 0)
gx)=x+1

La recta tangente a f(x) en (1, 2) tiene de pendiente
S=tgay=5=0,=7841"24"

La recta tangente a g(x) en (-1, 0) tiene por pen-
diente 1 = tgo, =1= 0, =45°

El dngulo que forman en el punto (1, 2) es:
33° 417 24"

La recta tangente a 7(x) en (-1, 0) tiene de pendiente
1 :;»rgo:-|=1 = oy = 45°

La recta tangente a g(x) en (-1, 0) tiene de pendien-
tel =tgd,=1=0,=45°

El dngulo que forman en (-1, 0) vale 0°.

£~ EDITEX
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W 12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) D[x*] g) DL - x*]

b) D[(3x)"] h) Dlx - 41

) D[3 Inx] i) D[e* +3)]
2 . 1
d) D ———+ D
) {(XS—WJ ) [\54—5):2}

e) D[i}
X

f) D[sen 4x] I} D[sen?x]

M 13. Calcula las derivadas que se indican a continuacién:

a) D[[ﬁx —1-x? )BJ
D[cos(x—n}
cosix +1)

c) D[In tg? x]

i) Dlsen? x?]
i) DIx2 +sen x]

k) D[In2 (In x)]

)D{ |1—senx} " D{ln(',xzm—x
Viwsenx Ieeiex
x=1
e) D[sen {cos(sen x)}] m) D[arctg (m)}
3 I32x X
4] o]
e ! Jai - #

g) Dlsen? 2x - cos? 3x] fi) D[arctg (sen x)]

h) Dlx] o) Dlx'n+]

)

m) D[(x* - 3)%]
n D[(x + 17 - {(x = 1)7]
fi) D[In (2 - 3x%)*]

o) Dl(4x+2)-ax—2]

p) D[x2 - 2% - a%]

q) D[sen x]

p) D[arcsen\fx - ﬂ

N+ 7x
9 DHP ?x}

r) D[(‘I = x)v{‘l+ xz]

5) Dlarctgyx]
0 ofim( ) e
ool 75)

v) D[arcsen (tg x)]

w) D[(sen x)z==x]

M 14. Calcula las derivadas sucesivas que se indican:
a) fix) = 2> b) g(x) = % O h(d =In(x+2) d) j) = sen 3x
¥ —
F(x) g*(x) 1 J ()
M 15. Obtén las derivadas n-ésimas de las siguientes funciones:

a) fx)=In(x-1) c gx)=e"+e~ e) hix) = iz
x

b) flx) = d) g(x) =3~ ) hix) = cos x

.
x+1

11
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SOLUCIONES

12. Las derivadas quedan:
a) D[x*]=2x
b) D[(3x)"*]=(3x)"*"

X

c) D[3*:Inx]=3":In3:In x+3—
X

2 Ao (v _aver-s_ —12(3X° =6X)
d) D_—(X3_3X2)6}_D[2 (¢ =3x) 1= Ty
o) D_ex}: e*- x2— e* _ ex(x2—1)
X b's X
f) D{sen4x]=4cos4x
9) D[x*-x*1=D[x"]=7x°
h) D[x-4*]=4"+4"-In4-x
i) D[(e* +3)*]=86"* (e** +3)°
1 5x
S D _
! L/4—5x2} (4-5x%)\4-5x°
x| e'—e"-x_e"(1-x) _1-x
k) D[ex}_ e2x - X2x - e~
) Disen* x]=D[(sen x)*]=4-sen® x-cos x
m) D[(x2 —3)°]=10x(x? —3)*
n) D[(x+1)°-(x—1)*]=(x* =1)[6x* +4x—1]
= -24
f) D[In(2—3x2)4]:D[4'In(2—3x2)]=2_3;(2

4(4x+2) 24x-4
Dl(4x+2)\/4x-2]=4-\/4x-2 =
o) Dl(4x:+2)/4x-2]=4-{4x +2\/4x—2 Ja4x-2

12



p) D[x*-2*-8*1=2x-2"-8** +2"-In2-x*-a>* +2a°*Ina- x* - 2*

q) D[sen x*]=4x%-cos x*

13. Las derivadas son:

a) DIix=V¥1-x=3x=-V1-x2-

(1o 2 )= 6223 v
2¥V1T = x5 V1 —x?
cos (x — 1)
b) D[—‘ ’_}

cosix+ 1)
_ —senx—1)-cosix+ 1)+ sen(x+1)-cosix-1)
- cos (x+1) B
_ osenlix+ 1) —x-1)] _ sen 2

cos'ix + 1) costix+ 1)

c) Dlintg x]=D12-Initgx)] = M
tg x
d p T-senx |_ 1
\V l+senx | | _sen x
2 )

Vol +senx

—cos X1 + sen x)— cos x(1 —sen x)
(1 + sen x)°

—COS X 3 —1
1 +senx

I —
i1 +sen x) V1 —sen® x

e) [ [sen {cosisen x)}] = cos {cosisen x)} - [-senisen x)] - cos x

3 g2
f) D[—x; }=D[x3-32"-e“""]=
=3x -3 e x -3 n3-2- 8-

23T g ¥ =3 g3+ 2 N3 X = 2X)

£~ EDITEX
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g) Dl[sen’ 2x - cos 3x] = 6 sen” 2x - cos 2x - Cos” 3x—
— 6 sen’ 2x - cos 3x - sen 3x

hy D[x'1=x"[Inx+1]

) D™ = x““[ 2in x }
X

) DI[x"] = x‘x[:{”(m"' X+ Inx+ 1—)}

) X

Cos X

¥

K) D [x%] = x**¥ [-sen x In x +

|

TS 'S [
) D|in| ————roro
) [” ( Va2 +1 +x ”

=D[nVe+1—xi—IniV2+1+x] =

22X 4y

_ Ve 2esl

C VeaT-x Veadex Vs
2V 4+ 2V 4+ 22
B Vid + 1-x Vi + 1 +x - Vad + 1

m  p [an_" rg( il )}:

X+ 1
_ 1 Tx+11=T1Tix=1) 3
S (x=1¥ O+ 17
1+(,‘< 1]
L x+ 1
3 2 3 1
2x% 4+ 2 o+ 1
2 1

2% +2 X+

£~ EDITEX
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—_—
| Va2
X :| z‘llr'ln:-iz -

p—
Va? — )

Via® — x2)

COs X
1 + sen” x

f) Dlarc tgisen x)] =

o) D [¥™] = x’”"{ 20n x }

X

.EI:'IJSX] -

p) [ [isen x)

2 cos” x
sen X

= (san x)°=" [—2 sen x - Inson x +

5N X
X

)
Inx

q D [ = 5™ [cos x - In x + |

N D [iln x7] = (In x)* [.’n[hn X) +

1

s) DlarctgVx] = ————
) larctg v 2Vx il + x)

D D“{1lx)+1lx}=

1
:D{—Fﬂ (1 +x+ }:
1 +x

1 1 -2 —-X
- T+x (1 + x)° - (1 + %
u) D[m( Vx -1 ”=D[fﬂ["ﬂ§—1,’l—!ﬂ["f§+1}]:
Wy + 1,
1 1
2Vx 2Vx 1

15
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v) D larc sen (tg x)| = ﬂ
V1 —tg? x —t2? X

zc'nsx] _

w) D [isen x)

2 cos® x
son X

= (5en 'fj""’“”{ -2 sen x - Insen x +

14. Quedan:

a fix)=2" fix)=2"*-In2-3;
fixy=2"-(n2-37% fx=2"-3-In27

b) gix ix) = P e = ——=
) glX) = —— g'ix) = 1 —— g'xl = X — “3
~12 o 48
X — X)= —
g x=1* g x-1
o . s - -1
c) hix)=Inix+2); Mx) = b)) = ——
X+2 X+ 2]
2 -6
hix)=——— h¥x) = — = (x) = e
X+ 2] X+ 2] X +2)

d) jix) =sen3x
Jix) =3 cos 3x
Jix) = -9 sen 3x
J"ix)=-27 cos 3x

J¥ix) = +81 sen 3x

j[ (x) =243 - cos 3x
[|l:l] iy 10

J"%x) = —sen 3x - (3)

Aparece un grupo de cuatro funciones derivadas diferentes, después se repiten.

15. En cada caso:

a) f(x)=In(x-1)

-1 2
X X =

f(x)=
X —1 (x — 1) (x —1)°

1™ e n=1)!

= "(x) =
(x=1)"

16



b) f(X)=—2-  F(X)=—2r  F(x)=

Cox+1 (x+1)

4
(x+1)°

_—12
(x+1)*

£7(x)= £(

c) BN =€ +elgixn=¢e-¢e" g'ixi=e" +e”

g"ixi=e' - = gMx)= e +(-1)" - ™
d) g(x)=37"; g'(x)=-3"-In3; g"(x)=37"-(In3)*; g”(x)=—3"*-(In3);

g"(x)=(=1)"-37(Inx)"

1
Faet -
hixi=-2x7 h"ix)=6x"; h"ix) =—24x"

] P " - 'l
A = (=1)" - (n+ 1)1 - x7"*2

f) h(x)=cos x; Hh(x)=-sen x:cos(x+gj; h’(x)=-cos x=cos(x+7);

H’(x)=sen x:cos[x+3?”j; h"(x)=cos x=cos(x+4?”j;

h”(x)=cos(x+mj
2 .

X)=

£~ EDITEX

(-1)"-2

n
(x+1)"""

17
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PAGINA 284

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

M 16. ;En qué punto o puntos la recta tangente a la curva y = 5@ + 3x + 4 tiene la menor pendiente?

X
+1xl

M 17. Se considera la funcion f: 2 —— B dada por f(x) = 1

a) Estudia su derivabilidad.

b) Encuentra f(x).

M 18. La primera grafica corresponde a la funcién derivada de f(x).

Y Y Y Y

_f‘ 3
| Y \ U Y
| 0 a\x

(A)

>

=)
Y IS
b

©

a) Obtén la expresién analftica de v = f(x). %

b) Indica cual de las gréficas, (4), (B) o (C) corresponde a la funcién flx). Justifica la respuesta.

e i x =
W 19. a) Estudia para qué valores de a las funciones f(x) = L S! X=2 5on continuas.
2ax—2a+1si x>a

b) En estos casos dibuja las graficas de las funciones obtenidas.

¢} ¢En algun caso fes derivable en a?

W 20. Considérese la hipérbola x - y = 1. Halla la ecuacién de la secante a dicha curva que pasa por los puntos de abscisas x = 1
y x = 2. Halla también las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola que son paralelas a dicha secante.

W 21. Halla el punto de la curva y = In (1 + x2) en que la tangente es perpendicular a la tangente trazada por el punto de abs-
cisax=1.

M 22. Determina los coeficientes a y b de la pardbola y = ax2 + bx + 2, sabiendo que la recta tangente en el punto en que x= 1
es larecta y = -2x.

W 23. Halla el dngulo que forman las rectas tangentes a las curvas xy = 1, x2 — y2 = 1 en sus puntos de interseccion.

M 24. Determina, de manera razonada, todas las funciones f que sean polinémicas de tercer grado y verifiquen (1) = f(1) = 0.
iPuede existir alguna de las funciones determinadas anteriormente que verifique f(0) = f(1) = 0?

W 25. Si el lado de un cuadrado aumenta a una velocidad de 3 cm/s, halla la velocidad a la que aumenta su 4rea cuando el
lado vale 12 cm. Halla el valor del lado cuando el area crece a 60 cm?2/s.

18
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SOLUCIONES

16. Las pendientes de las rectas tangentes a esta curva verifican la relacion:

V=3 +3=m=3x"+3

Esta pendiente toma el menor valor posible en el vértice de esta funcion
y:3X2 + 3 cuadratica, es decir en x = 0. Luego la menor pendiente de la recta tangente esta
en (0, 4) y vale 3.

17. Las soluciones en cada caso son:

six=0

six =10
1 —x

Estudiemos su derivabilidad en x = 0 y para ello buscamos las derivadas laterales.

i

) flo + h) - flo) 1+h
0% = Iim el ' lim — =
h—0* h h—s0°
}' ':’%xl
= m —2 2 iim =1
hoe D1+ h) hooo 1+ h
h
. . - 1-h -
o7 = Ifm GOEE D) = Iim h =
h—s0 h h—s0-
B
! wos 1
= H‘m;= Iim —— =1
h—p- hi(1—h) hoo 1-h

La funcion f(x) es derivable en x = 0.

Luego es derivable V xeR.

b) hallamos f’(x) a través de las derivadas laterales.

— six=0
(1T + x)°

fix) = |
—— six<0
(1 —x)°

19
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1

Cr V0N [\1 + h)Z B
0% = Iim 0+ h) - 7(0) h) - £(0) = [im T =
h—0" h h—07
o
2h-HK '@) . —2-h
= -7 = M — =
h—o* h(1 + h) h—ot (1 +h)
1
. . 0+ h) =0 . 7“ - mE
frio) = fim OO e, h =
h—0" h h—0"
2 Ifi)
. 2h-h /| 2-h
= [im —_— = lim -3 = 2
hoo (1 + h) h—o (1 + h)

La funcion f”(x) no existe en x = 0 para todos los demas valores.

L six>0
(1 + x
ix) =

T six=0
1 —=x

18. La solucién es:
a) expresion analitica de y =f'(x). Es una recta que pasa por los puntos (0, 0) (3, 2), luego

. 2
Su ecuacion es y=§x.

b) como f'(x) :g X = f(x) ha de ser una funcion poli némica de 2° grado, por lo cual la

grafica (C) queda descartada. La grafica (A) corresponde a una funcion poli némica de 2°
grado, luego su funcién derivada seria negativa. Por tanto, la solucién es la funcién (B).

19. Los casos quedan:
a) para que la funcién f(x) sea continua debe cumplirse:

Ifm fix) = im fix) =

X—d X—d
fim o2+ 1)= lim (2ax-2a+ 1) =
K—sd W—sd"

= aA+1=22-2a+1 = F-2a=0 =

= da-2l=0= a=0ya=2

20
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x*+1 six<0

b) en el caso a = 0 la funcién es f(x) = )
1 six>0

Y su grafica es:

L1

X2 +1 six<2

En el caso a = 2 la funcion es f(x) = )
4x—-3 six>2

Y su grafica es:

7 5 -3 -0 11'"3'5';4

-2

c) en el caso a = 0 las derivadas laterales de la funcién en x = 0 son:
flioy=0 vy flO07)=1

Y, por tanto, la funcién no es derivable.

En el caso a = 2 las derivadas laterales de la funcion en x= 2 son:
fiz=4 vy fi27)=4

Y la funcion es derivable en x= 2. En este caso es derivable en cualquier punto de su
dominio.

21
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20. Queda:

21.

La recta secante pasara por los puntos P(1, 1) , Q(2, 1/2) y su ecuacién es:

x-1 _y-1 = x+2v-3=0
-1 1/2 '

, 1 .
La pendiente de esta recta es m:—E luego las rectas tangentes paralelas a esta tendran por

pendiente —%: _,,-:l: },!=_L=> i=_

1
X ' x° x* 2

|I'_

= X =+V2
. 1
Las rectas tangentes de pendiente 3 pasaran por los puntos

p 1'flll-21 — ] [_1'!':2.1 B
V2 Q . V2 )

Y sus ecuaciones son:

1 1 -
Yo = ——(x = V2]
W2 2 "

1

. LT PUNRY o
_y+?2- 21,\+‘»_;

Queda:

La recta tangente a la curva en el punto P(1, 0) tiene por pendiente:

2x
V' = - = m=1
T +x

La recta perpendicular tendra por pendiente (-1), por tanto:

2x
1+

= 1= 1+x+2x=0=x=-1

Por tanto, el punto buscado es Pi-1, In 2) = A-1;0,7)

22
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22. La solucién es:

La recta tangente en el punto en el cual x = 1 pasa por el punto (1, -2) y su pendiente vale
(- 2). Por tanto:

2=a+bh+2=a+bh=-4

Por otro lado, (1) = =2 = como fx) = 2ax + b =
=2a+h=-2
Resolviendo el sistema:

ﬂ+b:—4- [szz
—
2a+ b=—2

23. Queda:

Las curvas se cortan en los puntos que obtenemos al resolver el sistema:

xoy=1]_ f [1+V5 [—14v5
Coy=1]" W7 V3 |
[ 1445 [ 145
Q[..__ V2 VT 2 )

Basta con hallar el &ngulo que forman las rectas tangentes a las curvas en P, en Q es igual.

Hallamos ¢, que es el angulo que forma la recta tangente a la curva x-y =1en el punto P
con el eje de abscisas:

1 1 1
y=—=y=-—=tgo=—— =
X X 1+V5

2
=2
- = =148 16 57"

1+ V5

Hallamos a, que es el angulo que forma la recta tangente a la curva x° —y2 =1 en el punto P

con el eje de abscisas.

X V5 4+ 1
. =Sgo=——— =

V-1 <

_]r':"l.."l,'\"z— 1= .}.r —

= a, =58 16" 57"
Luego, el dngulo que forman las rectas tangentes en P
vale: oy — o = 907

23



24. Queda:

fixy=ax + b +cx+d
fix)=3ax +2bx + ¢

fi-li=3a-2b+c=3a-2b+c=0
flli=3a+2b+c=3a+2b+c=0

=c=-3a h=0

Las funciones polindmicas de tercer grado que verifi-
can las hipotesis del enunciado son de la forma:

fix)=ax —3ax+d
Para que verifique f(0) = f{1) = 0, deberan cumplir:

d:D] _ [d:c]
c]—3¢]+d=u n'.-:|=':|

£~ EDITEX

Luego no existe ninguna funcion poli ndmica de tercer grado que verifique estas condiciones,

excepto el polinomio nulo.

25. El area de un cuadrado en funcién del lado | es A=/°.
La variacidon del &rea puede venir expresada en la forma:

dA dlf

=2]

dr T d

. dl
Sif=12cmy v = 3 cm/s, obtenemos:
t

dl'q . .
— = 2-12cm-3 cmfs =72 cmfs

,odf . dA
Si — =3 cmisy — = 60 cm’/s, obtenemos:
dt todt

60 cm*s=2-/-3cmfs = I=10cm.

24



Unidad 12 — Aplicaciones de las derivadas

PAGINA 287

cuestiones iniciales

1. Estudia la continuidad y derivabilidad de las funciones f(x) = x - Ix| y
2

gt = .
2. Demuestra que la funcion f(x) = 3% es estrictamente creciente.

3. Expresa, en funcién de la longitud de la base, el drea de un rectangulo
cuyo perimetro vale 20 m. ;Para qué valor de la base el area es maxima?

SOLUCIONES

£~ EDITEX

1. En cada caso:

x®  si x>0

. f(x):x.|x|:{

—x? six<0

Estudiamos a continuidad en x=0. f(0)=0

lim fixi= lim (—x*) =0
¥ —0° ¥ — 0

lim fix)= [lim (x%) =0
¥ — 07 ¥ —0F

La funcion f(x) es continua en x=0, luego es continua en toda la recta real.

Estudiemos la derivabilidad en x=0.

- fl0 + h) — fl0) 0+ h’ -0

frof = fm LD EM IO, WA 2P
h=o h h—n* h

i fl0 + h) — f(D) —0+hF -0

o= Im PO g 2 Y g
h—s 0 h h— 0 h

La funcién f(x)es derivable en x=0, luego es derivable en toda la recta real.
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Esta funcion es continua en toda la recta real.
Estudiemos su derivabilidad en x=0.

. S -
g'o%) = lim g0 +h-go) _ lim M -
h—0° h h 0 h

fﬁ' .
2 o |
_m VP, LV I
h—o h P Y hoo- Vh
S—
| \— @i finy _ Ry W
g = lim 80+ -g0) _ m YO-hr "2
B h—0° h h— i h
|@_I 1
= Iim —==-=
h—o Vh

La funcién g(x) no es derivable en x=0.

Veamos que para todo X, < X, se cumple que 3" <3% .

3%
3"

Neh=X-n>0=23">1= =1 =
=3"=3"= 3" <35

Luego queda probado que la funcién f(x)=3"es estrictamente creciente.

Llamando a a la altura del rectangulo y b a la base del mismo, podemos escribir:
2a+2b=20=a+b=10=10-a

Area=b-a=2a(10-a)=10a-a°

La funcién que nos da el area del rectdngulo es una funcién cuadratica cuyo valor maximo lo
alcanza en el vértice, es decir, para a=5m.

Luego para este valor de la altura, la base mide b=10-5=5m. Es decir, la base mide 5 m
igual que la altura.
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PAGINA 303

M Utiliza el método de demostracién por reduccién al absurdo para resolver las siguientes actividades:
1. Ndimero irracional. Demuestra que \15 es un numero irracional.

2. Implicacién légica. Demuestra que si P= Q entonces no P= no Q.

SOLUCIONES

1. La solucién queda:
Supongamos que V3 no es irracional, por tanto /3 sera racional, con lo que se puede poner
en forma de fraccién de este modo:
J3 =% con a,beZ y primos entre si.
De esta igualdad obtenemos: a=b-/3

Elevando ambos miembros al cuadrado nos queda: a*=3b°
De aqui deducimos que a*es miuiltiplo de 3. Si a® es mdltiplo de 3 entonces a también lo es.

Podemos escribir: a=3m con meZ vy sustituyendo en la igualdad a*=3b* obtenemos:
(Bm)*=3b*> = 9IM*=3b° = 3m*=b?

Con lo que b? es multiplo de 3y, por tanto, b también lo es.

Con esto hemos llegado a que a y b son multiplo de 3. Este resultado contradice el hecho de
que ay b son primos entre si. Por tanto, hemos llegado a una contradiccion o absurdo, por lo
que concluimos afirmando que J3  no es un ntmero racional, es decir, es un nimero
irracional.

2. Tiene que ser no P pues si fuera P entonces seria Q y como no dice no Q no puede ser P.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Estudia la monotonia de las siguientes funciones:

a) flx) = 4dx - x2 o flx)=-5x+3 e) flx) = % g) fx) = e
b) () = X"~ 3x + 5 d) fo = X=3 f fx) =2 h) fox) = Vo —9
X+3

B 2. Halla los extremos relativos de las siguientes funciones:

a) y=—x*+6x-5 d) y=x(x- 10 g) v=2x3-15x* + 36x - 12
2 8x
b) y= e) v= h)y=
). Inx ). 1+ x* ) x'+2
2
c yv= Sl f)l y=x-Inx i} y=x2-ex
X

B 3. Halla el valor de a para que la funcién f(x) = x* — 6x + a tenga un minimo de valor —1.
M 4. Halla by cpara que la curva y = —x2 + bx + c tenga un maximo relativo en el punto (0, 4).

W 5. Hallaa, by cde manera que la funcidn f(x) = ax2 + bx + ¢ tenga un minimo relativo en el punto (6, -12) y se anule para

x=8. _@

W 6. Enlafuncién f(x) = x* + ax* + bx + ¢, halla 3, b y c para que esta funcién pase por el punto (1, 0), tenga un maximo re-
lativo en x = =1 y un minimo relativo en x = 0.

B 7. Demuestra gue la funcién cuadratica f(x) = ax® + bx + ¢ tiene siempre extremo relativo en su vértice, siendo maximo si
a es negativo y minimo si a es positivo.

2x? -3

M 8. Estudia el crecimiento de la funcién f(x) = ——. Determina, si existen, sus maximos y mfnimos relativos.
e

M 9. Estudia el tipo de concavidad y la existencia o no de puntos de inflexién en las siguientes funciones:

a) fix) = 2x3 - 9x? o flx)= % e) flx)=x*-12x*+8

by fix) = v(xz +4 d) fix)=x e f)y fix)=Inix+4)

W 10. Halla los maximos y minimos relativos y puntos de inflexién de la funcién:
f(x) = sen 2x

x

e L ‘
> tenga un extremo relativo Unico. ;Se trata de un maximo o un

M 1. Halla el valor de k que hace que la funcién f(x) = —
X

minimo relativo?

M 12. Dada la funcién f(x) = x(x — 1)*:
a) Estudia su monotonia. c) Estudia el tipo de concavidad.

b} Halla sus extremos relativos. d) Determina, si existen, los puntos de inflexion.
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SOLUCIONES

1. Latabla queda:

Funciones Estrictamente Creciente Estrictamente Decreciente
f(x)=4x-x° (—0,2) (2,+)
f(x)=x*-3x2+5 (=o0,0) U (2,+) (0,2)
f(x)=—5x+3 R

xX-3
f(x)=
() X+3 R
f(x):E R
X
f(x)=27"
f(x)=e** R
f(x)=/x* -9 (3,+e0) (=o0,—3)

2. Latabla queda:

Funciones Maximo Relativo Minimo Relativo
y=—x*+6x-5 (3, 4)
X
Y—m (e, e)
2
Xt (1, -2) (1,2)
X
1 4
y=x(x-1)? (55) (1,0)
2
= 0,2
y 1+ x° (0,2)
o)
y=x-Inx -
e e
y=2x>-15x*+36x-12 (2, 16) (3, 15)
y-o (222) | (~E-22)
X +2
2 X 4
y=x"e —2,§ (0, 0)
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3. La solucién es:

f(x)=x*-6x+a=f(x)=2x-6

Ilgualando a cero: 2x-6=0= x=3

f(x)=2=1f"(3)>0

La funcién tiene un minimo relativo en el punto (3,—1), luego este punto debe verificar la
funcion: —1=9-18+a—=a=8

4. Queda:
La funcién f(x)=— x*+ bx+ ¢ tiene un maximo relativo en el punto (0, 4), por tanto:

a)f(0)=4=4=c
b) f(0)=0;f(x)=—2x+b=b=0

Luegoc=4;b=0.
5. Queda:

Que la funcién f(x)=ax?+ bx+ ctiene un minimo relativo en el punto (6,—12) significa que:

) f(6)=—12=-12=36a+6b+c
f

a
b) f(6)=0;f(x)=2ax+b=0=12a+b

Como se anula para x=8=64a+8b+c=0. Resolviendo el sistema, obtenemos a, b, c.

12a+b=0 a=73
Jpa+6b+c=-121 = bh=-3h
6da+8b+c=0 =96

6. La solucién es:

f(xX)=x®+ax®*+bx+c ; f(x)=3x*+2ax+b

Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos el sistema:

a+b+c=-1

_ —_ i -3/ -p=0:c=-5
b2a+b— 3 de aqui obtenemos a= 2,b—O,c— A
=0
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7. Lasolucién es:

y ( -h b*—4ac
L 2a 4a

El vértice de la funcién f(x)=ax® + bx+ces:
f(x)=2ax +bx

f(x) tiene extremo relativo en su vértice, pues su derivada primera se anula en el.

LR

(DY (b 050 sias
.’fr( ]:Za( 2 ] +b=0= fx=2a= Fx) >0 sta>0
2a , <4, ' fMx)<0 sia<0

Por tanto, si a > 0, entonces la funcién presenta un minimo en el vértice y si a < 0 presenta un
maximo en el vértice.

8. Estudiamos el signo de la derivada primera para ver el crecimiento de la funcion:

frog . =318 -e" (2 —3x) -2 +7x-3

EIZI Ex

Como el denominador es siempre positivo, estudiamos el signo del numerador:

1
I+ TX=3=0=x=3; Xp= —

b= 0
I-F-'L:I

f(x) es estrictamente creciente en (%,3)
, , 1
f(x) es estrictamente decreciente en (— oo, Ej U(3,+0)

Los extremos relativos son X1=§,X2=3. Para ver si son maximos o minimos relativos

2x*-11x+10

hallamos la derivada segunda f”(x)= .
e

f’(3)=<0=f(x) Tiene maximo relativo en el punto [3,%, j

f”(%j>0:f(x) tiene un minimo relativo en el punto (%—%j
e



9. Latabla queda:
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Funciones Concava Convexa Punto de inflexion
f(x)=2x>-9x° (§,+ooj (_W,EJ (gﬂj
2 2 2 2
f(x)=Vx*+4 R No existe
f(X)=§ (0,+) (—=,0) No existe
f(x)=x-e* (1,+e0) (=e01) (1,e?)
f(x)=x'-12x+8 | (-o—2)U(V2,4) | (V2+42) | (V2,-12)u(-V2,-12)
f(x)=In(x+4) (—4,+c0) No existe

10. La solucién es:

f(x)=2cos2x=2c0os2x=0=cos2x =

f’(x)=—4sen2x

[

T

im

T
" ik-2n=x="uynk keZ
2 4

3
+2;rf<:~x:TJ+;r}’<,§<e F

f(x) tiene maximo relativo en todos los puntos de abscisa x=37zt+nk

f"(x)=—4sen2x=0=>sen2x=0: =

f’(x)=—8cos2x

Como f”(0+mk) =0 vy f”'(g+nk)¢0 entonces la funciéon f(x) tiene como punto de inflexion

2x=0+2mk=x=0+mk: ke Z

en todos los puntos de abscisa x=0+ 7Ky x:0+%k.

11. La solucién:

X

X +k

fix) =

g -2x+ k)

fix) =
(x* + k)

e*(x*—2x+k)=0= x*-2x+k=0= Para que exista una Unica solucién se debe verificar

que k=1 = la solucién Unica es x=1.

T
2x=;r+2:rf<=>x:T+;rl::I:eE




X V2
B e x—1
f'(x) = f,_ ; =f(1)=0
x4+ 1)
X ; I | 2 \
N g x—-11x" =3x" +5x+ 1
ix) = : N 3 3+ U :'Jr"[”:ﬂ
ix 4+ 1)

i',"rrrl:-}:.-:I -

O+ 1)
=M1 =0

Por tanto, en x = 1 no hay ni maximo ni minimo relativo.

g (x" —6x" +21x* = 36x + 1557 + 18x - 5) _

£~ EDITEX
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12. La solucién es:
La funcién es f(x)=x(x—1)° y su derivada f(x)=(x—1)? (4x—-1)

a) Estudiamos el signo de f'(x) :
1

Flxl=0=x-1 4x-1)=0=x=1; x:T

-+ +

& r
1 1
4

fo)<0  f [1—} =0 f2)>0
W2
. 1 . . 1
f(x) es creciente en 2,1 U (1,+0) y f es estrictamente decreciente en _OO’Z
b) Respecto a los extremos.

=17 4x=1);x=1P (4x-1)=0=

. (1 . . 1 -27
=x=1ix= i e ] f(x) tiene un minimo relativo en | —,——
L 4° 256
Mxi=ix=11{12x - A)
f1)=0
fl—1=0

c) Para ver la curvatura estudiamos el signo de la derivada segunda:
f"(x)=(x-1)(12x-6); igualando a cero: x:1;x:y2

+ - +

T
mMoy=0 [ T] <0 2)>0

f(x) es céncava hacia arriba en (— oo,%ju(1,+oo) y f es cdncava hacia abajo en [%,1]

d) Los puntos de inflexion vienen dados:
Mix)=x-1)012x-6) ; (x=1)(12x-6) =0
1

=x=1 x= 5
ix)=24x- 18
| — | # 0 = f tiene dos puntos de inflexién en

1 =TV o
(z 7)o

10
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|_RES

4.

M5

W 16.

H17.

M8

M9

W 20.

21

W22

W23

Descompdn el nimero 48 en dos sumandos tales que el quintuplo del cuadrado del primero mas el séxtuplo del cuadra-
do del segundo sea minimo.

Halla el ndmero positivo cuya suma, con 4 veces su reciproco, sea minima.

Halla las dimensiones del rectangulo de drea maxima inscrito en una circunferencia de 20 cm de
radio.

Se considera una ventana rectangular en la que el lado superior ha sido sustituido por un trian-
gulo equilatero, como indica la figura. Sabiendo que el perimetro de |a ventana es de 6,6 m, ha-
lla sus dimensiones para que su superficie sea maxima.

De todos los rectangulos de diagonal igual a 1, halla las dimensiones del de 4rea méxima.

Se quieren construir botes de enlatar de forma cilindrica con 10 litros de capacidad. Calcula sus dimensiones si se desea
que el gasto de material sea minimo.

Queremos disenar un envase cuya forma sea un prisma regular de base cuadrada y capacidad 80 cm?. Para la tapa
y la superficie lateral usamos un determinado material, pero para la base debemos emplear un material un 50 % mas
caro.

Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor posible.

Halla las dimensiones gque hacen minimo el coste de un contenedor que tiene forma de ortoedro sabiendo que el vo-
lumen ha de ser de 9@ m3, su altura 1 my el coste de construccién por m? es de 30 euros para la base, 35 euros para la
tapa y 20 euros para cada pared lateral.

Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso, margenes superior e inferior de 2 cm de altura y margenes
laterales de 1 cm de anchura. Obtén, razonadamente, las dimensiones que minimizan la superficie de papel.

Divide un segmento de 6 cm de longitud en dos partes tales que sea minima la suma de las dreas de los triangulos equi-
|ateros construidos sobre ellas.

Se desea construir un jardin, limitado en dos lados por un rio que forma un codo de 135° y los otros dos lados por una
valla ABC de 1,2 km de longitud. Halla las dimensiones del jardin de drea maxima.

M 24. En un jardin existe un paseo cerrado que consta de media circunferencia de radio 10 my de su didmetro correspondien-

te. En el interior de la figura anterior se va a instalar un parterre rectangular, uno de cuyos lados esta sobre el didametro
y el opuesto a él tiene sus extremos en la parte curva. El parterre se plantara de camelias, que ocupan 0,25 m? cada una.
(Cudl es el nimero maximo de plantas que pueden ubicarse?

11
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SOLUCIONES

13.Sean x y 48 — x los numero que hemos de buscar. La funcibn a optimizar es
S(x)=5x%+6(48-x)?= S(x)=11x* =576 x+13 824
o 288
S'I_XJ=22X—5?6:"22X—5?5:D:~X:—1

{7 L
§7(x) =22 = 5| “1318

La funcidn S(x) presenta un minimo.
288 240

Los numeros buscados son: ?y 1

' 288
:I}G:EI'IX=T

14. La funcién a optimizar es:

. 4 x*+ 4
Sl=x+— =
X X
2 2
X' -4 X' -4
§x) = — = —=0=x=2;x=-2
X X
oy _ O
¥ = — = 5"2)>0y5"=2) <0
X

La funcidn s(x) presenta un minimo en x= 2
El numero buscado es x = 2.

15. El area es:

Como x°+y?=1600= y=4/1600- x* e

= A(x) =x V1600 - x* = V1600 x* —x* : -\

3200 x —4x*  _ 1600 - 2x* ‘
2V1600x —x* V1600 - \

I Lafuncién a opti-
| mizares A=x-vy
| )

Allx) =

x

1600 -2 =0=x=+20V2

2x'— 4800 x

Aix) = :
(1600 —x3) V1 600 — x2

A"20V2) <0y A"=20V2) > 0

La funcién A(x) es maxima para x=20+/2 e y:20\/§ . Por lo cual, el rectangulo de area
maxima es un cuadrado.

12



£~ EDITEX

16. La funcién a optimizar es:

y-y3

A=x-y+———
Y 4

Como 2x+3y=6,6= x=M

La funcion a optimizar en una sola variable es:

6,6y —3y° V3 y?

Aly) = + _
) 5 ]
o 13,2v -6yt 4432
= r‘£l|}.l = / ] ;
4
13,2 12y + 2 \V3y _
.l
—0=y=—22 __q5m
12 -2V3
— ] ey
Aryy= 2E2NV3 5y <0

Luego la superficie es maxima para y=1,5m x=1,05m.

La ventana es un rectangulo de base 1, 5 my altura 1, 05 m y un triangulo equilatero de lado
1, 5m.

17. El area es:

La funcién a maximizar es A=Xxy. I

2, .2 2 v T~
Alser x*+y =1=>y=41-x ~——
La funcidn a optimizar en una sola variable es: x

Ax)=x V1-x2 = A@x) =Vx2_x*

e 3
A= 22 0 o 2-40=0 = x= 2
2V1 - 2

A

y x=- 22

2

2

- . . 2
La unica solucién con sentido es x:?. Para este valor la altura y vale y:?.

13
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18. Sea r el radio de la base del cilindro y h su altura. La funcién a optimizar es:

/
A=2xr’+2rh ;}
., . 2 10 \\--————f
La relacion entre las variables es 7r°h=10 0 h=—; N
Tr
La funcion a minimizar expresada en una unica variable es: .
- r -
20 o
A=2nr+ = —
p N
Derivando obtenemos:
) 20 ) 40
Aln =4rr - — Al = 4T+ —
r r

5
Alri=0 = 4m°-20=0 = rr=— = r=1,17
A"(1,17)=28,8 =0

Las dimensiones del bote de enlatar de material minimo en las condiciones dadas son:
Radio =1,17dm vy altura =2, 33 dm

19. La solucién es:

Sea x la medida del lado de la base e y la medida de la altura lateral.
La funcién a minimizar es f(x, y)= x*+1,5x* +4xy
. . 2 , 80
La relacion entre variables es x“y =80 es decir, y=—.
X
La funcién a optimizar expresada en una Unica variable es:

320
X

fix)=2,5x% +

Derivando, obtenemos:

320 R &40
5 ixl =5 + pE
X

f(x) = 5x —
fix)=0 = 5x'-320=0 = x' =64 = x=4
f"4)=15=0

Las dimensiones del envase son:
Lado de la base =4 cm
Altura lateral = 5 cm

14



20. Sean x e y las medidas de la base. La funcion a optimizar es:

flx, v = 30xy + 35xy + 40(x + v)

. . . 9
La relacion entre las variables es xy =9, es decir, y=—
X

La funcién a minimizar expresada en funcién de una Unica variable es:

. 360
fix) =585+ 40 x +

Derivando, obtenemos:

i 360 ) 720
Fix) = 40 - — fix) = —=
X X

flix)=0 = 40x°-360=0 = x'=9 =

= x=-3 yx=3

Para x = 3 obtenemos un minimo.

Las dimensiones del contenedor de coste minimosonx=3m ey =3 m.

21. El problema queda:

Llamando x, y a las dimensiones del texto impreso, S—

obtenemos que la funcién de optimizacién buscada es:

S=+4)Xx+2)=xy+2y+4x+ 8

y+4

Expresando esta funcion en una sola variable mediante:
18
xy=l=y=—
X

36 i 4x* + 26x + 36
SxI=18+ — +4x+ 8= 5x) = + +
X X

4x* - 36 4x* - 36

—_—
x? x?

iy = =0=x==+3

-

S"x) = é y 533 =0
b

£~ EDITEX

Por tanto, la superficie de la hoja es minima para x = 3 cm y = 6 cm, es decir, la hoja tendra

por dimensiones:
X+2=5 cm de anchura

y+4=10 cm de altura.

15
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La solucion es:

Llamando x a una de las partes, la otra tendra por longitud 6 — x.

La altura de un triangulo equilatero de lado | unidades viene dada por: % unidades.

La funcién a optimizar es:

x\V3 _  B-x V3
'.E—X.l‘—

]

dx -12)=4x-12=0=x=3cm

)

§'x) = —— - 4=V3=5"(3)>0

Por tanto, la funciéon se hace minima para x = 3 cm.

Luego el segmento dado se divide en dos partes iguales de longitud 3 cm cada una de ellas.

La solucion es:

A

f |
[ X '

Sea x la longitud de la mitad de la base del parterre e y la longitud de su altura.
Debe ser maxima el area el area del parterre, es decir, la funcién:
A=2xy

La relacién entre las variables es x*+ y*=1000 y=4/100- x*

16
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La funcién a maximizar expresada en términos de una Unica variable es:

_ 200-4x

A(x)=2x/100-x* que derivando: A'(x)="———
\100—-x

4x* — 600X
(100 = x% - V100 - x?

Ay =

Axi=0 = 200-4x*=0 = x=-%50, x=v50

A"IVEDI = -8 <0

Para x=+/50 m existe un maximo.

Las dimensiones que hacen maximo el parterre son x=2+/50 me y=+50 m; el area maxima
vale 100 m* .
En esta superficie puede plantearse 100:0,25=400 camelias.

La solucion es:

s x

Sox y

Sea x e y las longitudes de los segmentos que aparecen en el dibujo.
El area del jardin sera:

1
A= — x?+xy
2 !

La relacion entre las variables es 2x+ y=1,2.
La funcién a maximizar expresada en términos de una variable es:

1 3
A= —x+x(1,2-2x) = A=-—x"+12x
2 2

Derivando:
Alx)==-3x+1,2
A'(x)=-3

Alx) =0 = -3x+12=0 = x=04

Para x = 0,4 la funcién tiene un maximo.

Las dimensiones del jardin de area maxima son 0, 4 km para el lado mas corto y 0, 8 km para
el lado mas largo.

17
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ACTIVIDADES FINALES

25,

6.

H27.

W 28.

Il 29.

Il 30.

W31

32

Il 33.

W34

W35

Il 36.

Comprueba que la funcién f(x) = x@ — 2x2 + x + 1 verifica el teorema de Rolle en el intervalo [0, 1].

Estudia la derivabilidad de la funcién 1- %/F y analiza si la funcién verifica las condiciones del teorema de Rolle en el
intervalo [-1, 1].

. . T v . . .o
Consideramos la funcién f(x) = e"(g— x) sen® x. Prueba que existe, al menos, un nimero real x,, con 0 < x, < S tal

que f'(x;) = 0.

Se considera la funcién f(x) = x22. ;Existe un intervalo [a, b] en el que se pueda aplicar el teorema de Rolle a la funcién
f(x)? Justifica la respuesta.

Consideramos la funcién f definida en el intervalo cerrado [0, 2] y dada por:

- iD<x<
f(x)={x 12x+1si0=x =1

ax® +bx+c sil<x=2

Encuentra los valores de a, by ¢ para que se pueda aplicar el tearema de Rolle en dicho intervalo. Halla el valor o los va-
lores de x a los que se refiere el teorema.

. . 1-cosx sl x=0 .
Halla el valor de a para el cual se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién f(x) =+ | ‘ en el inter- 1
X“+ax s x=0 6

T 1 1
valo [_E' 1} . Encuentra el valor de c que indica el teorema.

Demuestra que la ecuacion x* + x2 + x = 2 tiene una Unica solucién en (=1, 1).
Prueba que las funciones f(x) = x» y g(x) = e~ se cortan en un Unico punto en el intervalo (0, 1).

Aplica el teorema de Cauchy a las siguientes funciones en los intervalos indicados:

a) flx)=x2-2x+3 y glx)=x*-7x*+20x-5 enl[-1,1].

b) flx)=e> y glx)=e*+2 en0,2].

Estudia si se puede aplicar el teorema de Lagrange a las siguientes funciones en los intervalos dados y, cuando sea posi-
ble, halla el valor de ¢ que da el teorema:

a) flx)=2x2 - 7x+ 10 en [2, 5].

b) F(x) = ¥x* =2 en -1, 11.

1/x si—2=x=-1.

Dada la funcién f(x) = :
(x2=-3)/2 si-1<x=<0

a) Prueba que f(x) cumple las hipdtesis del teorema del valor medio en el intervalo [-2, 0].

b) Determina los puntos cuya existencia afirma dicho teorema.

Halla los valores de x = [0, 2x] en los que la funcién f(x) = e* - cos x presenta extremnos relativos y/o puntos de inflexion.

18
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SOLUCIONES

25. La funcién f(x) es continua en [0, 1] por ser una funcién polinémica.
La funcién f(x)es derivable en [0, 1] al ser una funcién polinémica.
Ademas se cumple:

f(0)=1y f(1)=1

El valor del interior del intervalo (0, 1) que anula la derivada de la funcién f(x)es C:%.

26. La funcion no es derivable en todos los puntos del intervalo (- 1, 1) al no ser derivable en el
punto x = 0.

En el origen se cumple f’(0)=oy por tanto, no se verifican todas las hipotesis del teorema de
Rolle.
La grafica de la funcién en el intervalo [- 1, 1] es la siguiente:

b ]

27. La funcién f(x)del enunciado cumple las hipétesis del teorema de Rolle al ser:

o w
— Continua en [DJ JT]

: T
— Derivable en (D, J? ]

—f0)=0y r’(';i)= 0.

La tesis del citado teorema nos asegura la existencia de x; ( 0, - ) cumpliendo #'(xg) = 0.

19



£~ EDITEX

28. No existe el citado intervalo, ya que :
— La funcidn es par fi—x) = f(x).

— La funcidn es decreciente en (—==, 0) y creciente
en (0, +==).

— La derivada en el origen no existe al ser {'{0) = ==.

Todo ello puede verse en la grdfica:
LY

29. La funcién tiene que ser continua en x = 1 y debera cumplirse:
-10=a+b+c

La funcion tiene que ser derivable en x = 1 y se cumplira:
-9=2a+b

Se cumplira: f(0)=f(2); es decir, 1=4a+2b+c.

La solucién del sistema:

a+ b+c=-=10 a= 20
2a+ b = -9 g5 b =-49
4a+2b+c= 1 c= 19

El valor al que se refiere el teorema es ¢c=49/40¢€ (0,2) en el cual f’(j—gjzo.

30. La funcién f(x) ha de ser continua en el intervalo dado. Veamos su continuidad en x=0:
f(0) =0 ; lim(x*+ax)=0 ; lim(1-cosx)=0 . Por tanto la funcion es continua en el
x—0"

x—0"

intervalo dado para cualquier valor de a.
La funcién ha de ser derivable en el intervalo (—%,1)

f,(X):{senx SI. x<0 £ (0)=0 : £.(0)=a
2x+a si x>0

Para que sea derivable en x=0 ha de ser a = 0.

f(—gj =1—cos(—gj =1 y f(1) = 1 coinciden las ordenadas en los extremos del intervalo.

20
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32.

33.

34.
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Luego la funcién dada verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo (—%,1} .

Entonces existe al menos un valor en ese intervalo en el que la derivada de la funcién dada
se anulayelvaloresc=0

Consideremos la funcién f(x)=x®+x*+x-2. Esta funcién verifica las hipétesis del teorema
de Bolzano en el intervalo [-1,1], luego existe al menos un valor ¢ en el intervalo (-1,1) en el
cual la funciéon se nula.

Como f'(x)=3x*+2x+1 esta funcién f(x) es estrictamente creciente en el intervalo dado por
lo tanto la solucién ¢ es Unica.

Consideremos la funcion h(x)=x*—-e™*. Esta funcion verifica las hipotesis del teorema de
Bolzano en el intervalo [0,1], luego existe al menos un valor ¢ en el intervalo (0,1) en el cual la
funcién se nula.

Como h'(x)=2x+e* esta funcién h(x) es estrictamente creciente en el intervalo dado por lo
tanto la solucion c es Unica.

En cada caso:

a) Las funciones f(x) y g(x) verifican las hipotesis del teorema de Cauchy en el intervalo dado
puesto que: son funciones continuas en [-1,1], derivables en (-1,1) y no anulan a la vez sus
derivadas. Por tanto aplicando el teorema de Cauchy tenemos que 3 ce (-1,1) tal que:

f(c) f)-f(-1) 2¢c-2 -2

- = esdecir —H—-——=—
gc) g)-g(-1) 3c°—14c+20 21

;  c=0,14

b) Las funciones f(x) y g(x) verifican las hipotesis del teorema de Cauchy en el intervalo dado
puesto que: son funciones continuas en [0, 2], derivables en (0, 2) y no anulan a la vez sus
derivadas. Por tanto aplicando el teorema de Cauchy tenemos que Jce (0,2) tal que:

fe) _ 12)=10) o gecir 2e” e -1 . c=1,434

g(c) g(2)-g(0) e

La solucion en cada caso:

a) La funcién f(x) verifica las hipétesis del teorema de Lagrange puesto que es continua en el
f(5) - f(2)
—— es

intervalo dado y es derivable en (2,5). Por tanto _3ce (2,5) talque f'(c)= 3

decir ¢ = 3,5.

b) La funcién f(x) no verifica las hipo6tesis del teorema de Lagrange ya que no es derivable en
x = 0, por tanto no es derivable en (-1, 1).
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35. En cada caso:

£~ EDITEX

a) la funcidn es continua en el intervalo [- 2, 0] al estar formada por dos funciones polinémicas

y cumplirse:

x? -

+ .
¥ — =1 <

=-—1.

lim (l) = [im

¥ ——1"

La funcion es derivable en el intervalo (- 2, 0) al cumplirse:

fi=171==1 vy =17 =-1.
b) Los puntos cuya existencia afirma el teorema son:
3 ( 1 ]
2 W2

flc)=- = frl=——
0—i=2) 2

Por tanto los puntos buscados son —% y —2.

36. En cuanto a esta funcion:

e L . 4 . . 5n
Esta funcion tiene un maximo relativo en X=Z , un minimo relativo en X=T y dos puntos de

inflexibon en x=0y x=m.
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W 37. Halla 2y b para que se pueda aplicar el teorema de Lagrange a la siguiente funcién, en el intervalo E 3}

In(x=1°+a s 1<x=2
flx)= 2
bx* —6x s 2=x<4

M 38. Halla el punto de la grafica de la funcién f(x) = In x — 1 en el que la recta tangente sea paralela a la secante que pasa
por los puntos A(1, =1) y Ble, 0).

W 32. Como aplicacion del teorema de Lagrange demuestra que si una funcion v = f(x) es continua en [a, b], derivable en (a, b)
y f(x) = 0 en todos los puntos del intervalo (a, b), entonces la funcién v = f(x) es constante en el intervalo [a, bl.

W 40. Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3. Calcula cuanto tiene que valer f(5) para asegurar que en [0, 5]
existe un c tal que f'(c) = 8.

W41, Demuestraque e =1+ x con x=0.

M 42. Prueba que si x> 0, se cumple: ﬁ <Infx+1 =< x.

M 43. Haciendo uso del teorema de Lagrange demuestra que cosb-cosa<b-a.

W 44. Calcula los siguientes limites:

a) Hmw f m {(05 (lﬂ k) J’fmw
x—0 X Hstes \ X, o=l X
b) fim [x* - 2x}° g fim x[&b -1] D lim g X
=
1
@ ly-o] v imte=t19 5 g ey
&) fim| 2 —_2 i) fim xine-e" n fim| -1
x| SBNX m— X x=0* =t Inx  x-1
tox i
e) lim(x*=2x)Inx i) lim (—2) f) Jim (cos x + x)="~
x—0 =0 | Gl

W 45. Halla 2y b de modo que se cumpla la siguiente igualdad:

. osenlx
lim ———=
x=0 hx? + ax

W 46. Halla b, cy d en la funcién f(x) = x3 + bx? + cx + d para que tenga un punto de inflexién en (1, —3) y la recta tangente
en el punto de abscisa 0 tenga por pendiente 3.
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SOLUCIONES

37. La solucién es:

e f(x) ha de ser continua en el intervalo dado. Para ello observamos que es continua por la
derecha en x = 3/2 , por la izquierda en x = 3 y falta ver que sea continua en x = 2 que es
el punto del intervalo en el que cambia de definicidn.

fe)=a ; l/’rg(bxz—6x)=4b—12 ; l/'m(ln(x—1)2+a)=a

X—2"
Por tanto se tiene que cumplir que 4b — 12 = a.
e f(x) ha de ser derivable en el intervalo (3/2, 3).

i si 1<x<?2
f(x)=1 x—-1 f.2)=1 ;1f,(2=4b-6

2bx—-6 si 2<x<4

Por tanto debe ser b=7/4 y a=-5

38. Se debe verificar que f’(x):ﬁ luego el punto buscado es (e-1, In(e-1) — 1).

39. La funcién f(x) dada verifica las hipétesis del teorema de Lagrange en el intervalo [a, b] por
tanto aplicando este teorema tenemos:

f(b)—f(a)
b-a
f(a) = f(b) por tanto la funcién es constante en el intervalo dado.

dce(ab) De modoque f(c)= y como esta expresién es nula tenemos que

40. Teniendo en cuenta el teorema del valor medio se cumplira:

) fi5) — fl0) f(5) - 3 .
fr[C]z# = B:; = fi5)=43.
5-0 5

41. Aplicamos el teorema de Lagrange a la funcién f(x) = €* en el intervalo (0, x). Esta funciéon f(x)
es continua en el intervalo [0, x] y derivable en (0, x) por lo tanto 3ce (0,x) de modo que

C=e*—1 e* —

.Comoc>0 ,e°>1dedonde
X X

>1

Por tanto de aqui deducimos que €* > x + 1 esto para x>0. La igualdad es evidente que se
cumple para x = 0.
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42. Aplicamos el teorema de Lagrange a la funcién f(x) = In(x + 1) en el intervalo (0, x). Esta funcién
f(x) es continua en el intervalo [0, X] y derivable en (0, x) por lo tanto Jce (0,x) de modo que

1 In(x+1)
c+1 X
1 In(x +1) ,
Comoc >0entonces 1+c>1y m<1 de donde ———— <1 es decir que In(x+1)<x
Por otro lado ¢ < x entonces 1+C < 1+x Yy 1 .1 gedonde 1 Mx+1 oo
1+c 1+x 1+ x X

decirque In(x + 1) >

. De este modo tenemos demostrada la desigualdad para x > 0.
+ X

43. Aplicamos el teorema de Lagrange a la funcion f(x) = cos x en el intervalo (a, b).

Esta funcion f(x) es continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) por lo tanto
cosb-cosa

dce(ab) demodoque -senc= B <1 de donde se deduce la desigualdad
-a
buscada.
44. Los limites quedan:
I.-'E.I I/i"\l
- ), - i)
X—sonx 2 1 —cosx 24
a) Illlr e e— = Illlr.r-” s E— =
¥ 0 X I'Hapital » . Ix L'Hapital
® ® |
0/ 5em X o/ Cos X
= lim = fim = —
LHépital x 0 BX LUHépital x .0 6 (&)
() i
b) Jim (x* = 2x)" = Haciendo M = lim ix* = 2x)*
¥ — 0 ¥ — 0

v tomando logaritmos, obtenemos:

Y

: 2
In M =1In { lim " =2x)" ] =Ifmx -In(x"=2x) =

g | ¥ —0
2x=2

T O

[0 o) . . —_ —

o In (x* = 2x) o/ u

= Ifm L= iim T o =
cso L UHepml g 7
x}.‘

2 x=1)-x
= lim — J =0
x—0  2X(x-2)

Portanto, h M = 0= M= [im (x" — Exgl": =1
¥ — 0
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1 g —1—x o/
C) lim | — - < = i _ =
v =L X a — 1 ¥ a0 X8 —X LHipital
0Y . o
L\-D-f’ g =1 WO
= M 1 s
LHépital o . o= 8 + X & — 1 LHapital
o
\o/ g 1
= m —=—
L'Hapital ¥ 0" 2o 4 x o 2
L {,)
N e 5
2 200 -
d) ffm ( - ) =
¥ L Sen x T—X
o
\Ef' Im—2x-2senx _
LHepial e (m—x) - sen x
(1 o
\a/ —2-2cosx R

= lim =
L'Hapital X gt —SEN X + ':_JT—XJ COs X L'Hapital

(o
N2/ 2 sen x
HERa T : . =0
P g —COS X — CO5 X — (T — X) 5en x

e) lim(x* -2x)inx=lim—"-—=
x—0 x—0

K Goo) cos 1—}—1 (D
Iim x[cos(—]—q = Iim X \:
K —s 4o VX X —3 oo 1_ L'Hapital
X
TENARE
o _ L O
® sen(2) (==
= i =0
UH3pital . 1
xz

Por tanto, el Iimite pedido vale:

lim [cos (1?)]:: =e"=1

X — 4o
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| oo

9) Iim x[VB=1]= lim x [ —1] =

K o— o X — 4o

- o
ey pr 1
= Iim =
¥ s g 1_ L'Hapital
X P x
(o b”"-fnb-(i.)
l@a X inb
UHépital, _, .. _ ] B
=
F o D=0l
b1 ST
h) lrm [X—H-tg(—) =
x— 1" X 2
N _ : WX\
{01 ee (x =11+ sen| — =
= im ( 2 ) L\ZJ
¥— 1t ( Find ] L"prita|
cos| —
2
P T
71 R BT R
.\%} sen( )+|__x 1] >
o= fim - ——
LHn:||:||t:LI,(_:’-|+ __-qefj(ﬂ
L2
_ 2
T
iy lim
x — 0 x'lntz_ex:l

£~ EDITEX

Este limite presenta la indeterminacién 0°. Resolveremos esta indeterminacién tomando

logaritmos neperianos:

M= lim x"* ' =Ih M = .I[I]|: fim x

X — 0 x—0"
0-o)
i X =
=lm h2-e")-Ihx =
x — 0
CI--\' I@I
o Ry
= lim In x =
¥ —s O —_l— L'Hépital
hniz2-g&4
I@I x 2 x (o
hed i 2 =€) In*(2-e") &
LHzpital x s 0F x-ée L' Hépital
{1
I'\\.O_/l

= 2-eh-2e"Mh(2-69

|_r|_|'=' | fim
pita s O frxe

Portanto: In M=0=M=1= [im x"% %' =
x—=0

n [2—e*]i| .
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tgx
. . (1 . .
j) Llamamos a //ng[—2 = M tomando logaritmos neperianos obtenemos:
X—> X
, 1 . 2Inx . 2sen’x , _4sSenxcosx
InM=Iim tgx-In— = Iim =lim = lim —————=0 de donde M=1
x—0 X x=0 cot gx x—0 X x—0 1
@
K) fm X COSX—senx o/
X0 X L' Hepital
9
W) COS X — X Sen X — COs X
UHapital . o 3x° -
[y
—-sen x N\ —COS X -1
= lim —— = =
X —0 3x L Haopital x—=0 3 3
f WOOS X < .
) fim (tgx)™" = (=")= Llamando:

X a2

M= lim (tg x)™ "y tomando logaritmos:

X -2
-
InM = lim cosx-Inltgx) =
X —at2
(6-) (T
ey i Initgx) ‘&
= [i2] =
P L'Hépital
COS X
i 1+ tg_:f X
o U
T/ (g x COS X
= lim —@wenx = lim —— =
UHépital . zoip ——=— ¥ —x2 sent X
oS X
Portanto, n M=0= M= [im (tgx)™" =1
X a2
P x.lU“l lim 1 a+b" %
i e N
¥ =0

/"[;T\I
lim a+b&=2 Ikﬁj lim a“na+b™inb
- pA—0 z —

px—0 2

L'Hapital

Ina+inb e
L LES InVab f
8= 2 ="' =v/a-
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1 1 oA
n Mm | —- | =
v 1+ I x x—1/
::;"‘"“ |KE" |
o x=1-lhx ‘o
= m ——= =
« 1+ = 1)Inx LHapital
1
ST 1 — —
I\E’I Ir X
= m Y—1 =
LHpital . 4+ Inx +
X
Fay
¥=1 Lo/

= lim ———— =
¢ =1+ X-Inx+x—1 UHapital

()
Lo 1 1

= lim — =
LHapital - x-fnx +1-=1 2

o 2 . 2(cosx+ x-1 . 2(-senx +1
A) lim(cos x+ x)sex =€° ; Z = Iim ( ) im ( )
x—0 x—0 senx x—0 COoS X

Por tanto el limite pedido vale €2

sen2x . . 2cos2x 2 .
45. [im——-°2_ = (aplicando L Hopital) = Im =22~ =< de modo que a= 1 y b cualquier
=0 bx® + ax @p pital) x-03bx*+a a g éy d
numero real.

46. La solucién queda:
Las derivadas primera y segunda son: f'(x) =3x* + 2bx + ¢y f"(x)=6x+2b
Por tanto como f” (1) = 0 obtenemos que 6 + 2b =0

Como f(1) = -3 obtenemos que 1 + b+c+d =-3
Como f(0) = 3 obtenemos que c =3

De estas igualdades deducimos los valores buscados b=-3;c=3;d=-4

29



£~ EDITEX

PAGINA 312

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

| Y8

48

49,

50

W51,

W52

W53

W54

55

W56

57

Estudia el dominio de la funciéon f(x) = Inx_:rz y determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
X

Estudia los intervalos de monotonia y los extremos de la funcion f(x) = In_x Como aplicacion, prueba que si x> 0,
X

entonces x® < ex.
Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, méximos y minimos relativos y absolutos de f(x) = x? — 2lx| + 2 en el
intervalo [—l 2}
2" 20
Estudia la concavidad de la funcién f(x) = ™ (x* + 4x + 3).

Determina un punto Pde la curva y = 12 — x2, con x > 0, de forma que el drea del rectangulo determinado por los ejes
y las rectas paralelas a ellos que pasan por Psea maxima.

Halla la ecuacién de una recta gue pase por el punto (3, 2) y corte los ejes coordenados determinando en el primer cua-
drante un triangulo de area minima.

Halla los puntos de la curva 2 = Bx cuya distancia al punto (6, 0) sea minima.

iCudl es el volumen maximo que puede tener un cono circular recto de 1 metro de generatriz? (Recuerda que el volu-
men de un cono es un tercio del area de la base por la altura).

Calcula los siguientes limites:

Y= el — COEeC X l

3) h‘mu ) lim(1+senx) 2 ) Jim(e® —5x)
#=0 X —senx =0 )

b) fim 19X = enx d) J’fm(g— 2 ) o fim an(x_n

#=0 X —Senx =0\ x  e*—1 T _3x12

Las graficas que se muestran a continuacién corresponden a una funcién f, a su derivada ' y a otra funcién g. Todas ellas
estan definidas en un mismo intervalo. Desafortunadamente, al componer el dibujo (en el que se muestran también los
ejes), las graficas han sido colocadas al azar.

Identifica de forma razonada cudl de ellas corresponde a f, cudl a f' y cudl a g.

(A) (B) ©)

Prueba que la ecuacion x® — 2x2 + 3x = 3 admite una solucion y sélo una en (1, 2).
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SOLUCIONES

47. La solucién:

Domf={xe R |x>0]=(0, +=

Determinamos la monotonia estudiando el signo f'(x).

Fx) = 2Mhx-3

' X

- + i~ - 3

0 p

_3 _3
f(x) Es estrictamente creciente en (0, e 2] y estrictamente decreciente en (e 2+ OOJ .
48. Queda:
X 1-Inx
X

 Determinamos la monotonia de f(x)estudiando el signo de f'(x)=

O
f(x) es estrictamente creciente en (0,e) y estrictamente decreciente en (&,+ )

e Determinemos los extremos:
1 -Inx
=0=1l-hx=0=x=8

fix) = ———
XJ

i 2-lhx-3
X = _— o) < 0.
X

f(x) tiene un maximo relativo en el punto [e,—j
e
La funcién f(x)solo esta definida para x > 0 por la monotonia y la existencia de maximo en

fii=lfo=hxxzlle=eohxsx=

( 1) .
e,— |, podemos escribir que
=hxsx=
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49. Queda:

flx)=x" -2 |x|+2 = ::

. . 1 3
fix) en el intervalo {— — —] es:
2 2

Mondtona creciente en |:— ;— t]] I [1 % ]
Mondtona decreciente en (0, 1)

Tiene un minimo relativo en (1, 1), pues
fix)=2x-2=0D=x=1{x=0)

fix)=2={{1)>0= Minimo (1, 1).

En x = 1 tiene un minimo absoluto que vale 1 y en x = 0 un maximo absoluto que vale 2,
como podemos ver a traves de la grafica.

50. Para estudiar la concavidad de esta funcion vemos el signo de la derivada segunda.
=" (= =2x+ 1)
fix) =" (x¥*=3)

4:"+"n1" "L_‘-"+"L

e
s L
3

! +33

f(x) es concava hacia arriba si f’(x)>0, es decir en (—oo,—\@)u(+ 3,+oo) y concava hacia

abajo si f’(x)<0, es decir, en (—\/§,+\/§),

51. El punto buscado es de la forma (X,12— x2)
Area = x- (12— x*) esta funcién alcanza el maximo relativo en el punto (2,8).
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52. La solucion:

) AN X

£~ EDITEX

La ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,2)y corta a los semiejes positivos es:

v—2=mix-3) con m<0.
El area del triangulo de vértices OAB es:

i1 _ )
A[222 o)y BO,2-3m)

. m
Derivando :

_—18m°+8 4-9n7 4

A= == L A ()=

3

N 3

A(x)=0 = -18m*+8=0 = mzig
2\ 27

Para m:—g, A’ —= |=—>0 vy existe un minimo.
3 3 2

La ecuacion de la recta buscada es:

.u|m

V—2=— x-3) & 2x+3y=12

53. Los puntos buscados seran de la forma P(x,t+/8x)
La funcién a optimizar es:

dix) =Vix—62+ (=VBx -0 =Vx? —4x + 36

2% — 4 _ X -2

d’(x) = . = —
2VxP—4x + 36 Vx? —4x + 36

=

=xX-2=0=x=2

32

d"ix) = S
(x?— 4%+ 36) Vx2—4x + 36

d"i2) =0

Por tanto, para x = 2 la distancia es minima. Los puntos buscados son

L P(2,+4),Q(2,-4).
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54. El volumen del cono de radio r y altura h es: V:%ﬂ réh

/)
/TN
La relacién del radio, la altura y la generatriz es: Jf LY
,
hY
Fehi=1 = rP=1-h" ;/ h \]
/
/ 1\
La funcién a maximizar es: ;,_r_______ "'--x:;‘
| | | S r_~
V=—am(1-h)h = V=—ngh-— gk’ T
3 3 3
Derivando:
V= % m—mh? V= _2mh
=Y i3
Vi=0= 1—:r—;rh2=0 = h=Y2 y h=o Y3
3 3
Para hzg, V”(§J=—2E§<O, la funcién presenta un maximo.
El cono de altura ?m y radio ?m tienen un volumen méaximo de %ﬂ'égzo, 403 m°.

55. Los limites son:

®
e — g™ —2x o/

a) fm —— — =
¥ 0l X —5&n x L'Hapital
(o . . N
T/ g +e -2 N
UHspital .o 1 —cosx LHepital
/"[;."\I )
T g _ ot T

L"H-:‘u_pital N T =1 I L"Ha:uiral

Y g + ™"

LHépital o . CoOs X
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®
tox —senx D
b) [lim BTN s
w0 X—s58nx UHépital
i o
@ p 1 +tg'x — cos x C@'
= .r =
LHgpieal 4, g 1 —rosx L'Hapital
N
o/ 2eg x (1 + tg'x) + sen x
= ‘Ir"_r =
LHapital ¢ sen x
201 + tg7x)
= lim U+ EY +1=3

x—=0  COSX

COSECK :r:l:"' xrznu LOSECE (] 4smnx—1)
c) Iimil+senxi 2z = =
x—0
lim senx
— X —0 2s8nk — E‘”z
[a]
d 2 2 28— 2x-2 @'
) Imi=—-—"——)=im ———— = =
x—0 X a = v—0 X&' —X  LHépial
o o
\a/ 2a" =2 \o/ 2e"
= m— =——-—_ = Iim—-——-7F=1
LHépital . g a _xdt 1 LHépital , . 2o + xe®
|/;,,':'
e) Iim (e* -5x" Q L
X — oo
Tomando logaritmos v operando:
o
Inie™-s5x) ‘=
InL= lim Inie*=5x)" = ffm e —>% \Q
X —om N — o X L’H-':-pital
e e y
I'\-._v"'ﬁ'_-"l 3931: - 5 @ 99“ o
= Im— 4 = [Iim—Y— =
UHépital X == € — 35X U'Hapital ¥ == 3& — 5 'Hapital
=) 276"
LHapital x — e 96
ON
sen ix—1) o/ cosx=1) _ .

m —————— = m
f) 1 ¥ —3x+2 UHépital , ¢ 2x-—3
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56. En cada caso decimos:

La funcidn f se corresponde con la grafica C.
La funcion f’se corresponde con la grafica A.
La grafica B queda para una cierta funcion g.

57. Sea la funcién f(x)=x>-2x*+3x-3, definida en el intervalo [1,2]. Cumple las hipétesis del
teorema de Bolzano al ser continua y tomar los siguientes valores en los extremos:
f(1)=—1y f(2)=3.
El teorema anterior nos asegura al menos una solucion en el intervalo (1,2).
Existe solo una solucién ya que la funcién f(x) es siempre creciente al cumplirse:
5

) 9 2
fixi=3x"—4x +3=3 [[x— ;] + —]:.»0.
3 ) 9
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Unidad 13 — Representacion grafica de funciones

PAGINA315

cuestiones iniciales

1. En las siguientes funciones, estudia sus caracterfsticas: dominio, los pun-
tos de corte con los ejes, las simetrias, la periodicidad, las asintotas, la
monotonia, los extremos relativos, el tipo de concavidad y la existencia

o no de puntos de inflexién.

a) v=2x2-8x b) v=

2. Estudia las caracteristicas {(dominio, recorrido, monotonia, extremos re-
X

. . e
lativos, curvatura y asintotas) de la funcién fix) = > representada

en la grafica.
Y
5U
4l
a-
2_
11
5432 W0l41 2345086 X
i3
-4
-5
SOLUCIONES

1. Las funciones son:

a)f(x)=2x*-8x

Dominio: Domf= R

Puntos de corte con el eje OX:
=2x°-8x P(0,0)

i:o }: }30(4,0)}

Puntos de corte con el eje OY:

y=2x _SX}:y:O:P(O,O)

x=0

Simetrias:

f(x)=2x*-8x

f(—x)=2(— x)* —8(— x)=2x" +8x



f(x)#f(— x)=f no es simétrica respecto al eje OY

f(x)#—f(— x)=f No es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Periodicidad: fno es periédica.
Asintotas: no tiene asintotas.

Monotonia:

f(x)=4x-8

Estudiamos el signo de f(x).
2

f(x)<0 en (—oo,2)

f(x)>0 en (2,+)

f es estrictamente decreciente en (—oo,2)
f es estrictamente creciente en (2,+ )

Extremos relativos:
flx)=4x-6=0=x=2.
fx)=4=>0

ftiene un minimo relativo en (2, —8)
Concavidad:

f'(x)=4>0=f es concava hacia las positivas en todo R
No existen puntos de inflexién.

Dominio: Domg= R —{+2,-2}

Puntos de corte con el eje OX:

X3

T X —4}=x=0=P(0,0)
y=0
Puntos de corte con el eje OY:

X3

"X —4'=y=0=P(0,0)
x=0

y

y

£~ EDITEX
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e Simetrias:

(_ X)S XS

(—x)2—4:x2—4

Como —g(x)=+g(x) la funcién g es simétrica respecto al origen de coordenadas.

e Periodicidad: g no es periddica.
e Asintotas:
Asintotas verticales: las rectas de ecuaciones.

X=2 yx=-2.
Asintotas horizontales:
.__.3 x3
Ifm 5 =—= [im 5 = 4=
b N — 4 esgen X —

No existen las asintotas horizontales.
Asintotas oblicuas:
Sonde laforma y=mx+b

3 2
X X
m= [im ———= Iim =1
¥—yten XX — 4] ¥ydea X — 4
F 3 3 B
X - 4x
b= Nm( ——X|= Im — =0
st | X — 4 ¥ ston A —

La asintota oblicua es la recta 'y = x.
e Monotonia:

x=0
, x*—12x° X4—12X2=0:>{
Q(X):W X:i2\/§

X°—4=0=x=%2
g’ (x)>0 en (—oo,—2\/§)u(2\/§,+oo):g es estrictamente creciente en
(—o0,—23) U (23, + ) .

g’ (x)<0 en (—2\/5,—2)u(—2,0)u(0,2)u(2, 2\/5):>ges estrictamente decreciente en
(-2v3,-2)u(-2,0)U(0,2)U(2,23).
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e Extremos relativos:

4 1942 =10
g’[j.j_]:%:[]: _
X —4) x=+2V3
O 8x" + 96X
EW = =7 47

2'(2\3) = 0 = g tiene minimo relativo
en el punto (2V3, 3V3)
2'(=2V3) < 0 = g tiene maximo relativo
en el punto (-2V3, -3V3)
e Concavidad:

() = 8x° + 96X
) (- 4)
el W oot '.nc.-"_" L i ¥
-; [} .

g”(x)<0en (—,—2)U(0,+2)= g es concava hacia las y negativas en (—oo,—2)U(0,+2)
g (x)>0en (—2,0) U(2,+).

e Puntos de inflexion:

8x" + 96x
= —— 0 B¢ 4 96X =0 = X =0
ix -4
iy = 24X = 576X - 384
7= (-4
2"0)# 0

Existe un punto de inflexion en el punto (0, 0).
2. La solucion es:

Dominio R — {0}

Recorrido R —[0, 2,7)
Creciente (2,7;+c0)
Decreciente (—,0) U (0;2,7)
Minimo relativo (1; 2,7)
Concava (0,+o)

Convexa (—,0)
Asintotas x=0 ; y=0
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PAGINA 329

W Utiliza el proceso diagonal de Cantor para resolver la cuestién siguiente:
1. Con letras. Demuestra que el conjunto de todas las «palabras infinitas» de dos letras X e ¥ tales como:

no puede ser numerable.

SOLUCIONES

1. Supongamos que todas las palabras indicadas se pueden numerar y por tanto colocar todas
una detras de otra. La lista de todas ellas es la siguiente:

XYXYXYYYYXXYYXXYYYYX...
YYXXYXYYYYXXXYYYXYXX...
XXXYYXXXXYXYXYXYXYYY...
XYXYXYYXYXYXYXYXYXYX...
YYYYXXXYYYXXXYYYXXXY...

Nos fijamos ahora en la primera palabra infinita XYXYX..., que se obtiene en la lista anterior
tomando la primera letra de la primera palabra, la segunda de la segunda, la tercera de la
tercera, la cuarta de la cuarta, la quinta de la quinta..., es decir tomando las letras de la
diagonal del cuadro de letras.

A partir de esta palabra XYXYX...formamos otra cambiando en ella cada X por Y y cada Y
por X. obtenemos asi una palabra que empieza:

YXYXY...

Esta palabra tendria que ocupar alguna fila de la lista, pues estamos suponiendo que alli
estan todas, pero por otra parte, difiere de la primera palabra en la primera letra, de la
segunda palabra en la segunda letra, de la tercera palabra en la tercera letra..., de la palabra
538 en la letra 538...Es imposible que este en la lista. Esta contradiccion demuestra que
nuestro punto de partida es falso.

Podemos afirmar, por consiguiente, que la coleccion de las palabras infinitas de dos letras no
puede ser numerable.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Representa graficamente las siguientes funciones:

a) y=Ix+2l-x c y=Dx—dx+ 3| e)_v:xL%lxl
b) _v:|x_1| d) v=Ix-3+lx+3 f) y=x_|X|
x—1 2

W 2. Construye la gréfica de las siguientes funciones:

a) y=xix+2)(x-2) d) y=x*-2x2 g) v =2x3+5x2 - 4x
X3

b) y=xlx-1)(x-2) el v= — +X h)y=x*-2x2-8

¢ yv=3x-x* f) y=2x—x* -1 i) y:2x2—3x—%x3

M 3. Encuentra una funcién cuya expresion sea un polinomio del menor grado posible que pase por (0, 0) y tenga un méaxi-
mo en x = -1y un minimo en x = 1. Realiza su representacion grafica.
B 4. Dadala funcion f(x) = x* + ax2 + bx + 7:

a) Halla a y b de manera que la grafica de la funcion f(x) tenga para x = 1 una inflexién cuya recta tangente en ese pun-
to forme un angulo de 45° con el eje OX.

b) Representa graficamente la funcién.

B 5. Representa graficamente las siguientes funciones:

) _v=ﬁ e) yzxzzi‘? i) yzxz—sj,.q (Curva de Agnesi)
b) _v=x’f2 ) y=% ) F=%

) Y I TE 2 =T 0= T

s x’xia, K y:(x)fﬂz ’ y:)(:;——?

2x% 41

B 6. Larecta v = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funcién f(x) = 7

. Halla el valor de k. Realiza la representacién

grafica de la funcién resultante.

B 7. Se considera la funcién definida por f(x) = ax + b + %:

a) Calcula ay b para que la grafica de f pase por el punto (-2, —-6) y admita en dicho punto una tangente horizontal.

b) Realiza la representacién grafica de la funcién resultante.
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SOLUCIONES

1. La solucion en cada caso es:

» 2 Six>-2 _
a) La funcién es f(x)= . y su grafica:
—-2x-2 Si x<-2

- -4 -2 0 2 4 ] X

x—1
b) La funcion esy:H y su grafica:
X_

1
5-4-3.2.1 112345

. [ +4x=3 sixe [1, 3] .
c) lafuncién es fix) = 2 _ : _ ~y su grafica:
XN =4+ 3 six e (==, 1)wWi3, 4o

Y




£~ EDITEX

d) Lafunciones y=|x—3|+|x+3| y su grafica:

x3+£x six<0
e) La funcién es f(x)= y su gréfica:
x*——=x six>0
3

YA
x3+ix si x<0
=y 3
xX*—=xsi x>0
3
< X
A 4

y x—|x| »
f) La funcion es y=T y su grafica es:
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2. La solucién queda:

a)y=x(x+2)(x-2)=f(x)

e Dominio: Domf= R

e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto al origen y no es periddica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,0),(—2,0),(2,0) ry

e Asintotas y ramas infinitas: no tiene asintotas.

o Extremos relativos:
Minimo ( 2 46} méximo( 2 46)
—, = -, = el
V37343 V3343

Puntos de inflexién: (0, 0) X
Intervalos de signo constante: W

fes negativa en (=V2), 0) w (0, V2)

fes positiva en (==, —V2) U (V2, +=)

b) y=x(x-1)(x-2)
Dominio: Domf= R

No presenta simetrias ni periodicidad.

Puntos de corte con los ejes: (0,0)(1,0)(2,0)

no tiene asintotas.

¢ Tiene ramas parabdlicas P CRA N A
Extremos relativos: !
Minimo (1,58;—-0,38) maximo (0,42;0,38) T2

Puntos de inflexion: (1, 0)

c) y=3x-x°
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d) y=x*-2x°

e Dominio: Domf= R

e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto al eje de coordenadas y no es periddica.
* Puntos de corte con los ejes: (0,0),(~/2,0),(-+/2,0) [

¢ Asintotas y ramas infinitas: no tiene.
Extremos relativos:
Minimo (-1,—-1)y (1,—1) maximo (0,0) f41

1 5 1 5
Puntos de inflexién: (—,——j(——,——j - X
39T NS

Intervalos de signo constante:

f es negativa en (—y2), 0) w0, V2)
fes positiva en (—e, —V2} 1 (V2, 4=

3

e)yz—x—+x
6

e Dominio: Domf= R
e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto al origen de coordenadas y no es periddica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,0)(\/6,0)(—\/5,0)

Asintotas y ramas infinitas: no tiene.
Extremos relativos:

Minimo (—\/E &] maximo (\/E &]
"3 K]

Puntos de inflexién: (0,0)

Intervalos de signo constante:
fes positiva en (—== —V6) L (0, +V6)

f es negativa en Ve, 0) L (+V6, + =)
's

\ ;




0) y=2x>+5x*-4x=1f(x)

Dominio: Domf= R

Simetrias y periodicidad: ni es simétrica ni es periddica.
Puntos de corte con los ejes: (0,0),(0,64;0),(-3,14; 0)

Asintotas y ramas infinitas: no tiene.

Extremos relativos: Minimo (%’#j maximo (—2,12)

Puntos de inflexion: (—%;5, 65]

Intervalos de signo constante:

fes negativa en (—=; —3,14) w (0; 0,64)
fes positiva en (=3,14; 0) W (0,64; +==)

£~ EDITEX
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h) y=x*-2x*-8=f(x)

e Dominio: Domf= R
e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto al eje de coordenadas y no es periddica.
Puntos de corte con los ejes: (0,—8),(2, 0),(—2,0)

Asintotas y ramas infinitas: no tiene.
Extremos relativos: Minimo (1,—9)y (—1,—9) maéximo (0,—8)
Puntos de inflexién: [i_—ﬁj{ _—1_—77j
J3' 9 J3' 9
Intervalos de signo constante:

fes positiva en i—e=, —2) (2, +eo)
fes negativa en (=2, 2)

2 o 2 x

i) y= 2x*-3x-(1/3)x°

3. La funcién debe cumplir f'(1)=0,f"(0)=0 y f(0)=0. Suponiendo las condiciones anteriores se
obtiene el sistema:

2a+b=-3
2a =0 cuyasolucibnes a=0,b=-3 y c=0.
c =0

12
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La funcién f(x)=x*>—-3x cumple las condiciones del enunciado.
Su grafica es:

4. La solucién es:

a) La funcion debe cumplir f(1)=1 y f'(1)=0 . Estas condiciones conducen al sistema:

cuya solucién es a=-3,b=4

2a+b=-2
2a =-6

La funcién buscada es f(x)=x*-3x*+4x+7

b) La grafica puede verse en el dibujo.

-4 -3 -2

13
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5. Las funciones quedan:

e Dominio: Domf= R —{+2,-2}
e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto a OY y no es periédica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,—1)

Asintotas: x=12;x=-2;y=0

Ay
e Extremos relativos: Maximo (0,—1)
e Puntos de inflexion: [i_—ﬁj(i_—wj -2 i 2 :
J3' 9 J3' 9
¢ |ntervalos de signo constante:
fes positiva en (—e=, =2) 1 (2, +==)

fes negativa en (=2, 2)

X2
=f(x
X+2 ()

Dominio: Domf=R -2
Simetrias y periodicidad: no es simétrica, ni periédica.
Puntos de corte con los ejes: (0,0)

b) y=

Asintotas: x=—-2;y=x-2

Extremos relativos: Maximo (—4,—8) minimo (0,0)

Puntos de inflexion: [i _—ﬁj(i __77}
V39 L4379

Intervalos de signo constante:
fes negativa en (—e=, =2).
fes positiva en (=2, 0) {0, +es).

Ay

-4 -2 V ¥

14
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X+1
(x+2)(x+3)(x+4)

) y=

e Dominio: Domf= R —{-2,-3,-4}

e Simetrias y periodicidad: no es simétrica, ni periddica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,%},(—1,0)

e Asintotas: x=—2;x=-3;x=—4;y=0

e Extremos relativos: la curva presenta dos maximos relativos y un minimo, como observamos
en la grafica.

e Intervalos de signo constante:
fes positiva en (—=, —4) 1 (=3, =2) U (-1, +=
fes negativa en (=4, =3) (=2, 1)

=y

x° -4
18
1o
e Dominio: Domf= R —{-22} 1°

e Tiene una simetria respecto al origen de coordenadas.

¢ Puntos de corte con los ejes: (0,0) ] 0
—_—— X
e Asintotas: x=—2;y=x < 2 SN 2 4 e
-2
e Extremos relativos: .
Maximo [—\/12,—¥j minimo (\/12, %] ]

¢ Puntos de inflexién: (0,0)

15
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22X
X2 +2

e)y

Dominio: Domf= R

Simetrias y periodicidad: simétrica respecto al origen y no periddica.
Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas: y=0

Extremos relativos: Maximo [\/E %} minimo (—\/E —g]

Intervalos de signo constante:

fes negativa en (—==, 0)

fes positiva en (0, +e=
ty

f X+ xE-2
Y= 3x-4
e Dominio: Domf= R —{4,-1}

e Simetrias y periodicidad: ni simétrica, ni perioddica.

Puntos de corte con los ejes: (0,%),(1,0)

Asintotas: x=—-1,x=4;y=x+4 y como oblicua y=Xx+4en el punto (—%,%]

Extremos relativos: no se pueden hallar facilmente.
Intervalos de signo constante:

f es positiva en _|:—1, Thwr (4, 4==)

fes negativa en (—e=, —1)w (1, 4).

L/

a3

16
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—— 8i x>0
+ X
g) y=—— que separando el valor absoluto queda f(x)=
1+ x| X o
— si x<0
1-x
Ay
g x
=1
3
X
h) v=
)y (x+1)?
e Dominio: Domf= R -{4,-1}
e Simetrias y periodicidad: ni simétrica, ni periddica.
e Puntos de corte con los ejes: (0,%},(1,0)
¢ Asintotas: x=—-1,x=4;y=x+4
e Extremos relativos: Maximo (—3;—-6,75)
e Punto de inflexién: (0, 0)
Y
1 4
T 3
T 2
4 —3 —2-1 "Y1 2 3 a s
W]
ro-1
r —2
_3
—4
=5
L -8
-7
—5
_g
-10
-1

17
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) y:x2+4

Dominio: Domf= R

Simetrias y periodicidad: simétrica respecto a OY y no periédica.
Puntos de corte con los ejes: (0,2)

Asintotas: y=0

Extremos relativos: Maximo (0, 2)

Intervalos de signo constante: F es positiva en todo su dominio.

Ay

2

=¥

D y= XZ -3x+2
X +3x+2
e Dominio: Domf= R —{-1,-2}
e Simetrias y periodicidad: no es simétrica, ni periddica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,1),(1,0),(2,0)
e Asintotas: x=—1;,x=-2;y=1
o Extremos relativos: Maximo (—+/2, ~34) minimo (~/2; -0,03)

e Intervalos de signo constante:

fes negativa en (—=s, =2) W i=1, 1) W (2, +==)
fes positivaen (=2, =1)w (1, 2).

AY

X

- T 0 1™~

18
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K) yz(x+1)(x+2)x
(x=1)(x+3)
e Dominio: Domf=R —-{1,—-3}
e Simetrias y periodicidad: no es simétrica, ni periddica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,0)(—1,0)(-2,0)
¢ Asintotas: x=-1,x=-3;y=x+1 La curva corta a la asintota oblicua en (-1,0)
e Extremos relativos:
Maximo(—4,25;-4,74) y (0,11;0,38) minimo (-1,63;-0,11) y (2,25;4,74)
e Intervalos de signo constante:

f es negativa en (—e=, —3) (=2, 1) (0, 1)
fes positiva en (=3, =2} w (=1, 0) W (1, +==)

YA

yd

>

.37.: ) :
3
X’ —4x . e . .
) y=— esta funcién coincide con la funcién y = x en todos los numeros reales ya que:
X —_

X —4x _ xixX' -4

Y—4 ¥ _4
En x = 2 se tiene:
3 .
X — 4y
im —; = Imx=2
r—=2 X —4 N — 2

En x = - 2 se tiene:

A .
X — 4x

lim — = [lim x=-2.
xs-2 X —4 X — =2

La gréfica es la recta bisectriz del primero y tercer cuadrante.

19
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6. La funcién queda del siguiente modo:

La determinacion del valor k se realiza a través del limite:
2
[ 25 + 1 _ 2,\'] _

Ifm [fixi=2x] = 6= [im
N —s oo " X —too x_k
= [im M—+1:5~=2k=6@k=3.
v o X—k
2
Sea la funcion f( ):2X +
xX-3

e Dominio: Domf= R —{-3}

¢ No tiene simetrias.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,—1/3)

¢ Asintotas: x=3;y=2x+6
e Extremos relativos:
Maximo (—0,08;-0,33) y (0,11;0,38) minimo (6,08;—24,34)

4 & 8 10

PN
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7. Queda:

a) La funcién debe cumplir: f(—2)=-6 y f'(—=2)=0. Imponiendo las condiciones obtenemos
el sistema:

-2a+b=-2
{ cuya solucién es a=2,b=2
a =2
2
b) La funcién resultante es f(x):2x+2+% ) f(x):2x+—5x+8

e Dominio: Domf= R —{0}

No tiene simetrias.
Cortes con los ejes no tiene.
Asintotas: x=0;y=2x+2

Extremos relativos: Maximo (-=2,—6)  minimo (2, 10)

21
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W 10.

Wiz

i3

. Representa graficamente las siguientes funciones:

B i o 2 _ 12— x
a) ,v_+\[x 1 d y=[¥x] ElN— \f—2+
e x? 5 X
[ | o =ar =
b) v 2 d) y 7 f) ¥ oo
. Representa graficamente las siguientes funciones:
a) y=Ini{x-2) e) y=elx ) y=x-ex
b) y=In(x2-5x+4) f) _v:lnTx 1) oy=Inl+1l
a y=In+x*—1 g) y= K= e_z
e* -1 X
x
f = ¥2 . px =¥2 . ox -
dy=x2-¢e h)yy=xz.g ) y= nx

Calcula las constantes ay b para que las graficas de las funciones f(x) = ok yg(x)=aInx+ b secorten en el punto (ez, %)
X e

y tengan en él la misma recta tangente. Realiza la representacion grafica de las funciones resultantes.

. A partir de la grafica de la funcién f(x) = In x, dibuja de forma razonada las graficas de las funciones:

a) f(x)=In|x] b) f(x) = [In x| c) fix)=Inix-2)

En la figura siguiente se muestran las graficas de dos funciones: la de la funcién f(x) = x e* y la de su derivada f(x).

Y
51

4

b
5 4 3 -2 -1/

At

2l

Distingue una de la otra, justificando razonadamente el porqué, y halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
concavidad, asi como los puntos donde hay maximos, minimos e inflexiones de v = f(x).

Demuestra que la ecuacion x* + 4e - (x — 1) = 0 tiene Unicamente dos soluciones. ; Podrias decir entre qué dos nimeros

consecutivos esta cada una de las soluciones? Utiliza para ello las gréficas de las funciones: fix) = & y gix) = =T

22
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SOLUCIONES

8. La solucion en cada caso:

a) y=+\/ﬁ

e Dominio: Domf= (—oo,—1]U[1,+ )

e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto al eje OY y no es periddica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (1,0)(—1,0)

Asintotas: y=x;y=-Xx

Extremos relativos: no tiene.
Intervalos de signo constante: f es positiva en todo su dominio.

YA
y=+x*-1
1 1
v
x—1 Y
b) y=tx
)y 4x-1

Dominio: Dom f = (— oo,%)U[1,+°°)

Simetrias y periodicidad: no es simétrica.
Puntos de corte con los ejes: (0,0),(1,0)

, 1 1 3 1 3
Asintotas: X=—;y=—X——;y=——X——
4 2 16 2 16

Extremos relativos: no tiene.

23



o) y=[¥xF

e Dominio: Domf= R

e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto a OY y no es periédica.
Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas: no tiene
Extremos relativos: no tiene
Intervalos de signo constante: f es positiva en todo su dominio.

Ay

d) y==

e Dominio: Domf= (—o0,—2)U(2,+ =)
e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto a OY y no es periédica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,0) no existe.

e Asintotas: x=t2;x=-2;y=Xx;y=—X
¢ Extremos relativos: Minimos (\/5,4)(—\/5,4) Maximos (\/g,—4)(—\/§,—4)

v
//\

e |

M| A
,

£~ EDITEX
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2—-X
e) y=- o x =f(x)
e Dominio: Domf= (-2,2)
e Simetrias y periodicidad: no es simétrica ni es periédica.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,—1)(2,0)

Asintotas: x=-2

Extremos relativos: no tiene.

Intervalo de signo constante: f es negativa en todo su dominio.

X X
fy=—"ey=t |5 =f(x
) V=3 V=% 3~

e Dominio: Domf= [0,3)
Simetrias y periodicidad: no tiene.
Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas: x=3

Extremos relativos: no tiene.

£~ EDITEX
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9. Las graficas quedan:

a) y=In(x-2)
e Dominio: Domf= (2,+)

Simetrias y periodicidad: ni simétrica ni periddica.
Puntos de corte con los ejes: (3,0)

Asintotas: x=2

Extremos relativos: no tiene.
Intervalos de signo constante:
fes positiva en (3, +s=)
fes negativa en (2, 3)

AY

x ¥

b) y =In(x*-5x+4)
e Dominio: Domf= (—o0,1) U (4,+ )

Simetrias y periodicidad: no tiene.
Puntos de corte con los ejes: (0,In4);(4,2;0);(0,8;0)

x=1,pues [im N —5x +4) =—=
¥ —= 1"

¢ Asintotas:
x=4pues [im InixX —5x +4) =—=
¥ — 47
e Extremos relativos: no tiene; Intervalos de signo constante:
fes positiva en (—=; 0,8) L (4,2; 4=
fes negativa en (0,8; 1) wi(4; 4,2)
Ay
N AL
1] :1 ¥
. . 2 , 2 1 . .
10. Tiene que cumplirse g(e“)=— y g'(é°)=——. Las condiciones anteriores nos llevan al
0 Fa)
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c) y=Inyx® -1

e Dominio (—ee,—1) U (1,+)
e Simétrica respecto al eje OY
¢ Puntos de corte con los ejes (x/EO) (—x/E,O)

Asintotas las rectas x =1y x = -1
e Extremos relativos no tiene
e Monotonia: Creciente en (1,+«) y Decreciente en (—co,—1)

e |Intervalos de signo constante: f(x) es positiva en (—oo, —\/E) U(\/E, +oo) y f(X) es negativa en

(~v2,-1) u(12)

PR W Ao

-2
-3
t—4
: =5
V2 AX
d) y=x“e
e Dominio: Domf= R
¢ No tiene simetrias.
¢ Puntos de corte con los ejes: (0,0)
e Asintotas :y =0, al ser:
2 .
X 2X 2
Ifm xXé'= Iim — = = Iim — = Iim — =0.
X —% oo X —s oo £ X 300 —E K —% 0

e Extremos relativos: maximo (-2;0,54) minimo (0,0)

il

Ea
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1
e) y=ex

e Dominio: Domf= R —{0}

e Simetria y periodicidad: no tiene.

e Puntos de corte con los ejes: no tiene.
¢ Asintotas :

e Extremos relativos: no tiene.
e Intervalos de signo constante:
f es positiva en (e, 0) W (0, +e2)

v A

e Dominio: Domf= (0,+e0) e Intervalos de signo constante:
fes negativa en (0, 1)

, , e , Fos nositive (1, 4oa)
e Simetria y periodicidad: no tiene. HES: PORIINAEICL; o)

¢ Puntos de corte con los ejes: (1,0) Ay
¢ Asintotas :
e
II'” X 0] 1 2 e
x =0 pues [im =—oo il
x 0 X
In x
fim =0
y = 0 pues ‘e X

. " 1
e Extremos relativos: maximo (e,—
e

28
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X

9Y=23

e Dominio: Domf= R -{0}
e Simetria y periodicidad: no tiene.
¢ Puntos de corte con los ejes: (1,0)

Asintotas :

y=1, pues Ifm

X — 400

y =0, pues [fm

K —s =00

Extremos relativos: no tiene.

Intervalos de signo constante:
fes negativa en (==, 0)
fes positiva en (0, +==)

vk

=¥

h) y=x*e*
e Dominio: Domf= R e Intervalos de signo constante:

e Simetria y periodicidad: no tiene. fes negativa en (—ss, 0]

e Puntos de corte con los ejes: (0,0) Fegposivaencio, == y
A

Asintotas : y= 0, pues [im x-& =0.

X — —oo

. . 1
Extremos relativos: minimo | —1,——
e

[ ]
xy

Intervalos de signo constante:

29



i) y=In|x+1 que es de la forma fix) =

Dominio: Domf= R —{-1}

Simetria y periodicidad: no tiene.
Puntos de corte con los ejes: (0,0)(—-2,0)

Asintotas : x = - 1
Extremos relativos: no tiene.
Intervalos de signo constante:

X

K y="

e Dominio: Domf= R —{0}

e Simetria y periodicidad: no tiene.

e Puntos de corte con los ejes: no tiene.

e Asintotas :x=0

e
y=0 pues [im — =0

N — —o :"u

: - e
e Extremos relativos: minimo 2,7
¢ Intervalos de signo constante:

f es positiva en (0, +==) v en (—==, 0}

Y

g5 ¢

£~ EDITEX

Cnix+ 1) six = =1
ni-x = 1) si x < -1

elntervalos de signo constante:

fes positiva en (—e=, —2) 1\ (0, +=2)
fes negativa en (=2, -1} L (-1, 0}

Ay

30
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e Dominio: Domf= (0,+e)—{1}
No tiene simetrias.
Puntos de corte con los ejes: (0,0)

Asintotas : x = 1

Extremos relativos: minimo (e, e)

_l.mm.p.

sh

i1 2 9 45 & 7

31
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11. Las gréficas son:

Todas parten de la siguiente grafica f(x)=Inx

Y
a) f(x)=In|x|
b) f(x)=|n x|
c) f(x)=In(x-2)
YA
y=In(x-2)

A
v

32
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12. La funcién y su funcion derivada son:
f(x)=xe*y f(x)=(x+1)e&"
La grafica de y=f(x) es la que pasa por el origen.
Las caracteristicas pedidas en el enunciado son:
¢ Es creciente en (—1,+o0)

¢ Es decreciente en (—oo,—1)
. L . 1
¢ Tiene un minimo relativo en (—1,——)
e

e Es concava hacia las y positivas en (—2 + o)
e Es concava hacia las y negativas en (—oo,—2)

e Tiene un punto de inflexion en (— 2,—%)
e

4
. - X
13. La ecuacién dada x* +4e*-(x—1)=0 se puede transformar en: &* = .
4(x-1)
Por tanto, las soluciones de esta ecuacion seran los valores de las abscisas de los puntos de
interseccién de las curvas:

4

4(x—1)

f(X)=y=€%59(x)=y= +la representamos gréaficamente :

vh

¥ = Hx}

% &

A partir de la representacién grafica observamos que las funciones f(x) y g(x) se cortan en
dos puntos; uno de ellos entre (- 2, - 1) y otro (0, 1).

33
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PAGINA 336

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W14, Lacurvay =+ ax + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x = 3 y tiene un punto de inflexion en (2/3, 1/9). Hallaa, by ¢
y representa graficamente la funcién obtenida.

P
M 15. Esboza la gréfica de la funcion: {Inz(‘l+ x) s! x>0 .
X six=0

W 16. Sea la funcién f(x)=e* + In x.
a) Estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus asintotas.
b) Haz una grafica aproximada de esta funcién.

M 17. Halla el dominio de definicién, los limites cuando x — +e= y cuando x — —s=, los ceros, las asintotas y los intervalos de

crecimiento y decrecimiento de la funcién:

i

T B 41

f(x)
Dibuja luego un esquema sencillo de su grafica.

x

W 18. Representa graficamente la funcién f(x) = 19—, calculando, en su caso, el dominio de definicién, maximos, minimos,
- X

asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento y puntos de corte con los ejes. EE

M 19. Dibuja la regién del plano comprendida entre las curvas:
y=416-x x=12-1)
W 20. Se sabe que la grafica de la derivada f'(x) de una funcién en el intervalo abierto (=1, 5) es la que muestra el dibujo.

Y
a) Sabiendo que f(0) = 0, dibuja de manera aproximada

la gréfica de la funcion f(x) en el intervalo (-1, 5).

1+
b) Indica en esta gréfica los maximos, los minimos y los
) ) ) ) ) puntos de inflexién.

-1 0o 1 2 3 4 5
_1_.
M 21. Elesquema adjunto representa el grafico de la funcién v = flx): Y
a) Haz otro esquema que represente el grafico de la funcién v = —f(x).
b) Haz otro esquema que represente conjuntamente las graficas de /-\
v=flx)ey=2f(x). B \ X

Explica el fundamento para la construccién de estos esguemas.

34
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SOLUCIONES

14. La ecuacion de la grafica debe cumplir f(3)=0, f(%jz% y f”(éj:o.

Las condiciones anteriores nos llevan al sistema:

9a+ 3b+ cc=-2
12a+18b+27¢c = ¢
2-'.] = —4

; cuya solucion es a=—2,b=—£,C:E

9 3

. 7 1 o - .
La funcién es f(x)=x>-2x° —% x+?0 y su grafica tiene las siguientes caracteristicas:

e Corta al eje OX en los puntos:(—1,65;0);(0,65;0) y (3,0)
e Corta al eje QY en el punto (0;3,3)
e Tiene un maximo relativo en (0,69;4,89)y un minimo relativo en (2,02;—4,89)

e Tiene un punto de inflexion en (%,%)

La grafica puede verse en el dibujo.

_______L._.--r:j-"‘f:,'--nn oo

—t—— X
-5 -4-3 211 _, 12345 8
-2

-3

-5

15. La grafica queda:
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16. La solucién es:

a) Creciente (0, +)
Asintotas x =0

b) La gréfica es

17. Para la funcion queda:

e Dominio: Domf= R

¥ =x i =X _ ]
8x*+1 " g 8

lim

X — =0

Puntos de corte con los ejes o ceros : (0,0)(1,0)

Asintotas:
Verticales: no tiene.

Horizontales: y:%

e Intervalos de crecimiento y decrecimiento:
8x + 2x—1

(8x° + 11
Estudiamos el signo de f(x)

filx) =

+ +
L

1
]

. 1) (1 j
fes creciente en | —oo,—— |U| —,+ o0
2 4

f es decreciente en [—

£~ EDITEX

36



£~ EDITEX

e Extremos relativos:
. .. . 1 1 . . 1 1
ftiene un maximo realtivo en | ——,— | y un minimo relativoen | ——,—— |
2 4 2 8

Su grafica es:

AY

=11 Gl

Fa|=
=

18. Queda:
e Dominio: Domf=R —{1}
e Puntos de corte con los ejes: (1,0)
e Asintotas: x = 1

=0.

K — —oa —,"'.'

Intervalos de crecimiento y decrecimiento:
Crecimiento (—e0,1)U(1,2) y decrecimiento (2,+ o)

Intervalos de signo constante:
f es positiva en (—=, 1)
f es negativa en (1, +==|

MNA
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19. Queda:
AY

¥ = 12{p=1)

xy

La zona rayada es la region de plano comprendida entre curvas. Se cortan en los
puntos(—3,8;1,3)y (3,8;1,3)

20. Las dos funciones quedan:
a) Una grafica aproximada de la funciéon y =f(x)es

]I.}".
+5
+4
ta

12

L

b) La gréfica tiene un minimo relativo en (0, 0) ya que su funcién derivada se anula y cambia
de signo.

Presenta un maximo relativo para x = 4 por la misma razén anterior.

Tiene un punto de inflexion en x = 2 ya que la funciéon derivada se anula y no cambia de
signo.

38
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21. La solucioén queda:

a) El gréfico de la funcion y=—f(x) se obtiene a aplicar al grafico de la funciéon y =f(x)una
simetria del eje de abscisas.

b) El gréfico de la funciéon y=2-f(x) se obtiene duplicando las coordenadas correspondientes a
cada valor de la abscisa en la grafica de la funcién y =f(x).

¥

[\y =2 fx

. X
s y=fix

39



Unidad 14 — Integrales indefinidas
PAGINA 339

cuestiones iniciales

1. Una funcién F es primitiva de otra fsiempre y cuando la derivada de F
sea f, es decir:
Fesprimitivadef = F =f

Encuentra dos primitivas de cada una de las siguientes funciones:
a) fix) = 2x o) fix)=e~

b) Fx) = sen x d) Fx) = —

X+ 2

2. Comprueba, en cada caso, que F es primitiva de f:

a) Flx)=-In{1 -x)-arctgx+ 7

X2+ x
0 = a0

b) Flx)= 2= X)sen(2x) _ &cos(Zx) _3

2
f(x) = (2 — x) cos (2x)

SOLUCIONES

£~ EDITEX

1. La solucién es:

a) primitivas de f(x)=2xson:
Fixy=x*+7; Gix)=x-\2

b) primitivas de f(x)= sen x son:
Fix) = —cos x + 1T: Gix)=—cosx

c) primitivas de f(x)=¢e *son:

Fix)=—" +V5; Gix)=-6%-3

d) primitivas de f(x)= son:

X+2

3
Flix]:S-l"n|x+2|—?: Gix)=3In|x+ 2] +1
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2. La solucién en cada caso:

a) veamos que F'(x)=f(x)

Fixi=—=In(l —xj—arctgx+7

Fix) = — -1 B 1 1 B 1 3
) T—x 1+ T—x 1+x?
2 \ 2
3 1.+x .—I.'l—::’,l _ x”+x _ —fx)
(T —x)T + x°) (1T —x1 + x°

b) veamos que F'(x)=f(x).

(2 —x) - sen(2x)

1
Fix) = - — COSi2X) — V3
2 4
—561 2X Cos2x) - (2 — X
Fix) = L. Cos2X)-2-x
2
1 —san 2x
vy [=2 seni2x)] = 5 +12 —Xx) - Ccosi2x)+

1
+ > soni2x) =12 — x) - cosi2x) = fix)
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PAGINA 353

B Utiliza el método de induccidn para resolver las siguientes actividades:
111
1. Matrices. Sealamatriz A=|1 1 1|.Demuestra que An=3"-1- A,
111

2. Multiplo de 5. Demostrar que n5-n es multiplo de 5 para cualguier valor de n.

n 2 2
. . - 2 nin+1
3. Suma de cubos. Demuestra que para cualquier nimero natural n se verifica: » i = %
=1

SOLUCIONES

1. Siguiendo el método de induccién y sabiendo que la igualdad es cierta para valores pequenos
de n, damos por supuesto que es cierta par aun valor cualquiera y demostramos que también lo
es para el siguiente.

e Para n=1 vemos que la igualdad es cierta pues A=3°-A

3 3 3
e Para n=2calculamos A°=|3 3 3|=3-A
3 3 3

e Suponemos que es cierta para n=p, es decir: A°=3""". A
e Hemos de ver que también es cierta para n=p+1, es decir hemos de probar que:
APTT=3F. A
Para ello calculamos esta matriz A" = A° - A = 3*"A:-A= 3°" - 3 - A = 3° ‘A que es lo que
qgueriamos demostrar.

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p+1. Por tanto podemos afirmar que

es cierta Vne N.

2. Siguiendo el método de induccién y sabiendo que n® — n es mdltiplo de 5 es cierto para valores
pequenos de n, damos por supuesto que es cierto para un valor cualquiera y demostramos que
también lo es para el siguiente.

e Paran=1 vemos que la igualdad es cierta pues 1°—1 = multiplo de 5
e Paran=2,2°-2=30=mdltiplode 5

e Suponemos que es cierta para n = p, es decir:

p° — p = multiplo de 5
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e Hemos de ver que también es cierta para n = p+1, es decir hemos de probar que:
(p+1)° = (p+1) = multiplo de 5

Para ello operamos y obtenemos:

(p+1)° = (p+1) =p°+ 5p* +10p° + 10p° + 5p + 1 —p—1 =

(P°=p) + 5(p* +2p° + 2p® +p) = mdltiplo de 5 + multiplo de 5 = multiplo de 5

Y eso es lo que queriamos demostrar.

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p + 1. Por tanto podemos afirmar
que escierta VneN.

Siguiendo el método de induccién y sabiendo que la igualdad es cierta para valores pequefios
de n, damos por supuesto que es cierta para un valor cualquiera y demostramos que también lo
es para el siguiente.

_ , 1(1+1)°
e Paran=1laigualdad es cierta 1=

22 (2 +1)°
e Paran-=2laigualdad es cierta pues 1 +2° :%
e Suponemos que es cierta para n = p, es decir:
P (p+1)’

P+2°+3%+..+p° = 2

Hemos de ver que también es cierta para n = p+1, es decir hemos de probar que:

12 (p+2)°
13+23+33+...+p3+(p+1)3:(p+ )ip+ )

Para ello utilizando lo anterior obtenemos:

2

s PP(p+1)
)_T

2

+(p+1)3=(p+1)2(%+p+1J=(p+1)z(p+2)

P+2°+3° +..+p° +(p+1

Esto es lo que queriamos demostrar.
Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p + 1. Por tanto podemos afirmar
que es cierta VvV ne N
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de integrales inmediatas:

a) j(2x2 —4x + 5) dx

{x“ —3x¢§+2}
= " ldx

b) .

9 xfi de
d) Ji%]m
e) | cos (g) dx
E 4f;x2

: ! \'(4ix2 o

B 2. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién por partes:

a) ]xz - €os X dx
b) je" - cos 2x dx
c) j arcsen x dx

d) jxsen X - cosxdx

h) (3)( + iz) ax
X
2
iy [ OHX g
i 4x+8
s X+ 4x
['1 + v{;)z
k) |- dx
Jx
D [3x- 37 dx
3
m) al chx

Vi-

n) ! sen® 2x cos 2x dx

e) sx3-lnxdx
f) sZX-senxdx
s)] sarctgxdx

) sXS In? x dx

) [(2‘\/;7%) dx
o) I(2>(2+3)2 - Gx dx

p) I Ax*\1- x° dx

1—cos2x
2x —senx

a)

s) [ X dx
N

1-Inx

xInx 23 _@

1)

i) Ixz-e’dx
j) Ilnxdx

mIJimxw

Xarcsenx

Ji—x? o

]

M 3. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de funciones racionales:

X
x—=2

a) dx

X1+ x »
! (1—x)(1+ x*)

dx
XE 4+ 2x 41

9x
X +5x7 +8x+4

o) dx
X —3x% £ 2x
—x? +6x—1

I il

L T
3

9) X 2+ 4xdx
xt+1

) | —dx

3x* +5x -7

—_—————dx
X¥—2Pex-2

x*+2x-6
xtex-2

k)

X3

—dx
X +1

]
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SOLUCIONES

1. Las integrales quedan:

2x°

—-2x*+5x+C

a) j(2x2 —4x+5)dx=

4
p) [XOXAXH2 gy j(x —3x124 2 jdx x*14-21x 2In|x+C

X

c) jx 5 __jx 5 :—In‘x +5‘+C

) 1
d) _2X = (3x + 1) 7 - 6x-dx =
L 3

Vixt+ 1 -

_ 2 Vixt+ 1 +C
3
j cos( jdx 2I cos(xj l-dX:2 sen(§j+0
2)2 2

dx 1
" J“dr T -1*— 2 dx=
+ £ X 4 f VT x
1+(
L2

A 1\:','.':
= 1_ 12’: ) 2’_ - .[]rx =
Tl (XX
2
= 1{_ arc ig | X ] +C
27
‘ 1
o)) J‘ . 3 dv=3 2 dx =
Va_ NEY

=3 - arc sen (%] + C
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2

-1/ x+C

h)j[3x+%)dx=j(3x+ Xx2)dx= 3;(

. ( o) .
i f|_1+l_. dx:f(x+g+1_]d~:=
P X

2
— +2x+In|x| + C

r4|3":

i) I 4x+8 dx=2j 2x+4 dx=2|n‘x2+4x‘+c

X2 +4x X2 +4x
(1+\/;)2 1 2
k) _f T dx=2jm(1+\/})2 dx=§-(1+\/;)3+c
3% g3 (37 0,3 3"
I)ISX 3 dx—2j3 2x 5 In3+C

x° 1 4x° 1
m)j e Ix 4I1—(x4)2 Ix 4arc g(x")+

(sen 2x)*
4

- 1
J‘l_sen 2x)*-2 - cos 2x dx = - +C

5 1
n) [sen’2x-cos2x-d= —

Pe——

44—
&= 5 (2 5) 8 Vx7 ,
ﬁ)J‘(?_"ﬁ'f——:ldx:J‘(lw——]d’-:: E — 5in|x[+C
\ X X/ I
. 5 (2% + 37 c
0) J‘[l'«:"*+3_]"'-_':-:«:ﬂ’:«::T J‘|12x2+3]2-4xdx: i 3 i

— 4 X
P)J‘4x}' V1 -x'dx= — J‘H —x7) T - (-3X) dx =

3 _ e - =3
4 2Vl =7 B Vil —xP + C
3 3
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dx= {]t‘{:

Q) J‘ 1 — cos 2x 1 J‘Z—zms?_x 1
2x —sen 2x 2 2X — 5en 2x 2

In |2x — sen 2x| + C

X 1 . 2_L . .
_dx=—f{4—xu (=2x) dx =
s) J\M—x? -2

A w212 —
_% {4%=—“4—X2+C

2

t) J‘mdxzj‘ﬁdx_f‘l_dxz
x Inx Inx X

=In|lnx|-Inx+C
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2. Las integrales quedan:

a) sz - cosxdx=/
Uu=x =du=2x-dx
dv=cosx-dx=v= senx}
I=fx2-cosx-dx=x2-senx—J2x-senx- dx
Aplicamos de nuevo el método de integracion por partes:

u=2x=du=2- deL
dv=senx-dx = v=—-cosx

| =x" senx— ‘—2){ COSX—JZ - (—cos x) - dx

=x-senx+2xcosx—2senx+ C

Por tanto:

sz-cosxdx=x2-senx+2x-r:osx—2 senx + C

b) Iex« cos2x-dx=1

U=cos2x = du=-2 son2x dx
dv=e"-dvi=v=¢

I:J‘e“-coszx-dx:e"-msl'{ —J‘—Ee"senz:{dx:

:e"coszx+2J‘e"-ser12x-dx

Aplicamos de nuevo el método de integracidn por partes:

U=sen2x =du=2-cos2x - dx
dv=¢"-di=v=¢

I:J‘EF-C052:<+2 [Ef“senzx—J‘z EFCD.S?_,‘{{]’X}:

:€C052x+29359:12x—4j‘9“-coszxdx::a

=l=6c"cos2x+2 -son2x -4 /=

B o cos2x + 2 0" son 2
5

= | +C

1

dx
V1 -2

U=arcsenx = du=

dv=dyx=v=x

X
!:J‘arcsenx-dx:x-arts.@nx—f . iy =
VI1—x?
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c)j arc sen x-dx=/

u=arcsenx=du= — 1 dx
V1=

dv=dx=v=x

X
I=J‘arcsenx-d‘e:x-ar‘csenx—f . - dx =
V1 —x?

1 1
X - arc sen x + > J‘ (1—x%) 7 (=2x) dx =

x-arcsenx +V1-x2+C

X
d) J‘x -serlx-casx-d:s::I:J‘? - sen 2x - dx
X 1
U= — = du=— dx
2 2

—Cos 2%
dv=sen2x - dx=2v= ——

e) Ixs—lnx-dx:l

u=Ilnx= du:i oy
X

dv=x"dx= v:i
4
4 4
I:J‘xs-.’nx-dx:im:{—fid'f:
4 4x
4 4
=X x4
4 1

f) IZ"- senx-dx=1

u=2"=du=2%-In2 -dx]
dv=senx-dy=v=—osx

I:J‘?_x-senx-dx:—zx-msx+J‘zx-Fn?_-cosx-d'f

10



Aplicando de nuevo este método, obtenemos:

u=2"=du=2"-In2-dx
dv=cosx-dy= v=senx

I:J‘—z"-msx+
+.’nz[2x-senx—J‘2x- .’nz-senx-dx}:—f-msx+

+2%In2 -senx—(In 2y J‘z"-senx-dx:
=== cosx+2"In2-senx-(n2yF-I=

_ =2-cosx+2"-In2-senx

I = C
= 1 +(Iln2y "

9) I arctg x-dx=/

u=arctg x = du= 1 ! - dx
— X

dv=dyx=v=x

X
Jr: .:'f.d,=,'.:'f,— d:
J"i.f('g'{ X=X arcigx J"|+‘(2 X

X-arctox 1J‘ 2X dyx =
oot 57 2 1T+

x-ar‘crgx—% In|1+ x|+ C

3 2 _
h) Ix n® x-dx=1
u=Inx=du=2Inx- L x

X

dv=xdx=v=—
4

4 4
I:J‘f-.’n"‘x-dx:Lm‘"x—J‘i-z .’nx-ldx:
4 4 X

J‘xs-.’nx-dx

£~ EDITEX
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Aplicando este método a la ultima integral, obtenemos:

u=Inx= :m’u:i x
X

,\,4

d'l-": ,'\'3 d}'{:ﬁ V= _
14
x* 1 x* x* 1
F:\—m"x——{\—mx—f‘“—-—-dx]:
1 2 | 4 4 x
A A A
=X k- nxe X 4
4
i) sz-ex-dx:/

U=x = du=2x-dx
dv=cosx-dyx= v=senx

.’=J‘f-e"-d*::x"‘-e“—J‘Ex-EF-dw:

Aplicamos de nuevo el método de integracién por partes:
u=2x= du:?_dx]
dr=e'di=v=¢"

I=J‘x"'-g“-dx=:r"g“—[2xg"—f2@"dx]:
=x 0 2xa" 4+ 28+ C=

[xz-g*-dxzf-g*_zxgm.z@mc

j)jmx.dx:/

1

u=linx= du:—dx|
X

dv=dx = v:xJ

X

F=J‘mx-dx=x-Irix—J‘x'L-dx=x-.fnx—x=.~

:aJ‘Inx-d‘c:xmx—erC

£~ EDITEX



k)j\/;-lnx-dx=l

u=Ihx= m’u:i dx
X

dv =Vx-dx= b—ﬁ

_ ! |
I=J‘\f’x-h]xd'<= 21‘;' J'nx—J‘%xT dx =

= 2Vx Inx— —Vx' +C
3 9

IX arcsenx .
J1-X°
u=arcsenx = du= _1_ dx
V1 -
dv=— % dx=v=-V1_x
V1 -
= J‘ @ dx=-VT- - arc sen x -
V1 -

A1 R
_J‘%dY:—W"1—3<2-c1r'C5@rlx+x+C
1-x

£~ EDITEX
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3. Las integrales quedan:

a_JJ‘ X dx:J‘x_E dx+J‘ 2 =
x-2 x-2 x-2

=x+2Inx-2|+C

o) J-( X2+ x

1—x)(1+ x%)
Descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples:

¥+ x A +Bx+C
(1= x)(1 + x%) 1—x 1T +x

X+ X Al + x5 +(Bx+ Ol = x
(1= x)(1 + x7) (1 =x)(1 + x°)

s x=1=22A=2=A=1
e x=0=2A+C=0=0C=-1
e x=—-1=2A-2B+2C=0=86=0D

La integral pedida vale:

2
J‘_ XX - dx:J‘ ! dx+J‘ mlE
(1= x)(1 + x7) 1-x 1+ %

=—In|1-x|-arctgx + C

1 1 1
—dx:f—dx:— C
C)J‘x}'+2x+1 (x + 1) x+1+

Ox 1
d‘{:—‘:‘iJ‘ dx
d) J‘x’+5x2+8x+4 ¥+ 1 "

+9J‘ 1 dx+18f;dx:
X+ 2

(¥ + 2)°

18
+ 2

=—9in|x+1|+9n|x+2|- +C
X
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e) j ax
x}-3x*+2x

Descomponemos la fraccion integrando en suma de fracciones simples:

1 A B C
X

¥ix—=T11x=2 ¥—1 -2

1
X(x—1)ix=2)

Alx=T)x=2)+B-x-{x=2)+C-xi(x=1)
X(x—=1)x=2)

s x=1=-F=1=E6=-1

X=0m2A=1m= A=
2
1
* x=2:‘2C:1=:'C:?

La integral pedida vale:

J‘#:Lfidx—f LA
X =3+ 2x 2 X x =1

+1_J‘1_dv=1_.fn|x|—m|x—1|+
X 2

Vxix—2)
ST s C

+

15
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- X*+6x-1
(x—=1)%-(x+1)

Descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples:

—x* + 6x =1 A B C
P w2 P " = P 22 + P % +
x=17-ix+1) ix—-1) x—=1) X+ 1
X+ 6x—1

(x—17-(x+1)

A+ 1V +Blx=1)x+ 1)+ Clx=1)
x =17 - (x+ 1)

¥=1=224=4=A=2

¥x=-1=24C=-8=C=-2
s x=0=A_B+C=-1=F(=1

La integral pedida vale:

2
J‘ _sz'x—-I dx=f%d‘<+f 1 ﬂrx+
x=1r-ix+1) ix—-1) ¥—1

+J‘ 2 ax=— 21 +inlx=1]-2Inlx+1]+C=
X

3 2
9) J‘x+4x df:fxdx+if 2X dx:%+

x4+ 1

%hnx’-+1;+c

X ax=t[2X gy
h) jmdx—zj(x_1)2 ax

:1_J‘ 23.(—2+22 dx=iJ‘ 2ix-1) dy +
2 ix—1) 2

+

f_ 1 s dx=lIn|x-1]- 1 +C
ix—1) x =1

16



) J- 3x2+5x-7
J xX}-2.x*+x-2

Descomponemos la fraccién dada en suma de fracciones simples:

3x) +5x -7 A Bx + C
= +
(x=2)x"+1) X -2 x?+ 1

3 +5x—7 A"+ 1)+ (Bx+ Olx=2)
x-2)x*+1) (x-2)x*+1)

e x=0=A-2C=-7=C=5
e x=1=2A-B-C=1=8B=0

La integral pedida vale:

[ 3x° + 5x — 7 _[

cx dx+[ > dx =
(x =2)(x* + 1) JoxX 4+

X -2 X+

=3In|x=-2|+5-arctgx+C

4
J‘wdx:j{xz —x+3—L} dx =
X +x-2

=J‘fd~:—J‘xdx+3J‘d~:—J‘ 1{1 1 dx —

1 XX
_zf = _*
X +2 3 2

+3x-In|x=1-2In|x+2|+C

3

) J‘1-i(x2 dX:J‘{X_ x2X+1}dX:

. .2
=J‘xdx—1—J‘ 22"\ dw:L—LFrJIZm2+1_ZI+C
2 X+ 1 2 2

£~ EDITEX
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PAGINA 359

B 4. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de cambio de variable con el cambio que se indica en

cada caso:
x 3
a) {72 e dx [e* = t] d}] X dx [Wx=1=t]
le* +e*+2 x=1
1
b) ( fol'e [Jx:t] e) |cos™x dx [tgx=1]
e 5 ’
X A 3+ 277 x_
0 !—\/4_)(2.0‘;\' [4-x2=1t f) o dc 3=t

M 5. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de cambio de variable:

a) Ex«.fx—de d)i Bl dx a) 3—de

1+e™
Pl s e) ok h) ‘ Jx dx
JN2x—3+1 (X +5)x +1 J x+2
dx sen3x I I
) ! f [ =0 |2
x-In*x E Y1+ 3cos3x .‘ X
B 6. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién mas conveniente:
3 : 1
a) | ———dkx i) 1x%- arcsen x dx 5)] [ —dx
J1+x+1 -‘ I s A= x?
: arcsen x (2%
b) {sen? x dx —dx
)! ) !ﬁ Q)[X“HE
c
g [Lnxd g i 0 [—"';””de
X x[Inx = 1] | )"
dx In {Inx) iR
o) | R ) S—dx 5) ! o
(x+ Dyx2 + 2x X 7 =il
e) Esen (Inx) - dx m) E senzx dlx 1) lln[x+\f1+x2:|dx
cos® x
3 f 3
N[ Xa ) fxinGe 1) dx u) 15)‘ —7X i
J 1+x 11— x*
1—x ~ 4x* [ 2+x*—3x
x-In[—}dx f { dx v lio‘x
ol J 14+ x ) ey ) (1+ x2)
h} Esen“ 5x - cos 5x dx ‘ cosﬂSx w) ] 6—5x%dx
sen” 5x

W 7. Hallala primitiva de la funcién f(x) = = cuya grafica pase por el punto (2, 2).

18



SOLUCIONES

£~ EDITEX

4. Las integrales son:

’
2) J.ezx+ex+2dxz~[

5 d
r“F+t+2

1

’
& J-x+\/;dX:J-t‘2

+

=2Int+1]+C=

2tdt
t

_of 1 gt=
t+1

2in|Vx+1]+C

C)J‘ x_dxz_J‘dr —t+C==Va_x24+C

Vi»

d) [ X dx=2 [ (£ +1)° dt=

x—1

17 . P

5

-
£

—

Vx =1

Pr2ivx =17 +

19



1 1 1
e) d.x=J‘ - {][‘{:
J‘ cos* x cos’ x  costx
= | {1+t x) dx:J‘H ¥ dt =
J‘ i gz COSs™ X T
—t+—+C:tg‘x+t‘g;x+f

i X ?x qx j
Midﬁ;:j”—“’“d f:; =
1+9% 14+

= 1 J‘dt: 1 t+ C= 1 Y+
In3 In3 In3

5. Las integrales son:

a) IX\/X—‘] dx Hacemos el cambio de variables:

x—1=t=dy=2tdt

J‘x Vv -1 d\—J‘it}'+1_}-t-2tdt:

. e 28
J‘u:zr4 + 28 dt = — +

+ C

Deshaciendo el cambio t=./x—1, obtenemos:

fi _ 133 T Viv 107
Vix—1) L 2 Vix-1) . C
5 3

J‘x‘v’x—1 dx=2

JW

Hacemos el cambio de variable: 2x—-3=1*> = dx=tdL.

2

dt =

‘rdr=[

I+

[L dx=[
t+

V2x -3 + 1

=[ (t+ Dit-1) + 1 dt = [[r—l] dt +
t )

+[ ] dt=r——t+fn|t+1|+C
t+ 1 2

£~ EDITEX
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Deshaciendo el cambio: t = V2x - 3, obtenemos:

2x — 2x -3 —
[ lzij_ dx = -V2x-3 +
V2x-3+1 2

+In V2x=3+1|+C

-1
c)j dx :j(mx)-z-lx-dx:%:—wln x+C

x-In? x

+C

d)j1f_ex_x dx:—ln‘1+e‘x

También se puede hacer mediante el cambio de variable: 1+ e * =t.

e) j(L hacemos el cambio: x+1=1*= dx=2tdt

X+5)4/x+1
J‘ dx ZJ‘ 2t dt ZJ‘ 2 dh =
X+ 5 Vx+1 (f+4) -t £ 44

1/2 12 fot)
[ = [ demacig( L]+

1+ 14 + (t2)

+  tras deshacer el cambio con

. 1
f) J}L{i_ dx = J‘ (1 +3cos3x) 3 -
V1 +3 cos3x

1 1
-serlix-dx:—gfﬂ + 3 cos3x) 3 -

1 {1+ 3 cos 3x)*°
S (—9sen3x)dx=- — _ T
9 2/3

3
Vi 3 cos 3x)°
_ Vi1 + ' ) L C

También se puede hacer mediante el cambio de variable: 1+3 cos2x =1°.

£~ EDITEX
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j3/1+|I’1X J' 1+|nX)1/3~lX'dX=

1+ In x)*° 3 3 —
= TN +. ’I =—‘:'H+an;|“+C
4/3 4

Tamhién se puede hacer con el cambio de variable:
T+hx=t

h) ﬂdx
X+2

Hacemos el cambio: x = £ = dx = 2t dt

Ix ¢ 28
f v dx:fz—-zr-dmj‘z—dr:
X+ 2 o+ 2 T+ 2

F+2)=2 £+ 2
J‘l il dr:zf 2+ dt —
o+ 2 tt+ 2

=2t-2 %dr:zr—z-v’f V2 g
AR C
1+(—,_J 1+(—,-
L W2 W2
— f f | —
=2t-2V2-arct (—,-]=2Vx—2\“ sarct
8\ vz, N

al deshacer el cambio con t = Vx.

2 1 Ha-:@rn{:tﬁ_.el-:aml:;iox‘"+1=t"'=.'-dx=I—dr
X + X
i ax=
)'f X Vx4 t tdt [ F £
- di=|—+ ——=| —dt= dt =
R i b o i by

=r+J‘ 12 dr+f —12 dr=r+i.fn|r—1|—
t—1 t+ 1 2

-1

t+1

+C=Vai+ 1+

_;_m|r+1|+C=:+m

£~ EDITEX
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6. Las integrales quedan:

3
a) | ——=dx
)I1+ X+1

La resolveremos por el método de cambio de variable haciendo: x+1=1*= dx=2tdt

2 f— 2
3J‘ 1 -jfdf:_%f&dt:
1+t t+ 1

~3 fzdr—af 2 dt=6t—6In|te1]=

4+ 1

=6 Vx+1—6n|Vi+T+1]+C

b) jsen3x- dx:jsen x-senx®-dx=

= [senxﬂ — cos x) dx = [sen x dx —

- [{COS XJ2 - sen x - dx = —cos X + [(COS X}z (—sen x) dx =

(cos x)*

= —COS X + +C

c) jde=j(|nx)5. i

X

gy (Inx)

1 +C
X 6

d) j ax hacemos esta integral por el método de cambio de variable, haciendo:
(x+1) \/ X2 +2x

t ot

X+ 1

Y+ 2x=t=dx=

J- v _J‘ 1 _ tdt
(% + 'I:I"'nf"ll,";2+2; x4+ T1)-t X+ 1

=J‘;dt=-l‘1—dt=
x4+ 1) M 2x 41

= J‘ 1 dt=arctgt=arctgVx® +2x+ C
£+ 1




e) [ sen(Inx) dx=1

Esta integral la resolvemos por el método de integracién por partes.

Esta integral la resolvemos por el método de integracidn
por partes.

]
u=sen(nx=du=cos{inx) - — - dx
X

dv=dv= v=x

I= J‘ sen (In x) dx = x - sen (in x) -

1
—J‘x ccos (fnx) - -~ dx = x - sen (In x) —J‘cos in x)
oy

Volvemos a aplicar este método a la dltima integral:

_ 1
u=rcos (inx)=du=-=senilnx - — - dx
X

dv=dv=v=x
. . _ . ) o
I=x-senilnx)—|x-cos{lnx)— | —=xsenilnx)- — dx|=
X
=x-sen(inx) —xcos (In x) - J‘ sen (In x) dx =

=/=xsenilnxl—xcosiinx) == 2I=xsen(lnx -

x sen (In x) — x cos (In x)
2

+ C =

—xcos(lnx)=I=

x sen (in x) = x cos (In x)
2

+

= J‘sen iIn x) dx =

—
-

BX — X 6X° X
—dx=J‘ dx—f dx =
J‘ T+x* 1+ x T+ x*

A 43 1 2x
= — dx——J‘—dx=
4J‘1+x“ 2 1+ (x7)°

3 1
—In|1+x% - — acwexf+C
5 | | 5 g (X7

£~ EDITEX
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1-x
s) jx-ln(m] ax=1

Hacemos esta integral por medio del método de integracién por partes:

(1 —x )

U= Fn[ ]=:~ du = dx
T+ x 1 — x?

1.2

dv=x-dy=v=—

2

.’=J‘x-m( 1_:..I:|dx=?..fn [ T-x ]_

+ 1+ x )
2 _ 2 F 1w b
_f_i_ 2 dx:i_m(1 h]_
2 1-x? 2 1+ X
' x* N ¥ —1+1
- dx=_—In —J‘—dx:
J‘x"—1 2 (.1+:-:_.-] ¥ =1
x? 1 —x" x -1 1
=—n —f dx—J‘ dx =
2 (-._1+x.] X = ¥ -1
x* 1 —x 1
=—n —:-:—J‘ dx =
2 (1+:~] ¥ =1
L2 T ) —,."I
=Lir1( 1 '\]—x—J‘ 122 dx—J‘ 1/2 dx +
2 A ¥—1 ¥+ 1
b
+Lirl(1 X ]—:-:—1—|fn|:-:—1|+1—.fn|x+1|+l’_'.
V4 x ) 2 2

(*) en esta integral hemos aplicado el método de integracion de funciones racionales,

descomponiendo la fraccion —;
X -1
1 1/2 -1/2

+
ix=Tix+1) X —1 X+ 1

en suma de fracciones simples:

£~ EDITEX
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h)J'sen4 5xocosSx~dx=%j(sen5x)_4 .5.cos5x-dx=

1 (sen5x)~ -1
= — = - 3 + [:_
5 -3 15 (sen 5x)

i)J‘x2 -arcsen x-dx=1

La resolvemos por el método de integracian por partes:

1

. oy
V1 —x2

U =arc sen x = du =

3

dv=x dv= v:%

. X 1 X
! :J‘f sarcsen x - dy = arc sen x — —f . oy
3 30—

Esta altima integral |a resolvemos por cambio de varia-

bles, haciendo 1 —=x* = £ = dx = ~tat
X
3
J‘ x? d‘fzJ‘L-_rer‘—x’--dh
V1—x2 t X
3 4233 L
:J‘lr’-—udr:f——r_ .“13"“ -V1-»

Por tanto, la integral pedida vale:
3

X
J‘ ¥ - arcsen - dyv = — - arc sen x —
X

[ Vi | ¥
T Va-xep V1 -x*|= — arcsen x -
3 3 3

Vil—x® Vi
- +

+ C
g 3
. 2
foan . | _ (arc sen x
j) J‘ AICSENX gy = J‘n.arc sen xj - |_1_ dx= :
1“.'"] _ __1.':‘2 q'l,-'l-l —,"{2 2

£~ EDITEX
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ax .[1/X'dX=In|Inx—1|+C

9 | x(nx—1) 4 Inx-1

) j'”(';‘ X) dx=1

J:J‘%-xdr:fhlr-dr

Hacemos esta integral por el método de cambio de variable, haciendo: In x=t= dx=x-dt

u:!nt::-du:1—t dt

dv=dt=v=t

f!nt-dt:t-!nr—J‘t-Lr cdt=t-Int-t=

= ;{M cdv=inx-[Inilnx)]=hx+C
X

sen x 1
m)j >
CoSs“ X COoS X
Hemos realizado el cambio de variable cos x=t

dx:—jldt=1+C: +C
2t

n) jx-|n(x2—1)-dx=/
Esta integral la resolvemos por el método de integracién por partes:

u=Inx¥-1 = du= dy

X =1

1,2

dv=xdy=v=—

r

2 ]
F:J‘x- Inix* —1)-dv= X = 1) —J‘ X dy =
2 x =1
2 - B S 2
=A—Ffllﬁl’j'—'l_ﬁl—fwdf:l—H'.I[J\J'—H—
2 X =1 2
- 2 2
—J‘xdx—LJ‘ ;'x d‘c:l—mif—h—l——
2 X =1 2 2

i In|x-1]+C
2
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4 x* 1
)I d —dx ——ax+
x* x—1 X+1
J‘ d‘fz.’n,"x—H—.’n|x+1|+2:1:‘crgx+C.
0) J‘ Lf'x dx = 1 J‘ (sen 5x™* - 5 - cos 5x-dx _ | sen 5x)” _ -1 L C
sen” 5x > 5 -3 15 (sen 5x)°

V1 o+ 4y — 2 V5 — (2 — x)?

= _1,_ __1 dx =
V5 [ e-x
A 5
-1
=— Vo dy = —arc sen ( 2 _,_x ] +C
2 xc V5
V! - G )
Y £ x
J‘ Ix e — 16 dyx = 16 vy =
x*+ 16 ¥ 22
1+ e 1+ (T)
:% '_;{2 ._;_d‘{:_ arcrg(.;%(:
T+ (__T,)

r)fw;”xdw:fﬁdm 1 J‘de:
X

28
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X*+-8 452 -8
O [Somaw d= [ [ o o

J‘xdx+2J‘1—dx+J‘ 1 dx+J‘ 1 dy =
X x -2 X+ 2

xz
—+2In|x|+In|x=2|+In|x+2|+C

) [In(x+y1+ x°) dx =1

Hacemos esta integral por el método de integracidn por partes:

: 1 - dx
Y1+ a2
dv=dyx=v=x

u=Inix+V1+x =du=

/= J‘ Inix+ "lr"'ﬁ?;l ~dx=x-Inix+ "b"'ﬁ?;l -

—_—

—J‘ N dv=x-Inx+ VT4 -V1+x2+C
V1 + a2

u) J‘ 6X° — 7x dx:J‘ Ej_ dx—J‘ X dx=
V1 - V1 -

J‘H —x“,‘l_;._ =457 dx - ij‘é dx =

_ &
-4 2 1y (x2)?
3 -I _ x4-1."2 -
=2 VXD 7 arcsen (x') =
2 1/2 2
i 7 .
=-3V1-x'- = ~arc sen (x')+ C

¥4+ ¥+ 1
3 2Xx
= 'I:h.—— d J‘ d‘\:
J‘ 2 o+ 1 X+

3
=x——Inix+1)+arctgx +C
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w)j 6-5x% dx

Esta integral la resolvemos por el método de integracion por cambio de variable, haciendo:

x= V6-sent _ 4. _ VNb6-cost

V5 V5

S e |IlI 2 IIII_l
f\-"ra—sf-dﬁ[\:"@—.ﬁ- osemt Vo cost. g

5 Vs
1 + cos 2t
:J‘i,_coszrdr:i,_f * di= — - t+
V5 V5 2 V5
3 /5
+ ——=sen2t= i,_ * arc sen V5 X
25 V5 V6
E 3 i /50
+——= "2 5Nt Cost=—= " alc sen +
25 V5 Vb
+i,_-i",_\ \I.-'1—|:1~",_‘.]+C
V5 Ve Ve

7. Calculamos las primitivas de f(x):

Resolvemos esta integral por el método de la integracion de cambio de variable, haciendo:

x2—1=t2:>dx=t—dt.
X

=t-arctgt=\—T—arctgVx* -1+ C

Todas las primitivas de fix) son las funciones:

Fix) = Ve —1-arc tg Vi1 +C

La primitiva buscada que pase por el punto (2, 2)

cumple:
2=\3_arc to V3iesC=C=2-V3+ ;
Luego la primitiva buscada es: -
Fix) =V — 1 —arctg Ve — 1+ |:2 RV ;
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PAGINA 360

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

H 8

M 10.

| RAR

Hi2.

| RS

| NES

m17.

H1E.

19

Calcula:
er
a) §x3-e’=‘ dx b) ] dx
2+e"
. Resuelve: !cos3 X - sen? x dx.
Calcula las siguientes integrales indefinidas:
= ie”cos 2x dx = ixe—*dx = !xz sen x dx

Resuelve la siguiente integral indefinida:

i =y
=
X*+4x-12

Calcula:
= ] §+1 dx —e
xt—x
Resuelve las siguientes integrales indefinidas:

= 2’(7_705( ;2=§§’X7+8dx
Xt +2x+3 2x*+x-3
4" +5.16%
Resuelve | ———
1+ 16"
. Calcula S& :
x{n?x—Inx)

. Calcula la primitiva de la funcién f(x) = [In x]2 guese anuleen x=e.

Calcula, integrando por partes, las siguientes intearales. Comprueba el resultado por derivacion.

n:ix-sen(lnx)dx !zzix-ln(x2+1)dx L=\xIn(2x+ 1) dx

Halla f(x) si sabemos que f(0) = 1; f(0) = 2 y f"(x) = 3x.

Calcula una funcién real f: B — B que cumple las condiciones siguientes:

f0)=5 f(0)=1, fO=0 y fX=x+1

31
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SOLUCIONES

8. Las integrales quedan:

a) Haciendo el cambio de variable x® =t obtenemos:

j x3-e dx = %_[ t-e'dt resolviendo esta integral por partes obtenemos:

jxs-exzdx=l.[t-efdt=lexz (x*-1)+C
2 2

b) Haciendo el cambio de variable e* =t obtenemos:

j &~ dx= [ dt = J‘ﬂdt J‘idt:t—Zln(ZH‘):ex—2In(2+e*)+C
2+¢e" 2+t 2+t

9. La soluciéon queda:
sen’x sen’x

- +C
5

J‘cos3 x'sen’x-dx = jcos x{(1-sen®x)-sen®x-ax = _[(senzx —sen*x)-cos x-dx =
10. Todas las integrales pueden calcularse utilizando integracion por partes. Obtenemos:

1 3
I :J‘E'MCGS 2x dx = — ¥ son2x— ?J‘Q” sen 2x dx =

1 30 1

= — o son 2x — — |— — & cos 2x +
2 2 1 2
3 3x Y

+=|e cos 2x dx

2 3
I = ¥ sen 2x + Fe3‘c052xdx+ C

{, = J‘:-:.Q”“ dy = —xe™ + J‘.@”“ dy=—-xe"—a" 4+ (C
.’3=J‘f‘ senxdx=—x"cosx+2 J‘xcosxd'f:

=—x cosx+?_xsenx—zj‘senxd'f:

=X COSX+2Xsenx +2 cos X+ C
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11. La solucién es:

Y- x 27x — 48
J':J‘JE"‘—\(}';-;=J‘|:};_4+ JI\ :|{'1[‘C=
X +4x-12 X+ dx-12

:J‘xdx—sLJ‘dx+J‘ 27X - 48 dx =

o+ dx—12
3 1 105 1
:J‘xd'f—4J‘dx+ —J‘ ax + J‘ dx=
4 x-2 4 X+ 6
,{2
:'?_4x+'—.fn|x—2|+ In|x+6|+C

12. La integral es:

X+1 . . .
I > ax Descomponemos la fraccion ——— en suma de fracciones simples:
X —X X —X
x+1 A B
—_— = — 4 =
Xix=1) X x =1
X+ 1 —1 2
= - = +
xix—1) X x—1

’ _ *
J‘ "‘;1 dx:J‘—1dx+J‘ — _dx=
XX X X —1

=—Injx]+2Injx-1]+C
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13. La solucién en cada caso es:

X +2x+3 X+ 2x+3
_J‘ i 1 dx=if2x+2_2 dx—
X+ 2x + 3 2 ) X¥+2x+3

_J‘ 1 dw—lf 2x+2
¥+ 2x+3 0 2 ) Pe2x+3

—Qf%dx=1—m|x"+2x+3|—
x+17+2 2

"7
- V2| —————dk=

x4+ 10

1+(
S V2 )
1 3 i~ ) x4+ 1

=?.’n|x +2x+3|—"¢2-arctg(T—]+C

(5]

=J‘ S5x + 8 dx:” 13/5 /5 }dx=
2 +x-3 x—1 2% + 3
HJ‘ 1 - 1 J‘ 2 d =

5 x—1 10 2x+3

1—3.":1 |x—1|—1—.fn [2x+ 3|+ C
5 10

14. Quedan:

fﬂd":J‘Ld’“Iid":
1+ 16" 1T+ 16" 1+ 16"

1+ (4% 1T+ 16"
o f4”-!n4 A J‘m*-rnm dx =
S n4 ) 1+4F T Inle T+16°
= sarctgi4t) + > In |1 416"+ C

Ina g 3
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15. Haciendo t=In x, dt:% la integral queda:
X

1+ Inx 1+t
m«=f dt =
J‘ x (In* x = Inx) t*—t

=J‘[_i+ 2 ]dr:-J‘LdHEJ‘Ldt:
t t—1 t t—1

=—In|t|+2In|t-1]+C= —In|ln x| +

+2In|inx -1+ C.

16. [ (Inx)* dx=1
u=(nxf=du=21lnx- 1— - dx
X
dv=dx=v=x

[ = J‘ (In x)* dx =x - (In IJE—J‘ 2 Inx- dx

5
u=2hx=du= - dx
X

dv=dyx=v=x
[ = J‘ (nxPdx=x-(nx?*- {2:-: fnx-— J‘ 2 d‘-:] =

=xnxf-2xInhx+2x+C

Todas las primitivas de f(x) = (In x)? son las funciones de la forma:
Fixy=x(nxPf-2xInx+2x+C
Lo que se anula para x=e¢ verificara: 0=e—-2e+2e+C=C=-¢e

La primitiva buscada es:

Fixi=x(nx®=2xInx +2x—o

£~ EDITEX
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17. Las integrales quedan del siguiente modo:
,=[ x- sen(In x) dx
u=senilnxi= du=cosinx - 1T . dx}
:{2
dv=xdi=v= —
2

2
o X o
I = J‘ x-sen(in x dy = BB son in x) —

X .
—J‘? -cos (In x) dx

£~ EDITEX

Esta ultima integral la resolvemos por el mismo método de integracion por partes:

) 1
u=cos(inx)= du=—-senilnx - — - dx

X
" 2
X X
dv=_—di=v=_——
2 4
,,\.-2
Iy = J‘ x - sen (lnx) dx = —- sen ilnx)—

e . X .
— | — cos(inx - J‘ —— seniln x) dx| =
4 4

2 2

X I o
=h=_—senilnxi—- — cosilnx) - — |

2 4 4

5 X X o
— h=—senilnx)— — cos (Inx) =
4 2 4

4 [ ¥ x?
==— {— sen (In x) — — cos (In x]} +C
5 2 4

2x° sen (In x)
I:I

I, = J‘ x - sen (In x) dx =

2 p .

x* cos (In x)

- 4 C
5
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Vamos a comprobar el resultado, para ello veremos que la derivada del segundo miembro es

igual a la funcion del primer miembro:

2x* - sen (In x) x* - cosiln x
D[ : | q' -~ C]

) . 1
4x - sen (In x) + 2x° - cos (In x) - —
X

= = _
o
2x - cos (in x)—x* seniln x) - —

X
— 5 =

dx-senin i +2x-cosiinxi—=2x - cos(n x)+ x-saniln xi

5
S5x - sen(in x) L
= =x-son(/nx)
5
X’ X
.’;_:J‘x-ﬂ'ﬂlix"+1]d\::'—|"n|:f+1_:|—J‘ — dx =
2 ¥+ 1
.-2 "'_F.-
:"‘—Inix"'+1_:|—J‘xdx+iJ‘ J_“"‘ dx =
2 2 o+
2 2
X X 1
=— Inx+1)-—+ —Inix+1)+C
2 2 2
Hallamos la derivada de la funcion:
D i!n(xz+1}—£+L!n[X2+1}+C =
2 2 2
x? X
=xIn(x+ 1)+ — - X4+ — =xIn(x*+1)
X +1 X+ 1
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I; = [xz-!r:[2x+ de:%f In(2x + 1) -

3
L [ 2X dx=lx3 In2x+1)-
3 ) 2x+1 3
1 [ 1 1 1 1
-—— X=X+ ——-— dx =
3 2 4 4 2x+ 1

=iX3!nL2x+1J— [XZCJX+L[XG’X—
3 6 .

A
3 .

1 1 2
-— [dx+ [ dx =
12 | 24 ) 2x+1

1 1 . 1
=?X3fﬂ{2x+1J——X3+—X'——X+

12 12
1 . .
+ — I2x+ 1)+ C
24

Hallamos la derivada de la funcién anterior:

3
D'L!;\J=xz:’n[i?x+1J+i X —1—X2+
3 2x+1 3
+LX— 1 + l 1 =x>In2x+ 1)
6 12 12 2x+ 1

18. La solucién es:
2
- 1 O aX
Sifix)=3x=1x = — C

Como f'(0) =2 = C =2, por tanto:

o 3y . %
fix) = —+ 2= fix) = +2x+ D

-

[ S

Como fi0)=1= D=1, luego la funcién fix) buscada es:

flx) = — + 2x 41
4 3 2
19. La funcién buscada es: f(x):X—+X—+X—+5x
24 6 2
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Unidad 15 — Integrales definidas. Aplicaciones
PAGINA 363

cuestiones iniciales

1. Calcula el drea del recinto limitado por la recta y = 0,5x + 2, el eje OX
ylasrectas x=-1y x=4.

2. Halla el drea de la regién limitada por la curva de ordenadas negativas
X+ VvI—6x—2y+1=0 yeleje OX.

SOLUCIONES

1. La solucion:

»x

Lo que nos pide el problema es hallar el area del recinto rayado. Este recinto es un trapecio y su
area es:

Area= B*D p_4+15

2. Queda:

/ \ x> +y?-6x-2y+1=0

A ] (x—=3)%+(y—1)2=9

La curva es una circunferencia de centro C(3, 1) y radio 3 unidades.

La circunferencia corta al eje OX en los puntos P(0,17;0)y Q(5,83;0).
El area de la zona sombreada vale:
9m- 141,058 1

- :566-1=8290u°
360 2
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PAGINA 381

W Utiliza el principio de distribucién de Dirichlet en la resolucién de los problemas que siguen.

1. Iniciales repetidas. ; Cuantos habitantes debe tener una ciudad para asegurar que hay al menos dos habitantes cuyas
tres iniciales, del nombre y de los dos apellidos, coinciden? Suponemos que sélo se considera el primer nombre propio y
26 letras del alfabeto.

2. Correspondencia. Diecisiete personas mantienen correspondencia por carta, cada una con todas las demdas. En sus car-
tas solamente tratan 3 temas. Cada par de personas trata en sus cartas solo uno de estos temas. Demuestra que hay, al
menos, 3 personas que se escriben sobre el mismo tema.

SOLUCIONES

1. Puesto que tanto el nombre de pila como los dos apellidos pueden comenzar por cualquiera de
las 26 letras del alfabeto, por el principio de multiplicacion de la combinatoria tenemos
26-26-26=17576, conjuntos ordenados distintos de tres iniciales.

Por el principio de distribucién, el numero minimo de habitantes necesarios para garantizar que
existen dos con las mismas iniciales sera 17 577.

En esta situacién los nidos son r=17576, es decir, los conjuntos ordenados distintos de tres
iniciales; y las palomas son el nimero minimo de habitantes, n=17577.

2. Seleccionaremos una persona, digamos A. Mantiene correspondencia con las 16 restantes.
Como solamente hay tres temas, segun el principio del palomar, debe escribirse al menos con
seis de ellas sobre el mismo tema.

Para fijar ideas, supongamos que A se escribe al menos con 6 de las restantes 16 sobre el tema
I. Si alguna de estas seis se escribe con otra sobre el tema |, entonces ya hay tres
escribiéndose sobre el tema |.

Supongamos que estas seis personas se escriben sobre los temas Il y Ill. Si B es una de estas
seis, entonces, por el principio del palomar, debe escribirse al menos con tres de las otras 5
sobre uno de los dos temas, por ejemplo el tema Il.

Ahora hay ds posibilidades para estas ultimas tres personas. Si alguna se escribe con otra sobre
el tema 1l, ya hemos encontrado tres personas que se escriben sobre el tema Il. Si, por el
contrario, ninguna de las tres se escribe con las otras sobre el tema I, entonces las tres deben
escribirse entre si sobre el tema lll, con lo que esta probada la afirmacién del enunciado.
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PAGINA 386

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Seconsidera la funcién f(x) = 16 — x2 en el intervalo f = [-1, 4] y |a particién de dicho intervalo dada por P= {1, 0, 2, 4].

Encuentra de forma razonada el valor de las sumas superior e inferior correspondientes a fy a dicha particién P.

W 2. Una particién creciente verifica que (1) = 1, f(2) = 3y f(13) = 10. Halla de forma razonada la suma superior y |a infe-
rior correspondientes a la funcién fen el intervalo [1, 3] respecto a la particion P = {1, 2, 3].

W 3. Haciendo uso del teorema del valor medio, resuelve las siguientes cuestiones:
a) Halla el valor medio de f(x) = x2 + 3 en el intervalo (0, 3) y halla el punto en el que se alcanza.

b) Halla el valor medio de f(x) = -x2 + 2x en el intervalo (0, 2). Halla los puntos en que se alcanza este valor. El existir
dos puntos donde se alcanza el valor medio, ¢contradice el teorema del valor medio?

1s x>0
1
c) ¢Es aplicable el teorema citado a la integral 1i‘(x} dx siendo f(x)=42 si x<0?
0si x=0

d) Calcula !:f(x) dx siendo f(x) = 2x2 - 3x, y determina el valor medio de fen el intervalo (2, 4), asi como el valor de ¢

correspondiente.

B 4. Obtén la derivada de las siguientes funciones:

x - _ x _ = 1

Fo = [lerat Hi = [t 00 = L St
x gt )

G0 = | Je+2ldt f(x):j £ ko= I+ 4)dt
- L+ *

W 5. Haciendo uso del teorema fundamental del calculo integral, resuelve las cuestiones siguientes:

Fhy
a) Para la funcién F(x) = . e dft, calcula F'(0).

b) Encuentra los extremos de la funcién Flx) = !:In tdt en el intervalo [2, 10].

-1 )
= dt alcanza su minimo.

c) Halla el punto de [0, 2] en el que la funcién F(x) = ] "
o 1+
d) Para Fix) = jse"xar(sen t dt, calcula F'(x).
a
e) Para G(x) = §fe** (1 + ) dt, halla G'(x).

X
f) La funcién Flx) = Le““ dt, ;tiene puntos de inflexién? En caso afirmativo halla las abscisas de estos puntos.

2
g) Calcula j et df,

X
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SOLUCIONES

1. La suma superior es:
SiPi=0—==1)-16+2-0)-16+i4=-2)-12 =
=16 +324+24=72,
La suma inferior es:

SIPl=0-1=11)-15+2-0)-12+(4-2)-0=
=15 +244+0=39

2. La suma superior es:
s(P)=(2-1)-3+(3-2)-10=3+10=13
La suma inferior es:
s(P)=(2-1)-1+(83-2)-3=1+3=4

3. La solucién es:

3 3
a) J‘ (" + 3)dx = [é + 3Xi| =18

0 o

El teorema del valor medio dice que 3ce (0,3) tal que:

3
J‘ o +3dx=(c"+3)-3-0=3"+9=18=
o

=3¢ =9=c*=3=c=+\3

Por tanto, como ce(0,3), el valor pedido es c=+/3

3] o 3

2 _ 2
b) J‘ (= + 2x)dx = {ij + x‘*} _4
El teorema del valor medio dice que 3ce (0,2) tal que

2
J‘ (= + 2%)dx = - +20)- 2 -0) =
0

4
:>—2|:2+4|::T=.~6c2—12c+4:[):~

=3 -—6c+2=0=c=1,58c=0,42

Obtenemos dos valores de C, pero esto no contradice el teorema, ya que este teorema
garantiza que exista un valor cero no dice que este valor sea unico.
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c¢) no es aplicable el teorema del valor medio ya que la funciéon y=f(x)no es continua en el
intervalo [- 1, 1], al cumplirse:

fim fix)= Iim 2 =2
v — 07 x— 0

fim fixi= Iim 1 =1

¥ — O ¥ — 0"
e ) 2 3¢ P
d) J‘ fix)dx :J‘ (2x° — 3x)dx = [ _ } _
2 2 3 2|z
~ 58
=186 (-0, 6)=19,3 = —
Por el teorema de la media:
e : . 29
J‘ fix)dy =flcii4-2)conce 2,4 =flc) = —

58
;;-T:uzzc"-—ac_:u-z;»128-—13.:—53:0:

18+V324 42784 _ 18+5575 | 3,07

= L=

24 24 \—1,57
Por tanto, c = 3,07 = (2, 4).

4. La solucién es:

.
Fix) = J‘ e™hdt = F(x) = e™*
]

Gix) = J‘ Pdt= Glix)=x

u]
x? 1 1 2x
. el — .
Hix) J‘D3+tdt=>Hl_x1 T 2x T
lix) = J: |t + 2| dt = [Fix) = ix+ 2)
3
_ gt a" 3 - e
Jix) = J‘ ——— dt= Jix) = S ol ——
2 fz + 1 )\,ﬁ‘ + 1 xﬁ + 1

.'{2 =4
Kix) = J Init* +4)dt= J In e +4)dt +

X X

X2 x 32
+ J‘ Init* + 4) de =—J‘ Init + 4)dt + J‘ In(* +4)dt=
k= 4 k=4
X 2
= { —nit +4idt + | i+ 4)dt =
= | =4
= K'(x) ==Inix +4) + Ihix* + 4) - 2x

Kixp=2x-Inix*+ 4 - +4)
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5. La solucién queda:

a) la derivada es: F'(x)=2e*"

El valor buscado es F'(0)=2-¢*° =2.

b) la derivada de la funcion F(x)es F’(x)=In x. Esta no se anula en el intervalo [2, 10]. La
derivada es positiva en intervalo citado.

Teniendo en cuenta los hechos anteriores la funcién F(x) no tiene extremos relativos y si
extremos absolutos que se alcanzan en los extremos del intervalo.

Para F(2)=0,39 se obtiene el numero de la funciéon y en F(10)=14,04tiene maximo
absoluto.

c¢) En este caso:
x—1 T—x*+ 2x
Flix) = ;o F'ls —————
o1+ ' (1 +x7°

Fix)=0 = x=1vycomo F'(1)=0 en x=1< (0, 2)

Fix) alcanza un minimo relativo.

d) F'(x)=x-cos x
e) G(x)=e (1+ x?)

f) F(x)=e*; F(x)=—2-€%; F"(x)=(4x*-2)- e *

Por tanto como F”(0)=0 y F”(0)#0 la funcién F(x) tiene un punto de inflexion en el punto
de abscisa 0.
B 7

g) F(x)= e2-2x-¢e
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PAGINA 387

B 6. Calcula las siguientes integrales definidas:

(] o 5

a) j %dx.. i ] &sen?_xdx r) [ ln—xdx
1Jx+3 g e
1 x 1 -

b) j = dlx k) ‘ %dx s) lﬁcosx-semxdx
e +2 J,(x*+2) a
® 3dx a b dx

c) j 1) 9+ dxdx t) conb=0
aNT+x L' o X+b

ad

g m) |24 (14 de u | X=ax
o BE ! iR
x‘s@n Xd o 2 2¥d ma d

® i 3\!)_( : 2 'LX e 4 l_mtgx £
2 q 3

f) S _dx fi) ] (x —e* cos x) dx w) i 2X dx
u\fg— X 2 , X =1
e Uodx s

a) ! dx o) E X) l —=—= dx
(=1 WX +1 T
] 5 RS

h) S s dx p) ] XAx—2dx y) ‘ dx
X=X 3 o x
9 3 o

iy S X dx Q) i de Z) ]‘xzvlnxdx
2 X+NX L X+ X = 2x 4

W 7. Calcula las siguientes integrales definidas:

2 2 2x

a) E |sen x| dx o] I [x2 = 1] dlx e) l |x] sen x dx
—xi2 2 x
2 2 2

b) Lx[lx—‘IIJr‘I]dx d) §_2||x|71\dx f) L\2x—‘|ldx

MW 8. Calcula las siguientes integrales mediante la interpretacién geométrica:

g0 r

= ] 50(;(33+x2‘) dx gi= ! sens (8x2 + x) dx

W 9. Halla el area del recinto limitado por la recta y = 3x + 2, el eje OXy las rectas x = 1 y x = 3. Comprueba el resultado por
métodos geométricos.

W 10. Calcula el area del recinto limitado por la pardbola y = x? — 4x y el eje OX.
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6. La solucion queda:

4dx
!

Calculamos la integral indefinida por integrales inmediatas:

|
J‘ :’ldx :4J‘|:x+3]_’- dx=8Vx+3+C
Vx+3

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, obtenemos:
J‘E 4 dx
L Vx + 3
|
b) j 1o dx operando de forma anéloga a las anteriores, obtenemos:
e +
0

I E-‘
QE'I+2

=[avx+3]i=8Vo—-8Va=24-16=8

di=[lnie"+2)) =Inle+2)-In3 =

e+ 2

=lIn

= 0,45

& 3 a __I —_—
J‘ R | EJ‘ (T+x 2dx=[6V1+x]]=
oW1+ x ]

=6Va-—e\V1=12

J3

J.1 5 dx operando de forma analoga, obtenemos:
+ X

f

V3 - —
dx dy=larctex]¥® =arcteV3-—arcte 1 =
1+ X7 g4 = g

_r_r_=
T3 4 12
J‘SQH\/_ X 1 dx =
2x

5 P \ /o .
= {—— - cos ‘»-'x} =|-—cos :r] —|-=-cos 0] =
o & 3 b3 .

3
o 2+2 4
33

dx operando de manera analoga a las anteriores, obtenemos:
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2
f) I ax queda:
0 9—X2
, 2 %dx ,
J o = | —T/—— = arcsen(i)+C =
0 V9 - x* /1 _(‘i‘.f \ 3 0
ATy

2

2
= arc sen ? —arcsen0=0,73

.
HI‘CSE'H(—)
3/,

3 3

9) I( )2 dx determinamos la integral indefinida por el método de integracién de funciones
X_
2

racionales:

x* X +2)x=17+3x-2
J‘fx—w" dx:J‘ x—17 o=

3 2 X+ 2)°
:flix+2]dx+fﬁd3f—fﬁdx:| -t, .I +
X — Xx—=1)

_ . ,_}._g
+3J‘ x. 1 +21 dx—J‘ | 2 : = X+ 2) N
x -1 x—1) 2

+3J‘ 1 dx+J‘_ ! - dx=
X —1 ix—=1

(x + 2)°

+3nlx-1]-

Determinamos la integral definida haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow:

3 E] i a2 3
J‘.X—_zdx:[u+3m|x—1|—1— =
2 x=T1) 2 x=1 1z

( 25 1y | .
=(T+3fn2—?)—|_a+:::—1_.u=5+3fn2=,r-103
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5 2 1

X+ . . - } . . .
h) j 3 dx calculamos la integral indefinida por el método de integracion de funciones
X° =X
2

racionales:
2 2 _
[ T E
X=X xXix—1lix+ 1) X

1 1 dx=—In|x|+n|x=1]+n|x+1|=

Haciendo C = 0 y aplicando Barrow, obtenemos la integral definida:

5.2 E
J‘X+1 dx:{l"n ] =mi-mi=
2 5
16

» X —X

X -

9
i) j— dxresolvemos la integral indefinida por cambio de variable, haciendo:
2 X+ X

x=t*=dx=2tdt.

9
J‘ x; dx:f g -zrdt:J‘ 2t dt=
4 ¥4+ Vx Pt t+ 1

(2t — 2 P4 2
:J‘"‘j‘t 2)it+ 1) +2 dr:fu:zr—zlduj‘
t+ 1

dt =

t4+ 1
=f-2t+2Mt+1]=x-2Vx+2In|Vx + 1| +C

Haciendo C = 0 v aplicando la regla de Barrow, obte-
nemos:

9
J‘ X _dx=[x—2Vx+2in |Vx +1]]° =358
4 X+ VX

10
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/2
) jsen 2x-dx calculemos la integral indefinida:

0

1 _
J‘sen 2% - dx = ?J‘sen 2x - 2l = i—cos 2%) + C

1
2

Hacemos C = 0 y aplicamos la regla de Barrow:

T2 ‘| w2
J‘ sen 2% - dx [T (—rCos Ex_l} =

o] [+]

s

1, 1 S
= — =058 M) ——(—Cos 0) = — + =1
2 2 2

1
2
|
4x . .
k) j(2—4 dx operando de forma andloga a las anteriores, obtenemos:
X
1

+2)

| |
J‘ Lg’x:jf F+ 27 2x dx =

D x4+ 2

i
_2 _2 _3
=|: — —~ :| = =1
T+ 207 o 81 g1

4

) jw/9+4x dx operando de manera analoga a las anteriores, obtenemos:
0

4 1 4 1 s
J‘ VI + 4x dx:—J‘ (9+4x) 2 -4 dx:[M} =
0 4 lo G n

2

m) J.4x2 (1+x%)° dx operando de manera anéloga a las anteriores, obtenemos:
0

J‘_4x2 (1 +x7) dx = iJ‘_H + X0 -3 dx =
(o] 3 Mo

2 T, 3_I|5 2z 5
=[i-:1 +x3'ﬁ'] =[ 2(1 +x7) } =118098 - — =
3 o 9 o 9

=118 097.8

11



[
mJ‘ xt-e™ - dx

Determinamos la integral indefinida por el método de
integracion por partes v obtenemos:

J‘x‘*-a"’" ~dx=1
u=x = du=2xdx

1
dv=e - dx=v= = g

e

=[x ¥ dx= _[x e ax
[ _J

Aplicamos de nuevo el método a esta dltima integral:
u=x= du=dx

1
dv=e™-dy=v= =3 gt

f=fx"‘-e”-dx= xe —[XE —J‘Lezxdx]:
2 2 2

Xre® xe™ e
= - + + C
i i A

Calculamos la integral definida haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow:

R e R

2
) | (x—e*cos x) dx=J' xdx—J'eX cos xdx:x?—l

o'.—._;

J‘[x—excos X) dx=J‘xdx—J‘e"cosxdx= ;—!

La integral [ = J‘e‘ cos x dx la calculamos por el méto-

do de integracién por partes:
u=e= du=e"dx}
dv=cosxdx= v=senx

/= J‘e" cos x dx =€ sen x— J‘e" sen x dx

Aplicando el mismo método a esta dltima integral, ob-
tenemos:

t.t:e":adu:e"dx}

dv=sen xdx = v=—cosx

£~ EDITEX

12



/= J‘e" cos x dx=e"sen x — [—e’ cos X —J‘—e" Cos X dx} =

=e"senx+e"cosx—J‘e‘cosxdx::

e"sen x + &' cos x
2

=/=e"sanx+e cosx-I=I=

Por tanto:

J‘[X—@Cﬂsxjdx=§_ ef‘senx;d‘cosx L C

Haciendo C = 0 v aplicando Barrow, obtenemos:

1
J" o, _ ¥  dsenx+e cosx
ix—a cosxidy=|— — =
o 2 2 0

(;12__ esen i ;ecoﬂ ']_("0_ D;ﬂ )

=1-1,88=-0,88

J‘ 1 G’X—J‘ 1/3 dx+f—1f3x+2r"3
¥+ x4 ¥-x+1

1

1 1 (2x=1+1 2
=—1| 1 v+ —
3”h+| 6If—x+1 Y+3If

1 1 2x -1
=—nx+1|-— | —————
3 e 1] 6J‘x2—x+1 "

L 2 1 dx=1—fn|x+1|—1— In
3 +(.- x—1/2 .]z 6
V32
VER 3
|3 —x+ 1] + 3 arcrg( v :]+C

1 X 2
1 1—_f—dx _f—
3 e+ |3 ¥—x+1 +3 x4+ 1

—x+1

Calculamos la integral definida haciendo C= 0y apli-

cado la regla de Barrow y obtenemos:

1
J‘ dx :[ifn|x+1|—1—fn|x2—x+1|+
0 3 6

¥4

+

V3 et ( 2x -1 ”1 _In2 Vam
‘ g Vi ] 3

- =0,84
9
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6
9)) J.XW/X—Z dx resolvemos la integral indefinida por el método de cambio de variable,
3

haciendo x—2=1>=dx=2tdt.

J‘x’v'x—z dx = J‘u:r"' £2) -t 2t = J‘[E# + 4t dt =

26 498 2Vix-2¥ 4Vix-2)p
+ = +
5 3 5 3

+ C

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, abte-
nemos:

6 Y oy ¢
fx"».-*'x—zdx=[:"|"‘“ 2) N 4w —2) } _
3 5 3 3

3

I x*+2x-6
5 X2+ X2 —2x
racionales:

dx resolvemos la integral indefinida por el método de integracion de funciones

iy =

vy 7x—6 d B+ X =2xx=1)+3x -6
J‘x3+x2—2x X_J‘ X +x-2x

2 e 112
=J"J,‘f:—1 | dx+J‘ X -6 = (x-1) +J‘i dx+
X

Xix—Tix+2) 2

— iv—1F
+J‘ 1 d‘c+J‘ 1 dy= N +3 0 |x|=In|x=1| +
X+ 2 2

X(x +2)

+In +C

x—1

Haciendo C = 0 v aplicando la regla de Barrow, obte-
nemos la integral definida:

3 x4 2x-6 dx = ix—17 n Flx+2) |T
L o+t -2x T > X—1 -
135 % (1 3 135
=\2+In || —+n32)=—+In =225
2 ) L2 2 64

14
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5
In x : e
r) I—dx calculamos la integral indefinida:
X
3

; W2
J‘—mx dx:J‘J’nx-i s dx = (in x) +C
X X 2

Hacemos C = 0 y aplicamos la regla de Barrow

: (nx* T dns5?® {3y
J‘ Inx g, _ [ ] o )
3

X

3 2 2

I:I
= l [(In5-In3)ns5+In3)= 1—fn 15-Ih— =0,69
2 2 3

/2
s) jsen 2x-dx calculamos la integral indefinida:
0

1 _
J‘sen 2% - dx = ?fsen 2% - 2dx = i—cos 2%) + C

1
2

Hacemos C = 0 y aplicamos la regla de Barrow:

w2 ‘| w2
J‘ sen 2x - dx | — (—ros 2x) | =
u] 2 o

=1

1 1 _ 1 1
= — [—C08 0 —(—Cos 0) = — + —
2 2 2 2

NE)
ax , .
t) ITb con b>0 operando de forma anéloga a las anteriores, obtenemos:
X
/

L : ﬁ}:[m I+ b|12=In |2b] ~In |f3|:m% =In2=0,69

u)]t\/m

X
1 2
Jﬂi‘”{_1 dx:J‘ : . -2tdt=J‘ 2 —=dt=
X 1 +¢ 1+t
201+ =2 2
= |—— " dt= |2 dt- It =
J‘ 1+t ‘ J‘ J‘1+t2 ‘

=2t-2arctgt=2Vx-1-2-arctgVx-1+C

Hacemos C =0y aplicamos la regla de Barrow para de-
terminar la integral definida:

444y o -
J‘ vx-1 di=[2Vx-1-2-arctgVx-1]] =
X

o i = 2m
:[zva—z-T —(0-0)=2V3-—==137

dx obtenemos la integral haciendo el cambio: x—1=1* = dx=2tdt.

15
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/4

V) I tg x dx calculamos la integral indefinida por el método de integrales inmediatas y después
-1

calculamos la definida haciendo C = 0 y aplicando Barrow.

w4 v —sen x 4
J‘ tg x dx:—J‘ dx = [-In |cos x| + C]7,, =
—m/4 —-m'4 COs X

(0 )= (0 5r) o

3

w) j 2X ] dx determinamos la integral indefinida por el método de integrales inmediatas y
) X% -

después la integral definida haciendo C = 0 y aplicando Barrow:

2 x =1

3 3 5
J‘ X dx:iJ‘ 2X dx:[ifn ¥ -1+ C| =
2 2 2 2 2

8
— =049

:ifn 8—1—:’13 3=In_|
2 2 Al

6
2x-3
X) jﬁ dx resolvemos la integral mediante el cambio: 2x—3=1* = dx=tdt.
X_ —_
3

V2x—-3 -1 1 t—1

:J":r_1-:"-t+1j+1 df:J‘[r+1;|dr+J‘ L dt=
F— 1 t—1
; v2
_ it+ 1) +|rf]|f—1|=
2
(V2x—3+ 17

= 5 +In |V2x-3-1|+C

Dando a Cel valor 0y aplicando la regla de Barrow, ob-

tenemos:

/2x -3 (V2x—3 + 17 — T
fﬁrdx{ \ +1) +m|m_3_1|} _
AV 2x—3 -1 2 3

(V3 + 17 -
=(8+/n2)- {g +Iniv3 - 1_]] =527

16
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dx esta integral no esta definida en [0, 1].

1 X2 _1
y) [~

5 X
Resolvemos la integral indefinida en el campo complejo por el método de cambio de variable,

haciendo x*-1=t*= dx=t—dt

X

f” 1dx:fL.f_df:J'ildr:J‘ C  die
X X X X ¥+l

#+1-1 1 B
_J‘ o+l dt—J‘dt-J‘r2+1 dt =

=t—arctgt=Vx¥-1-arctg V¥ -1+ C

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow obte-
nemos:

J‘I V-1
0 X

-

dx=[Vx-1-arctg ’»ﬁ] .Ia =

.
z) IXZ -In x dx esta integral no esta definida en el intervalo [-1,1].
-1

17



7. Las integrales quedan:

‘2 o2
a) f |sen x| dx = f —sen x dx + L sen x dx =
w2 w2

=[cosx]°_, + [~cos x]=(1-0) + =0 + 1) =2

b)
2 | 2
J‘x[lx—1|+1]dx:f{—x"+2x}dx+J‘fdx:
0 0 |

3 I z -
|:_i+xzi|+|:£i|:£+'r_:3_
3 o 3 3 3

c)

2 | 2
J:|x2—1|dx:ZL[—x"’+1_Jd‘<+2J‘[x2—1Jd~f:
2 |
—2l-@+2x]s+2[P—2xi=2+2=4

d)
’ | 2
J: ||x|—1|dx:2Li_—x+ 1_de+2f (x=1) dx =
2 |

= [—x2+2x];+[,‘<2—2x]f:1 +1=2

e)

2m 2
J: |;r:|Sf_ﬂ.r'.';r:u:ii’:-r::f—:sfse-ﬂ:suﬂ’:s:+J:j X sen x dx =
T

T

=[x cos x —sen x]°_+ [—x cos x + sen x]"
r o

=—T-2m=-3m.
f)
2 152 2
J‘ |2x—1|dx=L li_—2x+1jd's:+J‘ 2x—1)dx=
0 |

2

i 1
=[x+ 2x] )7 + [:'z"*—,'f]fmzT e

£~ EDITEX
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Las integrales quedan:

L] |
F=£ X+ xde=0
50

I-r -
[= J‘ sen” (Bx +x)dx=0

Ambas integrales son iguales a cero, pues al ser las funciones impares y simetricas respecto
al origen se anulan entre si las areas de las regiones que se obtienen.

El area viene dada por:

El &rea del recinto sombreado viene dada por:

3
f 3x+2)dx=
1

-
§

) 3 , \ ; £
=[3'\2+2x} =[2 +5]_(i+2]=16u2

Directamente este recinto es un trapecio y su area vale:

|:|
E+J'J_h:11+_ 216
9 2

A=

Con lo que queda comprobado el resultado anterior.

Queda:

Recinto sombreado: 1

) ‘:3 E

Al'ea:—ﬁ:r" — 4x) dx:—[[ — —Ef]] = 1 /
L3 o 12 3

A 32
:—{— —32}: — uv'=10,70u7 b
3 3

19
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PAGINA 388

ACTIVIDADES FINALES

W 11. Halla el &rea del recinto limitado por la recta y = —2x y la pardbola v = —%xz,

W 12. Halla el drea de la region limitada por lacurvay = x3 — 8x2 + 7x, el eje OXy lasrectasx =2y x = 7.

M 13. Halla el 4rea del recinto limitado por la curva y = cos x, el eje OX y las rectas x = —g = %
M 14. Calcula el area del recinto limitado por las graficas de las siguientes funciones:
a) y2=6x b) v2=9x C) y=6x—x2
X2=6y vi=4(x+ 1) y=x2-2x

M 15. Determina el drea del recinto limitado por las gréficas de las funciones fix) = x e y gix) = x2 e~
M 16. Calcula el area de la regién limitada por la hipérbola xy = 36, el eje OX vy las rectas de ecuaciones x =6y x=12.

W 17. Halla, utilizando la integral definida, el drea del circulo limitado por la curva de ecuacién x2 + 2 = R? y el 4rea encerrada
2 2
por la elipse de ecuacién x—2+ y_z =1.
a’ b
M 18. Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX los recintos siguientes:
a) flx)=2x+1; x=0, x=4 wl A= el s

b) fix)=senx; x=0, x==m d) f(x)=ex x=0, x=1

W 19. Calcula el volumen engendrado al girar alrededor de OX los recintos limitados por las gréficas que se indican:

_ 2x+3
T4

b) fix)=x2-1;, glx)=1-x2 d) f(x)=x% glx)=-3x-2

a) f)=x%  a=x o fl)=2x; gl

MW 20. Halla el volumen de la regién determinada por la curva
de ecuacion v = e, el eje OX, eleje OY'ylarectax=3,
al girar alrededor de OX.

M 21. Halla el volumen generado al girar alrededor del eje OX
el recinto plano determinado por dicho eje v la curva
yY=x-x.

W 22. A partir de |la ecuacion de la circunferencia x2 + 2 = R,
obtén el volumen de una esfera.

W 23. Calcula el volumen del cuerpo limitado por la elipse

2
;—5 + v? =1 al dar una vuelta completa al eje OX.

20



SOLUCIONES

£~ EDITEX

11. Queda:

Queremos calcular el area del recinto sombreado:

3
6 o b

12. La solucién es:

El area pedida es la del recinto sombreado.

Area = —J‘ (x — 8x° + 7x)dx = —[ ’4

_ [[ 2401 2744 N 343 0

4 3

r-

= 139,58 u*

13. Queda:

L M| =

64
—a- 4 14_1] =
; 3

(=TT o ¥

e e/ x

El &rea del recinto limitado por la curva, el eje OXy las rectas x=—— y x= —vale:

o2
o

o2
J‘ cosx dx=2[senx], =2 u?
0

21
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14. La solucién queda:

a)

3 L]

¥ . e |'l_
- [ — X fh - 27 X
ﬂl'ea:Lﬁ(vﬁx—%]m:{ v AL =12 u?

3 18 Jo

Foedix4 1)

Las curvas y®=9x;y?=4(x+1)se cortan en los puntos de abscisa x=0,8 pues:

4

9x=4[x+1_]:‘~x=?=[),8

El area pedida es la de la zona sombreada y vale:

K A
Area =2 [f 2Vx+ 1 dx—Lﬂ 3Vx d’f} =
|

3 08 _
= z[—% "h: b } —2[2V¥]e'=
- l

.

g\/'1,8

—4V0,8*=3,58 u°

22



" il S " yax —2x

Estas curvas se cortan en los puntos solucion del sistema:

_y:ﬁx—f}:[x::j y=0 Pl0,0)
y=x -2x x=4 y=8 4, 8)

Area Jﬂ[f - 2x)dx + Lqiﬁx -y — rlixz —2x)dx =
2 2

_ 3
=—+4+4E—E—% 16+£—4=
128
=64 — - =2130°

Otra forma de hallar el area del recinto buscado:

Area = E[iﬁx—x") — X = 2x)] dx = Eiax—zx"']dx =

2 T 128
:[%’2— ] =64- —— =213
3 s 3

£~ EDITEX
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15. La solucién es:

=X

y=xg

Las curvas se cortan en x = 0 y x = 1. Calculamos el area de la zona sombreada.
. I 1
Area = Li:«: a¥ ot e dy = L[x— )™ oy
Resolvemos por el método de integracion por partes la integral indefinida:

J‘[x—r"] e dx
U=x-—xX =du=(1-2x dx
dv=edy= v==2o"

| = f[x—x‘?] N dv=—ix—x)e" = J‘—H —2x1e " dx =

(X —x) "+ fﬂ —2x) & dx

u=1-2x=du=-=2dx

dv=e"dx=v=—o"

.'=f[x—x2] e dv=(x-x)e —(1-2x)e" -

—J‘E efdy=(x"-xje"-(1-2x1 e +2& "+ C

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos
permite calcular el area pedida:

[ . ) | \ 1
Area= [ -x) " —(1-2x)e"+2 eV, =

3
=— —1=0,1036u°
a

24
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16. La solucion es: o
36 x=8
El area del recinto sombreado buscado vale: s

5]

. 12 36 . 12 — .

Area= | — dx=[36Inx] =36/ — = %0

[ X 6
=36 In2 =24,95 v’

17. La solucién:
El circulo de radio R queda limitado por la circunferencia de ecuacién: x* + y* = R?

Ay

="

R
Area = 4J. R? — x? dx
0

' >
—.HI\ 0 R

b

Calculamos la integral indefinida I R? — x* dx mediante el cambio de variable:

x=R-sent=dx=R-cost-dt

J‘\,-"R" —xdv= | VR RYsen? t- R-cost- di=

R"-cosﬂ-dt:ﬁﬁ%dt:

'l "_r 4
=F:‘2|:—t+ serl_t]+C=
2 4
| arc sen — 2. X 1 _ i
Ry R?
:Rz 2 + 4 +C

25
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Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos da el
area del circulo buscado:

R )
Area = 4J‘ VR - x2 dx =
[a]

. X X 2

[arcsen—  2-—- [1_2 \7F
: ]
4]

Ry Rz

2 + 4

4R

[:— + D] (0 + D_:-] =im v’

,,2 .2
L —— =1 encierra un recinto cuya area
bz
vale:
2 f 2 JIJE III_-J,E 2
) [ a b -bx
Area=4| [ ——— dx
o i o

Calculamos la integral indefinida

dx

2

[ El sy
V=7

d

Por el método de cambio de variable, para ello hacemos x=asent= dx=acos dt

1 b r.————
J‘— Vaa P - xdi=— |Va - senft-acostdt=
a a

2
= b J‘dz cos” t dt = ab J‘ﬁ dt =

d

ab | san 2t

= f t+ ] +C
fjb I-. x 1 x IIlI ;\“2 A

= larcsen —+ — -2-— [1-—|+C
2 \ d 2 o “f' a

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos da el
area encerrada por la elipse dada:

? I-'r a2 _ 2
Area =4 J & dx
] \-

a

bl

b X 1 x ¥
arc sen — + — -2 1-

4 i
= { i - .- II..' 3 . ] —
{ . a 2 a 'y a /|,

-
=2 ab[ ’? + ::1]—2 abio-0)=(ab-mu’

]

26



18. Los voliumenes son:

4 4
a V:.frJ‘ (2x +1)° dx::rJ‘ (4x +4x+ 1 dx =
0 0

4 Y 364nm
::r[ ; +2x"+x} = u’

o 3

X

b) V::rJ‘ SE'.r'szd‘{:JT[;—X—% sen 2:{} =

Q

! f _ 4 3 4
c) V=m I:_x—ffdx:_,r( 6X° — 15x* + 10x
\ 30

19. Los volumenes quedan:

s
—u
2

|-

! | 27! !
a)‘v‘:.rrf xd'r:—:rJ‘ x“dx:{m } —{ﬁ} _ 2T
[a] u] 2 o 5 o 1[}
| |
b) V:z:rf (=17 dx:E:rJ‘ (3 —2x + 1) dx =
o o
[f 2% ]' l6m
=2r| — — +X| = ——
5 3 0 15
4,5 4.5 ¢ 32
c) V=.frJ‘ zxdx—:rJ‘ ( 2X+ 3 ) dy = [mé]es -
o5 s\ 4 '
4.5
—_ X + 3x° + 9!{:| =20m-1733m=267 1
12 8 16 |os

—1 |
d) "-.f:.rrJ‘ [—3x—2_12dx—:r£ ¥y =
-2 2

—1 -1
:.frJ‘ 9% + 12x + 4) dx—:rJ‘ Xy =
_2 -2

1‘:5 -1
=7 [3x° + 6x° +4x]i—;r['—} =
5 |-
- T3l 4r
=7m- =—
5 5

3
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20. El volumen es:

3 —2x 3 g —&
) -0 F 1 e ) T
b:er‘ 9""”0’:{::{ 5 } =7 —— — | =
[+ !

u]

21. El volumen es:

| |
V= L'rJ‘ (x —x' )V dx = EFIJ‘ (¥ —2x* + X% dx =
u] ]

X 2x X1 len
=2 & _ 4 =
3 5 7 o 105

22. el volumen de la esfera es:

7 R
'u‘:;rJ‘ (R* = x%) dx:ler‘ (R*— x") dx =

—R 0

X r 2R 4R’
=2
o 3 3

= 2:‘!|:E2,‘\' -
3

23. el volumen del elipsoide es:

[ ,'\'2 Y ,"\j 5 -ICI

'u’:E;rJ‘ [1 - ]da:l:r X— ] =2r- —
o 25 75 |o 3

20w

I
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PAGINA 389

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 24. Dada la funcién f(x) = x2- 1 en el intervalo [-3, 2] y la particién P del mismo formada por los puntos P= {3, -2,-1, 1, 2},
calcula razonadamente cuanto valen la suma superior y la suma inferior correspondientes a dicha particion.

M 25. Haciendo uso del teorema del valor medio del calculo integral, calcula el valor de ¢ para la funcién f(x) = x* en el inter-
valo [0, 1].

W 26. Dadala funcién F(x) = r e~ dt, determina F'(x)y F"(x).
Q

W 27. Para la funcién F(x) = j;cos 12 dt, determina:

a) F'(x) b) ixﬂ % E:cos 2 dt

*
W 28. Sea Fx) = L (t2 - 1) dt. Halla los posibles puntos extremos de dicha funcién.

M 29. Calcula la siguiente integral definida: ]l |x] dlx.
-1

W 30. Calcula las siguientes integrales definidas:

1 x T et - -
a) %dx b) E x2 cos x dx c) ]‘3 x N1+ %2 dx
pae teEd 0 o

b
M 31. Determina, en funcién de b > 1, el valor de la integral ! lx = 1] cos x dx.
o
M 32. Dibuja la region del plano limitada por las curvas v = x2, y = 2 — x?, v = 4. Calcula su area.

W 33. Calcula el drea limitada por la gréfica de la funcién f(x) = In x, el eje OXy la recta tangente a dicha gréfica en el punto
x=e.

M 34. Una varilla se desliza por el interior de la pardbola v = x2 paralelamente al eje OX hasta determinar una superficie de 36 m2.

Encuentra a qué distancia del eje OX se detiene la varilla.
W 35. Calcula el valor de a sabiendo que el drea comprendida entre la parabola y = x? + ax y la recta y + x = 0, es 36.

2

M 36. Calcula el area del recinto limitado por las rectas x = 0, x = 1, vy = 3x + 2 y la funcién f(x) = ————.
X +3x+2

W 37. Calcula el drea comprendida entre la curva y = y 1 el eje OXy las rectas verticales que pasan por los puntos de in-
+

XZ

flexion de dicha curva.
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SOLUCIONES
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24.La suma superior es:

SP=[-2—-=3)] - 8+[-1=i=2)]-3+[1=(=1)]-0+
+02-1)-3=8434+0+3=14.

La suma inferior es:
SR =233+ -1 ==2]-0+[-1=(=1)] -0+
+i2-1)-0=34+04+04+0=3.
25. Aplicando este teorema obtenemos :

1 3 9l
J‘,‘x’zd"{=(2'lﬁ1—t]]=:-|:L:| =f_“?=:-c"'=1—=:~4_’=iL
0 3 o 3

. 1
Como c e (0, 1) = el valor buscado es ¢ = + 5
'l.r.'

26. La solucion en cada caso es:

La primera derivada es:
, 4

Fix) =™ - 2x =2xe™
La segunda derivada es:

Frix) = (2 — 8x%)e™

27. La solucién es:

a) La derivada es:

F'ix) = cos x°
, . o .0
b) El limite produce una indeterminacién del tipo 0

Aplicando la regla de L"Hopital obtenemos:

(“cos £ dt 2

J COs X
lim = v = Iim
x— 0 ’ x — 0

=cos =1
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28. Las derivadas de la funcién son:

Fix)=(x*-1)-2x = F'ix)=2x"-2x

Frix)=10x*-2
La primera derivada se anula y obtenemos:

Fix)=0 = 2x" -2x=0 = x=-1, x=0, x=1
En el punto (—1,0), al ser F’(—1)=8>0 existe un minimo relativo.
En el punto (1, 0), al ser F’(1)=8>0 existe un minimo relativo.

En el punto (0, 2/3), al ser F”(0)=—2<0, existe un maximo relativo.

29. Tenemos que:

f_ll|x| =2 J:x dx = [x]!,: 1.

b Y

—_— e ————
L ]
o

30. En cada caso queda:

a) haciendo el cambio e* =t , obtenemos:

A VU A B
—_— X = _at=
J‘DE'H+E-X+2 J‘I E+t+2

= 2E.f -r 1 3 .2"—_,- df:
7 | ] 1 ) VY

Ve 2 v':.
2 1 ] ="' (1,18-0,85)=0,249
\F.' )_,' \'.' ? J

27 [ /
= arc qg-(

7

n
b) J‘ x* cos x dx =[x sen x + 2x cos x -2 sen x|, =-2m
[}

c) Haciendo el camhio de variable 1 + »* = £, abtene-
mos:

5 — 2 32 7
J‘ "XV +x2dx=J‘ rﬂ:fr:[r_] =£_l=__
e ' i 3 3 3



31. La solucién es:

b |
J‘|x—1|cosxdx=f —x=1) cosx-dx+
1 0

b I
+ J‘ [x—1_il-msx-d'f=J‘ —x=1)-cosx-dx+
| 0

+ J‘ ix—=1)-cosx - dx
|

Calculamos la integral indefinida por el método de interacion por partes:

I:J‘ix—H-msx-dx

U=x-1=du=dx

dv=cosx-dv= v=senx

F:J‘i:-:—1]-cc-s:-:-d:-::IZJ-:—Hsenx—J‘sgnx-d\::
=x-1)-senx +cosx+ C
b
; \ 1

J‘ [x— 1| cos x - dx=—[(x= 1) sen x + cos x| , +
0

; \ i}
+[x—1)senx + cosx||=—cos1 +1+
+ib=1isenb+coshb-cos1]=1+b-1)sen b+

+cosh-2 cos

32. El area es:

La zona sombreada es la region de plano limitada
por las curvas dadas.

A ¥

£~ EDITEX

4 cafx] =
|

1
Area =2 U 4 (2 —x) dv + J‘
0

A ! 3 72

X X 14 10
=2[2x+—] +2[4x——} = +— =8u’

3 o 3 N 3

=Y
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33. Ecuacion de la recta tangente a f(x) = In x, en el punto (e, 1):

e ] 1
fix)y=—=m=—

X e
T , 1
V—l=—ix-@g=2y=—x=
' e ' e
: . 1
la recta tangente tiene por ecuacion y = — x
e
Ay
y=1x
1..
e X
1 28

. ef 1 X 1
Alea:J‘ (—x—mx)d\:: — —ixlhx=-x| =
oL e ]

20
30 30 In x Lhepital
=— — Ilim xInx=—- Iim - =
2 ¥ — 0 2 =0 /X
|."Hfl_|:li[i| 39 ||l||a ‘I.I."x 3 39
2 ¥ 0 — s 2

£~ EDITEX
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34. La solucién es:

Llamando d a la distancia buscada, se cumple:

] \

— vd |
36 = z[dv'd— J‘G x* dx

&Y

[ VE
@m:dvd-[‘_]” -
3 |o

@18:dk"ﬁ—$¢:}

2dVd

= 18 = = d=3

A una distancia de 3 unidades.

35. La parabola y la recta se cortan en los puntos:

2 ,
V=X + ax , )
: N rax=x=xX+xla+ll=0=
V+x=0
‘x=0;y=0
— .
X=-a-1; y=a+1

—a — 1
Area pedida = U [—x — (%" + ax)] dx
a]

Ponemos el valor absoluto, pues el area puede ser diferente segin seaa >0 oa<0.

£~ EDITEX
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La integral se resuelve del siguiente modo:

—a — 1
A= J‘ [=x — (%" + ax)] dx
0

B |:—,"i2 f- .-.'L"fz :|—u—| ‘_

2 35 2 |,
| ==t —a —-1)° a—a-17°|
2 T 3 2 -
| =at-3a"-3a-1| | (@+1y

6 6

Como el drea es 36, entonces:

a+ 17
‘_L:mﬁ
6
—a+1/
T+ s atrl=—6=a=—7
%
—a+ 1)

=-3h=a+l=6=a= 5

Las soluciones son: [ a = —7 0 a=>5

36. La superficie viene dada del siguiente modo:

El &rea de la zona sombreada viene dada por:

AY y=3x+2
. 1 f 2
Al'ea=f|13x+2]—(2—]d‘c=
] X+ 33X+ 2
A
! 2 2 ' = >
=J‘(3x+2— + ]dx= oop X
oY, X+ 1 X+ 2 f
3% !
ol +2x=2In|x+1|+2In|x+2|]| = P
F o

7 g
+2-4h2+2h3="_4+In_—__ =292
2 16

ra

r~.1| o
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37. La superficie viene dada del siguiente modo:

Y

T

-1 _31 0

b
i

Hallamos los puntos de inflexién:

, —2x . Bx' -2
i1+ (1 +x)°

6 -2 2
=l=x=—"—=x=4+

(1+x%° A

V3 4 /13 4
RRTE 1
Are: _EJ‘ 5 dx =
o 1+ x
RAE] T
=2 |arctox =2|— -0
], =2 |

T

— =1,046 /
3
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ACTIVIDADES FINALES

Il 38.

I 39.

W 40.

W41,

W42

W43,

W44,

W 45.

M 46.

W4a7.

I 48.

W 49.

e
: Inx
Calcula el valor de la integral [ —dx.
X
1

Sea la funcién f(x) = x sen x. Determina:

a) El drea encerrada entre su grafica, el eje de abscisas y las rectas x=0 y x = 7.

b) El 4rea encerrada entre |a tangente en x = & y los ejes coordenados.

Encuentra un polinomio de tercer grado p(x) = ax® + bx? + cx + d sabiendo que:

a) Tiene un maximo relativoen x = 1.
b) Tiene un punto de inflexion en (0, 1).

1
[v]

c) Se verifica j pix)dx = %

Halla todos los valores de a para los cuales dex =In25.
o 15+ 2x —x

X

Jsx2—a

Dada la funcién f(x) =

2
a) Calcula L f(x) dx.

b) Halla la primitiva F(x) de f(x) que cumple F(1)=1.

£~ EDITEX

Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = e'~*, sus extremos relativos, puntos de in-

3
flexién y asintotas. Esboza la gréfica de f(x) y calcula Lx flx) dx.

Sea la funcién fix) definida y continua en [-2, 2] tal que:

!:;f(t)drz jff(r) dt

Utilizando el teorema del valor medio, ;se puede asegurar que existen by c en [-2, 2] de modo que f(b) = f(c) con

b=-1yc=1?

Calcula el drea encerrada entre la gréfica de la funcién exponencial f(x) = e* y la cuerda de la misma que une los pun-

tos de abscisas x=-1y x=1.

' sent . .
Dada la funcién F(x) = ] Tdf definida para x= 1, halla los valores de x en los cuales alcanza sus extremnos relativos.

1

1
Sea f(x) una funcién derivable en (0, 1)y continua en [0, 1]tal que f(1) =0 y sz '(x) dx = 1. Mediante la integracion

1
por partes calcula lo f(x) clx.

Sea la funcién f(x) = x® + ax? + bx + c. Determina a, b y ¢ de modo que f(x) tenga un extrermo relativo en x = 0, la rec-
ta tangente a la grafica de la funcién f(x) en x = 1 sea paralela a la recta y = 4x, y el drea comprendida entre la grafica

de fix), el eje OXylasrectas x=0 vy x=1 seaiguala 1.

Estudia la monotonia y la curvatura de la funcion: F(x) = :(1‘2 -1)-etdt.
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SOLUCIONES

38. Haciendo la integral definida por partes obtenemos:

II_X =(__|nx_lj _1-2_0.2642
) X), e

39. La solucién es:
Y
a) El area = _[x-senx-dx =(—xcos x+sen x), =n unidades cuadradas.

b) la recta tangente en el punto dado tiene por ecuacion y=n(x—m)

0 3
El &rea buscada es: Area = J'n(x— ) dx =% =15,50314 unidades cuadradas.

40. Imponiendo las condiciones del enunciado al polinomio tenemos el sistema:

3a+2b+c=0
b=0

d= de donde obtenemos que a=—Y% ; b=0;c=3/{ ; d=1

5 ’

Por tanto el polinomio es P(x)=—%x3 +%x+1
41. Resolvemos esta integral por descomposicién en fracciones simples y obtenemos:
a 274 2
I 16 k- In(XJFSJ _in 5(a+3)
515+2x-x x-5 . -3(a-5)

Ilgualando esta expresion a la que nos da el enunciado obtenemos que a puede tomar valores
3y9.

42. La solucion es:

aj sz
\/5X—

4-2j . .
5 = 5 no tiene soluciones reales.

2_
b) todas las primitivas son de la forma ¥+C imponiendo las condiciones del

V5x? -4 N

enunciado obtenemos que la primitiva buscada es F(x)= 5

4
5
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43. La funcién dad es creciente en (—,0) y decreciente en (0,+ ).

ﬁl_k

. = |
Tiene un maximo relativo en el punto (0,e) y dos puntos de inflexiéon en (—,62] y [—T,e ]
2

Tiene una asintota horizontal de ecuacion y = 0.

Su grafica es:

3 3 -2 P _
Calculamos a integral pedida: | xf(x)-dx = [ x-€"* -dx:{e } 1 45
1

1

44. En cada caso diremos:

e f(x) es continua en [-2,-1] , por lo que aplicando el teorema del valor medio tenemos que

Jbe [-2,-1] tal que: ]Jf(t)dtz f(b)(~1+2) = f(b)

e f(x) es continua en [1,2], por lo que aplicando el teorema del valor medio tenemos que

Jee [1,2] tal que: Tf(t)dt =f(c)(2-1)=f(c)

De ambas igualdades concluimos que f(b)=f(c) con b < -1 yc > 1

45. La solucién queda:
2

2e

(x-1)

. . e
La cuerda tiene por ecuacién y—-e=

e 2 _
Calculamos el area: I{e+ ° 1(x—1)—ex}dx=3=0,74
° 2e e
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46. La solucién es:

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral obtenemos: F'(x)= Senx
X

Por lo que las abscisas de sus extremos relativos en un periodo son:

L. . oL . . 3n
Maximo relativo en X=Ey minimo relativo en x=?.

47. La solucién es:

1 1
Aplicando la integracién por partes obtenemos: j f(x)dx = [x-f(x)]; - J' xf'(x)adx = f(1) - % =3
0

0
48. Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

b=0
3+2a+b=4 de donde azy :b=0; c=%2

1 1
—+—=+c=1
4 6

49. La solucion queda:

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral obtenemos:

2

F(x)=(x*-1)e* y  F'(x)=(4x-2x)e™

La funcion es creciente en (—oo,—1) U (1,400) y decreciente en (-1, 1)

La funcidn es cdncava hacia las y positivas en (—oo, —\/E) ] (Ox/E)

La funcién es cdncava hacia las y negativas en (—ﬁ,o) v (\@,+oo)

1
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